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Àííîòàöèÿ�Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîëèíåéíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ðåêóððåíòíûì

âõîäÿùèì ïîòîêîì, ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì îáñëóæèâàíèÿ, íàêîïèòåëåì êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷-

íîé åìêîñòè è ïîòîêîì îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê, óáèâàþùèõ çàÿâêè â íàêîïèòåëå. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû

ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âëîæåííîé öåïèÌàðêîâà íàéäåíû ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ õà-

ðàêòåðèñòèê îáñëóæèâàíèÿ.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Èññëåäîâàíèå ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) ñ îòðèöàòåëüíûìè çàÿâêàìè òåñíî ñâÿçàíî

ñ G-ñåòÿìè [1] è íà÷àëîñü ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ñ èçó÷åíèåì ïîñëåäíèõ. Ðåçóëüòàòû äëÿ îò-

äåëüíûõ ÑÌÎ ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, âîñòðåáîâàíû êàê ìîäåëè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ èçîëèðîâàííûõ

óçëîâ ïðè ïðèáëèæåííîì àíàëèçå G-ñåòåé [2]. Ïåðâàÿ ðàáîòà, â êîòîðîé áûëà èññëåäîâàíà îäíîëè-

íåéíàÿ ÑÌÎ ñ íåîãðàíè÷åííûì íàêîïèòåëåì ñ îòðèöàòåëüíûìè çàÿâêàìè, ïðèíàäëåæèò Å. Ãåëåíáå ñ

ñîàâòîðàìè [3]. Â ýòîé ðàáîòå â äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî âõîäÿùåãî ïîòîêà

ïîëîæèòåëüíûõ çàÿâîê è èõ äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ïîòîê

îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê. Îáñëóæèâàíèå ïîëîæèòåëüíûõ çàÿâîê ïðîèçâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ äèñöè-

ïëèíîé FCFS, à äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê ââîäÿòñÿ äâå ñòðàòåãèè âûáîðà çàÿâêè äëÿ óäàëåíèÿ èç

ñèñòåìû RCE (óäàëÿåòñÿ ïîñëåäíÿÿ ïîëîæèòåëüíàÿ çàÿâêà) è RCH (óäàëÿåòñÿ çàÿâêà, íàõîäÿùàÿñÿ íà

îáñëóæèâàíèè). Â [3] ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ðàññìàòðèâàåìîé

ÑÌÎ çàâèñèò óæå íå îò èíòåíñèâíîñòåé ïîòîêà è îáñëóæèâàíèÿ, êàê ýòî åñòü äëÿ îáû÷íîé ÑÌÎ, à îò

ñàìèõ ðàñïðåäåëåíèé èíòåðâàëîâ ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè çàÿâîê è äëèòåëüíîñòåé èõ îáñëóæèâàíèÿ.

Â [4] äëÿ ÑÌÎM/M/1/∞ ñ äèñöèïëèíàìè îáñëóæèâàíèÿ FCFS è LCFS è ñ îòðèöàòåëüíûìè çàÿâêàìè

ñî ñòðàòåãèÿìè RCE è RCH ïîëó÷åíî ÏËÑ äëÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ïî-

ëîæèòåëüíîé çàÿâêè â ñèñòåìå è âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî çàÿâêà íå áóäåò óíè÷òîæåíà. Ïðîöåññ î÷åðåäè

äëÿ ñèñòåìû M/G/1/∞ áûë ðàññìîòðåí ýòèìè æå àâòîðàìè â [5] äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé äèñöè-

ïëèí îáñëóæèâàíèÿ è ñòðàòåãèé óäàëåíèÿ. Äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ ïîëó÷åíû ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

î÷åðåäè.

Â [6] ïîëó÷åíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëèíû î÷åðåäè â ìíîãîëèíåéíîé ñèñòåìå âèäà MM

CPP/GE/c/∞, â êîòîðîé ïîòîêè ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê ÿâëÿþòñÿ ãðóïïîâûìè ïóàñ-

ñîíîâñêèìè ïîòîêàìè ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ðàçìåðà ãðóïïû, óïðàâëÿåìûìè ìàðêîâ-

ñêèìè ïðîöåññàìè ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé. Äëÿ àíàëîãè÷íîé ñèñòåìû â [7] èçó÷åíî
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ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîé çàÿâêè êàê äëÿ RCE, òàê è äëÿ RCH äèñöèïëèí

óäàëåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ çàÿâîê, ÷òî îáîáùàåò ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4].

Ñèñòåìà M/G/1/∞ ñ ïîòîêîì îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê íåñêîëüêî èíîãî òèïà ïî ñðàâíåíèþ ñ [3]

è äðóãèìè ïðèâåäåííûìè âûøå ðàáîòàìè ðàññìîòðåíà â [8]. Â [8] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äåéñòâèå

îòðèöàòåëüíîé çàÿâêè ïðîèñõîäèò íå ìãíîâåííî ïðè ïîñòóïëåíèè îòðèöàòåëüíîé çàÿâêè, à ëèøü â

ìîìåíòû îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ çàÿâîê. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû â [8] èçó÷àåòñÿ ïðîöåññ

î÷åðåäè â ìîìåíòû îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê è â ïðîèçâîëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Â [9, 10] ðàññìàòðèâàëàñü ñèñòåìà M/G/1/0 ñ ïîâòîðíûìè è îòðèöàòåëüíûìè çàÿâêàìè ïðè äèñöè-

ïëèíå LCFS/PR, ãäå áûëî ïîëó÷åíî â òåðìèíàõ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå

âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Îáîáùåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ïóàññîíîâñêèõ

ïîòîêîâ ïîëîæèòåëüíûõ çàÿâîê ïîëó÷åíî â [11].

Â ðàáîòàõ [12, 13] ïîñòðîåí àëãîðèòì ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ äâóõôàçíîé ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîé ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîòåðÿìè, îáðàòíîé ñâÿçüþ è îòðèöàòåëüíûìè

çàÿâêàìè.

Ðàíåå èññëåäîâàíèå îäíîëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ðåêóððåíòíûì âõîäÿùèì ïîòîêîì è ìàðêîâñêèì

ïðîöåññîì îáñëóæèâàíèÿ ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáî-

òàõ [14], [15], è ìíîãîëèíåéíûõ ñèñòåì � â ðàáîòå [16]. Â ýòèõ ðàáîòàõ äëÿ êîíå÷íîãî íàêîïèòåëÿ

ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ñîñòîÿíèé öåïè Ìàðêîâà è áåñêîíå÷íîãî íàêîïèòåëÿ, èñ-

ïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Íüþòñà [17], ïîëó÷åíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî âëîæåííîé öåïè, ñòàöèî-

íàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî âðåìåíè, ðàñïðåäåëåíèÿ è ñðåäíèå âðåìåí îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ

è ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ÑÌÎ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà

íàéäåíû ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê îáñëóæèâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì n-ëèíåéíóþ ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ G/MSP/n/r (1 ≤ n < ∞, r ≤ ∞) ñ

íàêîïèòåëåì åìêîñòè r.

Âõîäÿùèé â ñèñòåìó ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûì, ïðè÷åì âðåìÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ìîìåíòàìè

ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê èìååò ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ A(x). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ñðåäíåå âðåìÿ a =
∞∫
0

x dA(x) ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè çàÿâîê êîíå÷íî è, êðîìå òîãî, òàì, ãäå ðå÷ü

ïîéäåò î ñòàöèîíàðíîì ðàñïðåäåëåíèè ïî âðåìåíè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìÿ ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè

çàÿâîê íå ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ jt, ãäå t � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à j = 0, 1, . . . .

Ïóñòü â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè â ñèñòåìó ïîñòóïàþò îòðèöàòåëüíûå çàÿâêè, êîòîðûå óáè-

âàþò çàÿâêè â íàêîïèòåëå. Óáèòûå çàÿâêè íà îáñëóæèâàíèå íå ïðèíèìàþòñÿ è ñðàçó æå ïîêèäàþò

ñèñòåìó. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîöåññ ïîñòóïëåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåñ-

ñîì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è êîíå÷íûì ÷èñëîì q ñîñòîÿíèé, êîòîðûé ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Îïðåäåëèì ìàòðèöû Γk, k = 0, 1, 2, . . .. Çà �ìàëîå� âðåìÿ ∆ ñ âåðîÿòíîñòüþ (Γ0)ij∆ + o(∆),
i, j = 1, q, ôàçà ïðîöåññà èçìåíèòñÿ íà j, è íè îäíîé çàÿâêè â íàêîïèòåëå óáèòî íå áóäåò ïðè óñëîâèè,
÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïðîöåññ íàõîäèëñÿ íà ôàçå i, è ñ âåðîÿòíîñòüþ (Γm)ij∆ + o(∆), i, j = 1, q,
ôàçà ïðîöåññà èçìåíèòñÿ íà j, è ðîâíî m çàÿâîê â íàêîïèòåëå áóäóò óáèòû è ïîêèíóò ñèñòåìó ïðè

óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïðîöåññ íàõîäèëñÿ íà ôàçå i è â íàêîïèòåëå íàõîäèëîñü áîëåå m
çàÿâîê.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ìàòðèöû:

Γ∗i =
∞∑

k=i

Γk, i = 0, 1, 2, . . . ,

Γ∗ = Γ∗0.
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Åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè â íàêîïèòåëå íàõîäèëîñü m, m > 0, çàÿâîê, òî çà �ìàëîå� âðåìÿ
∆ ñ âåðîÿòíîñòüþ (Γ∗m)ij∆ + o(∆), i, j = 1, q, ôàçà ïðîöåññà èçìåíèòñÿ íà j è âñå m çàÿâîê áóäóò

óáèòû è ïîêèíóò ñèñòåìó ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïðîöåññ íàõîäèëñÿ íà ôàçå i.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà Γ∗ ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìîé, à ìàòðèöà Γ∗1 íåíóëåâîé. Áóäåì ñ÷èòàòü

òàêæå, ÷òî íà ïåðèîäå, êîãäà â íàêîïèòåëå îòñóòñòâóþò çàÿâêè, ôàçà ïðîöåññà íå ìåíÿåòñÿ. Âåêòîð ñòà-

öèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ïîñòóïëåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê (ò.å. ìàðêîâñêîãî

ïðîöåññà ñ èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöåé Γ∗) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç γ. Ñòàöèîíàðíóþ èíòåíñèâ-

íîñòü óáèéñòâà çàÿâîê ìîæíî çàïèñàòü â âèäå α = γ
∞∑

k=1

k Γk1.

Åñëè â íàêîïèòåëå íàõîäÿòñÿ k, k = 1, r, çàÿâîê, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàÿâêà íàõîäèòñÿ íà i-ì
ìåñòå, i = 1, k, â íàêîïèòåëå, åñëè â íàêîïèòåëå ïðèñóòñòâóåò ðîâíî i − 1 çàÿâêà, êîòîðûå ïîïàëè

â íàêîïèòåëü ðàíåå ðàññìàòðèâàåìîé çàÿâêè. Åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò â íàêîïèòåëå íàõîäèòñÿ k,
k = 1, r, çàÿâîê è â ýòîò ìîìåíò â ñèñòåìó ïîñòóïàåò ðîâíî m, m = 1, k îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê, òî

áóäóò óáèòû ïåðâûå m çàÿâîê èç íàêîïèòåëÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âî âðåìÿ îòñóòñòâèÿ çàÿâîê â íàêîïèòåëå, ôàçà ïðîöåññà ïîñòóïëåíèÿ îòðèöà-

òåëüíûõ çàÿâîê íå ìåíÿåòñÿ.

Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà

â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ k, 0 ≤ k ≤ n + r, çàÿâîê, ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç

lk, lk < ∞, ñîñòîÿíèé (ôàç îáñëóæèâàíèÿ). Òîãäà, åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ k,
k = 1, n + r, çàÿâîê è ôàçà îáñëóæèâàíèÿ ðàâíà i, i = 1, lk, òî çà �ìàëîå" âðåìÿ ∆ ñ âåðîÿòíîñòüþ

λ
(k)
ij ∆ + o(∆) ôàçà èçìåíèòñÿ íà j, j = 1, lk, è âñå çàÿâêè áóäóò ïðîäîëæàòü îáñëóæèâàòüñÿ, à ñ

âåðîÿòíîñòüþ n
(k)
ij ∆ + o(∆) ôàçà èçìåíèòñÿ íà j, j = 1, lk−1, íî îáñëóæèâàíèå îäíîé èç çàÿâîê

çàêîí÷èòñÿ, è îíà ïîêèíåò ñèñòåìó. Ìàòðèöû èç ýëåìåíòîâ λ
(k)
ij è n

(k)
ij áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Λ(k) è

N (k), k = 1, n + r.

Äàëåå âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî lk = l ïðè k = n, n + r, ìàòðèöû Λ(k) = Λ ñîâïàäàþò ïðè

k = n, n + r, ìàòðèöû N (k) = N ñîâïàäàþò ïðè k = n + 1, n + r.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ñâîáîäíîì ïåðèîäå ôàçà îáñëóæèâàíèÿ i, i = 1, l0, íå èçìåíÿåòñÿ.

Ââåäåì ìàòðèöó Λ∗ = Λ+N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç π âåêòîð ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ìàðêîâñêîãî

ïðîöåññà ñ èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöåé Λ∗. Òîãäà ñòàöèîíàðíóþ èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ

çàÿâîê ìîæíî çàïèñàòü â âèäå µ = πN1.
Íàêîíåö, ïðè k = 0, n− 1 áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ î÷åðåäíîé çàÿâêè â

ñèñòåìå èìååòñÿ k äðóãèõ çàÿâîê è ôàçà îáñëóæèâàíèÿ ðàâíà i, i = 1, lk, òî ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ íîâîé

çàÿâêè îíà ñ âåðîÿòíîñòüþ ω
(k)
ij èçìåíèòñÿ íà j, j = 1, lk+1. Ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèöó èç ýëåìåíòîâ

ω
(k)
ij áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ω(k).

Çàÿâêè îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ (äèñöèïëèíà FCFS). Çàÿâêà, ïîñòóïàþùàÿ â ñèñòå-

ìó, â êîòîðîé óæå íàõîäèòñÿ n + r çàÿâîê (n íà ïðèáîðàõ è r â íàêîïèòåëå), òåðÿåòñÿ.

Íàçîâåì îáùèì ïðîöåññîì óõîäà çàÿâîê èç ñèñòåìû ïðîöåññ, îáðàçîâàííûé èçìåíåíèÿìè â ñèñòå-

ìå êàê â ìîìåíòû èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê, òàê è â ìîìåíòû

ïîñòóïëåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê â ñèñòåìó.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ k, 0 ≤ k ≤ n + r, çàÿâîê, ïðîöåññ óõîäà çàÿâîê ìîæåò
íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç hk = q lk ñîñòîÿíèé. Èç îïècàíèÿ ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê ñëåäóåò, ÷òî
hk = h ïðè k = n, n + r.
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4 ×ÀÏËÛÃÈÍ

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìàòðèöû

Θ(k)
0 = Iq ⊗ Λ(k), k = 1, n,

Θ(k)
1 = Iq ⊗N (k), k = 1, n,

Θ0 = Γ0 ⊗ Il + Iq ⊗ Λ,
Θ∗

1 = Γ∗1 ⊗ Il + Iq ⊗N,
Θ1 = Γ1 ⊗ Il + Iq ⊗N,
Θm = Γm ⊗ Il, m ≥ 2,
Θ∗

m = Γ∗m ⊗ Il, m ≥ 2,

Θ̂∗
1 = Γ∗1 ⊗ Il,

Θ̂∗
m = Θ∗

m, m ≥ 2,

ãäå Ilk è Iq � åäèíè÷íûå ìàòðèöû ïîðÿäêîâ lk è q ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ k çàÿâîê, ôàçà ïðîöåññà ïîñòóïëåíèÿ îòðèöàòåëü-

íûõ çàÿâîê â ñèñòåìó ðàâíà i, i = 1, q, à ôàçà îáñëóæèâàíèÿ ðàâíà j, j = 1, lk. Òîãäà çà �ìàëîå" âðåìÿ
∆:

1) åñëè k = 0, n, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ
(
Θ(k)

0

)
uv

∆ + o(∆), u = i(lk − 1) + j, v = e(lk − 1) +

d, e = 1, q, d = 1, lk, ôàçà ïðîöåññà ïîñòóïëåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê ñìåíèòñÿ íà e, ôàçà
ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê ñìåíèòñÿ d è íè îäíà çàÿâêà íå ïîêèíåò ñèñòåìó 1 è ñ âåðîÿòíîñòüþ(
Θ(k)

1

)
uv

∆ + o(∆), ïðîöåññ óõîäà çàÿâîê èç ñèñòåìû ïåðåøåë íà ôàçó v, v = 1, hk−1, è îäíà çàÿâêà

ïîêèíåò ñèñòåìó, ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò â ñèñòåìå áûëè çàÿâêè è ïðîöåññ óõîäà çàÿâîê

èç ñèñòåìû íàõîäèëñÿ íà ôàçå u, u = 1, hk, k = 1, n;

2) åñëè k = n + 1, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ (Θ0)uv ∆ + o(∆), u, v = 1, h, ïðîöåññ óõîäà çàÿâîê ïåðåéäåò
íà ôàçó v è íè îäíà çàÿâêà íå óéäåò èç ñèñòåìû ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïðîöåññ óõîäà

çàÿâîê èç ñèñòåìû íàõîäèëñÿ íà ôàçå u è ñ âåðîÿòíîñòüþ (Θ∗
1)uv ∆ + o(∆), u, v = 1, h, ïðîöåññ óõîäà

çàÿâîê ïåðåéäåò íà ôàçó v è ðîâíî îäíà çàÿâêà óéäåò èç ñèñòåìû ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò

ïðîöåññ óõîäà çàÿâîê èç ñèñòåìû íàõîäèëñÿ íà ôàçå u;

3) åñëè k > n + 1, òî, ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïðîöåññ óõîäà çàÿâîê èç ñèñòåìû

íàõîäèëñÿ íà ôàçå u, u = 1, h, ñ âåðîÿòíîñòüþ (Θ0)uv ∆ + o(∆), u, v = 1, h, ïðîöåññ óõîäà çàÿâîê
ïåðåéäåò íà ôàçó v è íè îäíà çàÿâêà íå óéäåò èç ñèñòåìû, ñ âåðîÿòíîñòüþ (Θm)uv ∆+o(∆), u, v = 1, h,
m = 1, k − n− 1, ïðîöåññ óõîäà çàÿâîê ïåðåéäåò íà ôàçó v è ðîâíî m çàÿâîê óéäåò èç ñèñòåìû è ñ

âåðîÿòíîñòüþ
(
Θ∗

k−n

)
uv

∆ + o(∆) ïåðåéäåò íà ôàçó v è ðîâíî (k − n) çàÿâîê óéäåò èç ñèñòåìû.
Íà ñâîáîäíîì ïåðèîäå ôàçà ïðîöåññà óõîäà çàÿâîê íå ìåíÿåòñÿ.

Â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå çàãðóçêó ñèñòåìû çàïèøåì â âèäå ρ = 1/a(µ + α). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
òàêàÿ ôîðìóëà äëÿ çàãðóçêè ñèñòåìû ñïðàâåäëèâà ïðè áåñêîíå÷íî çàïîëíåííîì íàêîïèòåëå. Çàìåòèì,

÷òî óñëîâèå ρ < 1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà

äëÿ ñèñòåìû ñ áåñêîíå÷íûì íàêîïèòåëåì.

2. ÑÈÑÒÅÌÀ G/BMSP/n/r Ñ ÊÎÍÅ×ÍÛÌ ÍÀÊÎÏÈÒÅËÅÌ

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî r ≥ 2. Â ñëó÷àå r = 0, 1 ÷àñòü èç ïîëó÷åííûõ çäåñü ôîðìóë
òðåáóþò îïðåäåëåííûõ èçìåíåíèé, êîòîðûå â ñèëó èõ òðèâèàëüíîñòè íå ïðèâîäÿòñÿ.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû τn, n ≥ 0, ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê â ñèñòåìó.
Ïóñòü ξ(t) � ôàçà ïðîöåññà ïîñòóïëåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê â ìîìåíò âðåìåíè t, η(t) � ôàçà

îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê â ìîìåíò âðåìåíè t, à ν(t) � ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå â ýòîò ìîìåíò.

1 Â äàëüíåéøåì ïðîñòî áóäåì ïèñàòü, ÷òî ïðîöåññ óõîäà çàÿâîê èç ñèñòåìû ïåðåøåë ñ ôàçû u, u = 1, hk, íà ôàçó v,
v = 1, hk, ïîäðàçóìåâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî ôàçà ïðîöåññà ïîñòóïëåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê â ñèñòåìó ñìåíèòñÿ ñ i íà e, à
ôàçà ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ ñìåíèòñÿ ñ j íà d.
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G/MSP/n/r Ñ ÏÎÒÎÊÎÌ ÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÛÕ ÇÀßÂÎÊ 5

Îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn = ξ(τn + 0), ηn = η(τn + 0) è νn = ν(τn + 0), êîòîðûå
çàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ôàçó ïðîöåññà ïîñòóïëåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê, ôàçó îáñëóæèâàíèÿ è

÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå íåïîñðåäñòâåííî ïîñëåìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿn-é çàÿâêè. Êðîìå òîãî, ïîëîæèì
ζn = (ξn, ηn, νn). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ζn, n ≥ 0} îáðàçóåò îäíîðîäíóþöåïüÌàðêîâà, êîòîðóþ

áóäåì íàçûâàòü âëîæåííîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé X âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà èìååò

âèä

X = {(i, j, k), i = 1, q, j = 1, lk, k = 1, n + r},

ãäå èíäåêñû i è k óêàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ôàçó ïðîöåññà ïîñòóïëåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê, ôàçó

îáñëóæèâàíèÿ è ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêè.

Âûïèøåì ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà {ζn, n ≥ 0}. Äëÿ ýòîãî
ñíà÷àëà îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìàòðèöû:

Fk(x), k ≥ 0, � ìàòðèöà, ýëåìåíò (Fk(x))ij êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî çà âðåìÿ x ðîâíî k çàÿâîê, óáèòûõ èëè îáñëóæèâøèõñÿ, ïîêèíóò ñèñòåìó è ïðîöåññ óõîäà

çàÿâîê èç ñèñòåìû ïåðåéäåò íà ôàçó j, ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò â ñèñòåìå (âìåñòå ñ

çàÿâêàìè íà ïðèáîðàõ) áûëî íå ìåíåå k + n + 1 çàÿâîê, ïðîöåññ óõîäà çàÿâîê íàõîäèëñÿ íà ôàçå i è
çà âðåìÿ x â ñèñòåìó íå ïîñòóïèëà íîâàÿ çàÿâêà;

Ak, k ≥ 0, � ìàòðèöà, ýëåìåíò (Ak)ij êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî çà âðåìÿ ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè çàÿâîê ðîâíî k çàÿâîê, óáèòûõ èëè îáñëóæèâøèõñÿ, ïîêèíóò

ñèñòåìó è ïðîöåññ óõîäà çàÿâîê èç ñèñòåìû ïåðåéäåò íà ôàçó j, ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
â ñèñòåìå áûëî íå ìåíåå k + n + 1 çàÿâîê è ïðîöåññ óõîäà çàÿâîê íàõîäèëñÿ íà ôàçå i.

Ìàòðè÷íûå ôóíêöèè Fk(x) óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

F0(x) = eΘ0x, (1)

Fk(x) =

x∫
0

k∑
m=1

Fk−m(y) Θm F0(x− y)dy, k ≥ 1, (2)

à ìàòðèöû Ak îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

Ak =

∞∫
0

Fk(x) dA(x), k ≥ 0. (3)

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ òàêæå ìàòðèöû:

Fkm(x), m = 0, n− 1, k ≥ m, � ìàòðèöà, ýëåìåíò (Fkm(x))ij êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ x k − m çàÿâîê ïîêèíóò ñèñòåìó è ïðîöåññ óõîäà çàÿâîê

ïåðåéäåò íà ôàçó j, ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò â ñèñòåìå (âìåñòå ñ çàÿâêàìè íà ïðèáîðàõ)
áûëî k çàÿâîê, ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ íàõîäèëñÿ íà ôàçå i è çà âðåìÿ x â ñèñòåìó íå ïîñòóïèëà íîâàÿ

çàÿâêà;

Akm, m = 0, n, k ≥ m, � ìàòðèöà, ýëåìåíò (Akm)ij êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâíóþ

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè çàÿâîê k−m çàÿâîê ïîêèíóò ñèñòåìó è ïðîöåññ

óõîäà çàÿâîê ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ íîâîé çàÿâêè ïåðåéäåò íà ôàçó j, ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé

ìîìåíò â ñèñòåìå áûëî k çàÿâîê è ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ íàõîäèëñÿ íà ôàçå i.

Äëÿ ìàòðèö Fkm(x) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

F00(x) = I, (4)

Fkk(x) = eΘ
(k)
0 x, k = 1, n, (5)
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6 ×ÀÏËÛÃÈÍ

Fk0(x)=

x∫
0

Fk,1(y) Θ(1)
1 dy, k=1, n, (6)

Fkm(x)=

x∫
0

Fk,m+1(y) Θ(m+1)
1 Fmm(x− y)dy, k=1, n, 0 < m < k, (7)

Fkn(x)=

x∫
0

k−n∑
j=1

Fk−n−j(y) Θ∗
jFnn(x− y) dy, k > n, (8)

Fk0(x)=

x∫
0

Fk,1(y)Θ(1)
1 dy, k > n, (9)

Fkm(x)=

x∫
0

Fk,m+1(y)Θ(m+1)
1 Fmm(x− y) dy, k > n > m > 0, (10)

à ìàòðèöû Akm � èç ñîîòíîøåíèÿ

Akm =
∞∫
0

Fkm(x) dA(x) (Iq ⊗ Ωm), m = 0, n− 1, k ≥ m.

Akn =
∞∫
0

Fkn(x) dA(x) , k ≥ n.
(11)

Òåïåðü óæå íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöàP ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé âëîæåííîé öåïèÌàðêîâà,

ïðåäñòàâëåííàÿ â áëî÷íîé ôîðìå P = (Pkm), k, m = 1, n + r, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

P =



A10 A11 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0
A20 A21 A22 . . . 0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...

An−1,0 An−1,1 An−1,2 . . . An−1,n−1 0 0 0 . . . 0
An0 An1 An2 . . . An,n−1 Ann 0 0 . . . 0

An+1,0 An+1,1 An+1,2 . . . An+1,n−1 An+1,n A0 0 . . . 0
An+2,0 An+2,1 An+2,2 . . . An+2,n−1 An+2,n A1 A0 . . . 0

...
...

...
. . .

...
...

...
...

. . .
...

An+r−1,0 An+r−1,1 An+r−1,2 . . . An+r−1,n−1 An+r−1,n Ar−2 Ar−3 . . . A0

An+r,0 An+r,1 An+r,2 . . . An+r,n−1 An+r,n Ar−1 Ar−2 . . . A1 + A0


.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p∗ik, i = 1, hk, k = 1, n + r, ñòàöèîíàðíóþ ïî âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà âå-

ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñèñòåìå èìååòñÿ k çàÿâîê è ïðîöåññ óõîäà çàÿâîê íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè i, è
ïîëîæèì p∗k = (p∗1k, . . . , p

∗
hkk), p∗ = (p∗1, . . . , p

∗
n+r). Òîãäà äëÿ p∗ ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà óðàâíåíèé

ðàâíîâåñèÿ (ÑÓÐ)

p∗ = p∗P, (12)
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èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

p∗1 =
n+r∑
m=1

p∗mAm0,

p∗k =
n+r∑

m=k−1

p∗mAm,k−1, k = 2, n + 1,

p∗k =
n+r∑

m=k−1

p∗mAm−k+1, k = n + 2, n + r − 1,

p∗n+r = p∗n+r−1A0 + p∗n+r(A0 + A1),

(13)

ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè

p∗·,· = 1. (14)

Çäåñü ñèìâîë �·" îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþùåãî äèñêðåòíîãî àðãóìåí-

òà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ÑÓÐ (13) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû, èçëîæåííûå â [15, 18].

Çíàÿ ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà, íåòðóäíî îïðåäåëèòü äðóãèå ñòàöè-

îíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè îáñëóæèâàíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå.

Âåêòîðû p−k = (p−1k, . . . , p
−
hk), k = 0, n + r, ãäå p−ik � ñòàöèîíàðíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñòó-

ïàþùàÿ â ñèñòåìó çàÿâêà çàñòàíåò â íåé k äðóãèõ çàÿâîê è ìàðêîâñêèé ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ ïîñëå

åå ïîñòóïëåíèÿ îêàæåòñÿ íà ôàçå i, îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

p−k = p∗k+1, k = 0, n + r − 2,

p−n+r−1 = p∗n+r−1A0 + p∗n+rA1,

p−n+r = p∗n+rA0.

Â ÷àñòíîñòè, ñòàöèîíàðíàÿ âåðîÿòíîñòü π ïîòåðè çàÿâêè èç-çà çàïîëíåííîãî íàêîïèòåëÿ â ìîìåíò

åå ïðèõîäà â ñèñòåìó îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

π = p−n+r1 = p∗n+rA01.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïî âðåìåíè ââåäåì ìàòðèöû Tk, k = 0, r,
èTkm, k = 1, n + r, m = 0,min{k, n− 1}. Ýëåìåíò (Tk)ij , i, j = 1, l, ìàòðèöûTk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñðåäíåå âðåìÿ, ïðîâåäåííîå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìîé íà èíòåðâàëå ìåæäó ñîñåäíèìè ìîìåíòàìè

ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê â ñîñòîÿíèè (j, n + r − k) ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ ïåðâîé çàÿâêè

â ñèñòåìå îêàçàëîñü n + r çàÿâîê è ôàçà îáñëóæèâàíèÿ áûëà i. Ýëåìåíò (Tkm)ij , i = 1, lk, j =
1, lm, ìàòðèöû Tkm ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå âðåìÿ, ïðîâåäåííîå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìîé íà

èíòåðâàëå ìåæäó ñîñåäíèìè ìîìåíòàìè ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê â ñîñòîÿíèè (j, m), ïðè óñëîâèè, ÷òî

ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ ïåðâîé çàÿâêè â ñèñòåìå îêàçàëîñü k çàÿâîê è ôàçà îáñëóæèâàíèÿ áûëà i.

Ìàòðèöû Tk è Tkm îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

Tk =

∞∫
0

(1−A(x))Fk(x) dx, k = 0, r; (15)

Tkm =

∞∫
0

(1−A(x))Fkm(x) dx, k = 1, n + r, m = 0, n, k ≥ m. (16)
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Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðèè ïîëóìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, ïîëó÷àåì äëÿ âåêòîðîâ pk, k = 0, n + r,
ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïî âðåìåíè ôîðìóëû:

p0 =
1
T

n+r∑
m=1

p∗mTm0;

pk =
1
T

n+r∑
m=k

p∗mTmk, k = 1, n;

pk =
1
T

n+r∑
m=k

p∗mTm−k, k = n + 1, n + r,

ãäå T � ñðåäíåå âðåìÿ ìåæäó èçìåíåíèÿìè ñîñòîÿíèé âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà, êîòîðîå äëÿ ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì âðåìåíåì a ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè çàÿâîê, ò.å. T = a.

Âûïèøåì íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçàííûå ñ âðåìåíåì ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qk, k = 1, r, óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàÿâêà, çàñòàâ â ñèñòåìå â ìîìåíò

ñâîåãî ïðèõîäà (n+k−1) çàÿâîê è ôàçó ïðîöåññà óõîäà çàÿâîê, ðàâíóþ i, áóäåò óáèòà è ôàçà ïðîöåññà
â ýòîò ìîìåíò ñòàíåò ðàâíîé j.

Qk =

∞∫
0

k∑
i=1

Fk−i(x)Θ̂∗
i dx.

Îòêóäà âåðîÿòíîñòü ïîòåðè δ çàÿâêè ðàâíà

δ = π +
n+r−1∑
k=n

p −
k Qk−n+11

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàÿâêà îáñëóæèòñÿ, ðàâíà

Ψ =
n+r−1∑

k=0

p −
k 1−

n+r−1∑
k=n

p −
k Qk−n+11

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vk(x), k = 0, r − 1, ìàòðèöó, ýëåìåíòîì (Vk(x))ij êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî çàÿâêà çà âðåìÿ x ïîïàäåò íà ïðèáîð è ôàçà ïðîöåññà óõîäà çàÿâîê èç ñèñòåìû èçìåíèòñÿ íà

j, j = 1, h, ïðè óñëîâèè, â ìîìåíò ïðèõîäà ýòà çàÿâêà çàñòàëà â ñèñòåìå n + k çàÿâîê è ôàçà ïðîöåññà

óõîäà çàÿâîê áûëà i, à ÷åðåçΦk(s)�åå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà�Ñòèëòüåñà (ÏËÑ). Îáîçíà÷èì òàêæå

÷åðåç fk(s), k ≥ 0, ÏËÑ ìàòðèöû Fk(s), êîòîðàÿ ââåäåíà ðàíåå.
Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàÿâêà, ïîïàâøàÿ â ñèñòåìó è çàñòàâøàÿ â ñèñòåìå n + k çàÿâîê,

ïîïàäåò íà ïðèáîð íà âðåìåííîì èíòåðâàëå [x, x+dx), îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé ôîðìóëîé Fk(x)(I⊗
N)dx, èìååì

Φk(s) =

∞∫
0

e−sxFk(x)(I ⊗N)dx = fk(s)(I ⊗N).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè k ≥ 1

fk(s) =

∞∫
0

e−sxFk(x) dx =

∞∫
0

e−sx

x∫
0

k∑
m=1

Fk−m(y)ΘmF0(x− y) dy dx =
k∑

m=1

fk−m(s)Θmf0(s)
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è ïðè k = 0

f0(s) =

∞∫
0

e−sxF0(x) dx =

∞∫
0

e−sxeΘ0xdx =

∞∫
0

e(−sI+Θ0)xdx = (sI −Θ0)−1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè k ≥ 1

f
′
k(s) =

(
k∑

m=1

fk−m(s)Θmf0(s)

)′

=
k∑

m=1

(f
′
k−m(s)Θmf0(s) + fk−m(s)Θmf

′
0(s)).

Íî f0(0) = −Θ−1
0 è f

′
0(s) = ((sI −Θ0)−1)

′
= −((sI −Θ0)−1)2, îòêóäà f

′
0(0) = −(Θ−1

0 )2.
Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ äëÿ f0(0) è f

′
0(0) â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

f
′
k(0) = −

k∑
m=1

(f
′
k−m(0)Θm + fk−m(0)ΘmΘ−1

0 )Θ−1
0 ,

èç êîòîðîãî ðåêóððåíòíî ìîæíî íàéòè âñå f
′
k(0), k ≥ 1.

Îòñþäà óæå íåòðóäíî ïîëó÷èòü ÏËÑ ω(s) ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ W (x) îæèäàíèÿ íà÷àëà
îáñëóæèâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïðèíÿòîé ê îáñëóæèâàíèþ çàÿâêè, êîòîðîå èìååò âèä

ω(s) =
1

1− δ

(
n−1∑
k=0

p −
k 1 +

n+r−1∑
k=n

p −
k Φk−n(s)1

)
.

Â ÷àñòíîñòè, äèôôåðåíöèðóÿ ýòè ôîðìóëó â òî÷êå s = 0, ïîëó÷àåì äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíèw îæèäàíèÿ

íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïðèíÿòîé ê îáñëóæèâàíèþ çàÿâêè äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà

ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû âûðàæåíèÿ

w = − 1
1− δ

n+r−1∑
k=n

p −
k Φ′

k−n(0)1.

Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé çàÿâêè ïðè óñëî-

âèè òîãî, ÷òî çàÿâêà ïîïàäåò íà ïðèáîð, çàïèøåì â âèäå

W (x) =
1

1− δ

(
n−1∑
k=0

p −
k +

n+r−1∑
k=n

p −
k Dk−n(x)

)
,

ãäå

Dk(x) =

x∫
0

Fk(y)(I ⊗N)dy. (17)

3. ÑÈÑÒÅÌÀ G/MSP/n/∞ Ñ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÛÌ ÍÀÊÎÏÈÒÅËÅÌ

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñèñòåìå ñ áåñêîíå÷íûì íàêîïèòåëåì (r = ∞).

Ðàññìîòðèì, êàê è â ñëó÷àå êîíå÷íîãî íàêîïèòåëÿ, âëîæåííóþöåïüÌàðêîâà, ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé

êîòîðîé

X = {(i, j, k), i = 1, q, j = 1, lk, k ≥ 1},
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òåïåðü áóäåò ñ÷åòíûì.

Ââîäÿ, êàê è ïðåæäå, âåêòîðû p∗k, k ≥ 1, è p∗ = (p∗1, p
∗
2, . . .) ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé

âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà, ïîëó÷àåì äëÿ p∗ ÑÓÐ (12), â êîòîðîé ìàòðèöà P ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

èìååò âèä

P =



A10 A11 0 . . . 0 0 0 0 . . .
A20 A21 A22 . . . 0 0 0 0 . . .
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

An−1,0 An−1,1 An−1,2 . . . An−1,n−1 0 0 0 . . .
An0 An1 An2 . . . An,n−1 An,n 0 0 . . .

An+1,0 An+1,1 An+1,2 . . . An+1,n−1 An+1,n A0 0 . . .
An+2,0 An+2,1 An+2,2 . . . An+2,n−1 An+2,n A1 A0 . . .

...
...

...
. . .

...
...

...
...
. . .


.

Ïðèâåäåì òàêæå ðàçâåðíóòóþ çàïèñü ÑÓÐ (12):

p∗1 =
∞∑

m=1

p∗mAm0; (18)

p∗k =
∞∑

m=k−1

p∗mAm,k−1, k = 2, n + 1; (19)

p∗k =
∞∑

m=k−1

p∗mAm−k+1, k > n + 1. (20)

Ïðè k > n + 1 ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè p∗k áóäåì èñêàòü â âèäå

p∗k = p∗n+1G
k−n−1, k ≥ n + 1, (21)

ãäå G � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

G =
∞∑

k=0

GkAk. (22)

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [15, 17]), ÷òî óðàâíåíèå (22) ïðè ρ < 1 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â

êëàññå ìàòðèö, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû (îòñþäà, â ÷àñòíîñòè,

ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà I −G èìååò îáðàòíóþ). Ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé

ïîëîæèòåëüíû.

Òî, ÷òî ïðè ëþáîì p∗n+1 âåêòîðû p∗k, k ≥ n+1, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé (21), óäîâëåòâîðÿþò âñåì
óðàâíåíèÿì (20), ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé.

Îñòàâøèåñÿ íåèçâåñòíûìè âåêòîðû p∗k, k = 1, n + 1, íàéäåì èç óðàâíåíèé (17) è (18), ïîäñòàâëÿÿ

â ýòè óðàâíåíèÿ âìåñòî p∗k, k > n + 1, èõ âûðàæåíèÿ ïî ôîðìóëå (21). Òîãäà

p∗1 =
n∑

m=1

p∗mAm0 + p∗n+1A
∗
0, (23)
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p∗k =
n∑

m=k−1

p∗mAm,k−1 + p∗n+1A
∗
k−1, k = 2, n + 1, (24)

ãäå

A∗
k =

∞∑
m=n+1

Gm−n−1Amk, k = 0, n. (25)

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèö A∗
k ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (23), (24) â âèäå

p̃ = p̃P̃ ,

ãäå

P̃ =



A10 A11 0 . . . 0 0
A20 A21 A22 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

An−1,0 An−1,1 An−1,2 . . . An−1,n−1 0
An,0 An,1 An,2 . . . An,n−1 An,n

A∗
0 A∗

1 A∗
2 . . . A∗

n−1 A∗
n


,

à p̃ = (p∗1, . . . , p
∗
n+1). Òåïåðü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (23), (24) èìååò

ðåøåíèå, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà P̃ ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé. Ïîñêîëüêó ïåðâûå n ñòðîê

ìàòðèö P̃ è P ñîâïàäàþò, òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàòðèöà P̃ áûëà

ñòîõàñòè÷åñêîé, ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

n∑
k=0

A∗
k1 = 1.

Äîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî.

n∑
k=0

A∗
k1 =

n∑
k=0

∞∑
m=n+1

Gm−n−1Amk1 =
∞∑

m=n+1

Gm−n−1
n∑

k=0

Amk1

=
∞∑

m=n+1

Gm−n−1

(
I −

m−n−1∑
k=0

Ak

)
1 =

(
(I −G)−1 −

∞∑
m=0

Gm
m∑

k=0

Ak

)
1

=

(
(I −G)−1 − (I −G)−1

∞∑
i=0

GiAi

)
1 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåîðåìû Ôîñòåðà ôîðìóëà (21) îïðåäåëÿåò (åäèíñòâåííîå) ðåøåíèå ÑÓÐ

(18)�(20), ãäå ìàòðèöà G è âåêòîðû p∗k, k = 1, n, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé (22)�(24) è óñëîâèÿ

íîðìèðîâêè (14), êîòîðîå ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

n∑
k=1

p∗k1 + p∗n+1(I −G)−11 = 1.
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Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ÑÌÎ G/MSP/n/∞ íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò èññëåäîâàíèÿ ÑÌÎ ñ íàêî-

ïèòåëåì êîíå÷íîé åìêîñòè.

Òàê, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

äëÿ âåêòîðà p−k , k ≥ 0, ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé òîãî, ÷òî â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêà

çàñòàíåò â ñèñòåìå k äðóãèõ çàÿâîê (è ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ íîâîé çàÿâêè ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ áóäåò

íàõîäèòüñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçå),

p−k = p∗k+1;

äëÿ âåêòîðîâ pk, k ≥ 0, ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïî âðåìåíè

p0 =
1
T

∞∑
m=1

p∗mTm0,

pk =
1
T

∞∑
m=k

p∗mTmk, k = 1, n,

pk =
1
T

∞∑
m=k

p∗mTm−k, k > n,

ãäå ìàòðèöû Tk è Tmk îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (15), (16);

äëÿ âåðîÿòíîñòè ïîòåðè δ çàÿâêè

δ =
∞∑

k=n

p −
k Qk−n+11.

äëÿ ÏËÑ ω(s) ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ W (x) âðåìåíè îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ ïðî-
èçâîëüíîé çàÿâêè ïðè óñëîâèè, ÷òî îíà ïîïàäåò íà ïðèáîð

ω(s) =
1

1− δ

(
n−1∑
k=0

p −
k 1 + p −

n

∞∑
k=0

GkΦk(s)1

)
.

äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè w îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé çàÿâêè äëÿ ñòàöèîíàðíîãî

ðåæèìà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû

w = − 1
1− δ

p −
n

∞∑
k=0

GkΦ′
k(0)1.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ W (x) äëÿ ñèñòåìû ñ áåñêîíå÷íûì íàêîïèòåëåì ìîæåò áûòü çàïèñàíà â

âèäå

W (x) =
1

1− δ

(
n−1∑
k=0

p −
k 1 +

∞∑
k=n

p −
k Dk−n(x)1

)
=

1
1− δ

(
n−1∑
k=0

p −T
k 1 + p −T

n

∞∑
k=0

GkDk(x)1

)
,

èëè, ïîëàãàÿ

D(x) =

x∫
0

R(y)(I ⊗N)dy,
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ãäå

R(x) =
∞∑
i=0

GiFi(x),

â âèäå

W (x) =
1

1− δ

(
n−1∑
k=0

p −
k 1 + p −

n D(x)1

)
.

4. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

Îáîçíà÷èì÷åðåç aìîäóëüìèíèìàëüíîãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà âñåõìàòðèöΘ(k)
0 èΘ0. Ïîëîæèì

Q0 = I , Qk = I + Θ(k)
0 /a, k = 1, n, è Q = I + Θ0/a.

Ìàòðèöû Fk(x) áóäåì èñêàòü â âèäå

Fk(x) = e−ax
∞∑
i=0

(ax)i

i!
Fki, k ≥ 0.

Âîñïîëüçîâàâøèñü (1) è (2), à òàêæå ïðåäñòàâëåíèåì ìàòðèö Θk, k = 1, n, ÷åðåç ìàòðèöû Qk,

ïîëó÷èì

Fk(x) =

x∫
0

k∑
m=1

Fk−m(y) Θm F0(x− y)dy =

=

x∫
0

k∑
m=1

∞∑
i=0

e−ay (ay)i

i!
Fk−m,i Θm e−a(x−y)

∞∑
j=0

(a(x− y))j

j!
Qjdy

= e−ax
k∑

m=1

∞∑
i=0

∞∑
j=0

Fk−m,i Θm Qj ai+j

i!j!

x∫
0

yi(x− y)jdy

=
1
a

e−ax
k∑

m=1

∞∑
i=0

∞∑
j=0

Fk−m,i Θm Qj (ax)i+j+1

(i + j + 1)!

= e−ax
∞∑
i=1

(ax)i

i!

1
a

i−1∑
j=0

k∑
m=1

Fk−m,j Θm Qi−j−1

 , k ≥ 1.

Òîãäà

F0i = Qi, i ≥ 0,

Fk0 = 0, k ≥ 1,
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Fki = Fk,i−1Q +
1
a

k∑
m=1

Fk−m,i−1 Θm, k ≥ 1, i ≥ 1.

Ìàòðèöû Fkn(x), k > n, èùåì â âèäå

Fkn(x) = e−ax
∞∑
i=0

(ax)i

i!
Fkni.

Àíàëîãè÷íî èç ôîðìóëû (8) ïîëó÷àåì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Fkni, k > n, ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû

Fkn0 = 0, k > n,

Fkn1 =
1
a

Θ∗
m, k > n,

Fkni = Fk,n,i−1Qn +
1
a

k−n∑
m=1

Fk−n−m,i−1Θ∗
m, k > n, i ≥ 2.

Ìàòðèöû Fkk(x), 0 < k < n, èùåì â âèäå

Fkk(x) = e−ax
∞∑
i=0

(ax)i

i!
Fkki.

Èç ôîðìóë (4), (5) èìååì

Fkki = Qi
k, i ≥ 0.

Ìàòðèöû Fkm(x), k > m, n > m > 0, ïðåäñòàâèì â âèäå

Fkm(x) = e−ax
∞∑

i=k−m

(ax)i

i!
Fkmi.

Èç (7), (10) ïîëó÷àåì

Fk,m,k−m =
1
a
Fk,m+1,k−m−1Θ

(m+1)
1 ,

Fkmi = Fk,m,i−1Q
(m) +

1
a
Fk,m+1,i−1Θ

(m+1)
1 , i ≥ k −m + 1.

Ìàòðèöû Fk0, k ≥ 1, çàïèøåì â âèäå

Fk0(x) = e−ax
∞∑

i=k

(ax)i

i!
Fk0i.

Èç (6) è (9) ïîëó÷àåì

Fk0k =
1
a
Fk1,k−1Θ

(1)
1 ,
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Fk0i = Fk0,i−1 +
1
a
Fk1,i−1Θ

(1)
1 , i > k.

Òåïåðü óæå äëÿ ìàòðèö Ak è Akm íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ:

Ak =
∞∑
i=0

ai

i!
αi Fki,

Akm =
( ∞∑

i=k−m

ai

i!
αi Fkmi

)
(Iq ⊗ Ωm), k ≥ m, n > m > 0,

Akn =
∞∑
i=0

ai

i!
αi Fkmi, k ≥ n,

ãäå

αi =

∞∫
0

xie−axdA(x).

Ôóíêöèè Dk(x), k ≥ 0, ìîæíî íàéòè â âèäå

Dk(x) = e−ax
∞∑
i=1

(ax)i

i!
Dki, k ≥ 0,

ãäå ìàòðèöû Dki îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûìè ôîðìóëàìè

Dk1 =
1
a
Fk0(I ⊗N),

Dki = Dk,i−1 +
1
a
Fk,i−1(I ⊗N), i ≥ 2.

Ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ R(x) ìîæíî íàéòè â âèäå [19]

R(x) = e−ax
∞∑
i=0

(ax)i

i!
Ri,

ãäå

R0 = I, Ri = Ri−1Q +
1
a
Ji−1, i ≥ 1,

Ji =
∞∑

k=1

GkRiΘk, i ≥ 0,

à ôóíêöèþ D(x) â âèäå

D(x) = e−ax
∞∑
i=1

(ax)i

i!
Di,
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ãäå

D1 =
1
a
R0(I ⊗N),

Di = Di−1 +
1
a
Ri−1(I ⊗N), i ≥ 2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ A∗
k ïîëîæèì

A∗
k(x) =

∞∑
m=n+1

Gm−n−1Fmk(x)(Iq ⊗ Ωk), k = 0, n− 1,

A∗
n(x) =

∞∑
m=n+1

Gm−n−1Fmn(x).

Ïðåäñòàâëÿÿ A∗
k(x) â âèäå

A∗
k(x) = e−ax

∞∑
i=n+1−k

(ax)i

i!
A∗

ki(Iq ⊗ Ωk), k = 0, n− 1,

A∗
n(x) = e−ax

∞∑
i=1

(ax)i

i!
A∗

ni,

ñ ó÷åòîì (3) ïîëó÷àåì

A∗
n,1 =

1
a
R0J

∗
0 ,

A∗
n,i = A∗

n,i−1Q +
1
a
J∗

i−1, i ≥ 2,

ãäå

J∗
i =

∞∑
k=1

Gk−1RiΘ∗
k, i ≥ 0.

A∗
k,n+1−k =

1
a
A∗

k+1,n−kΘ
(k+1)
1 , k = 1, n− 1,

A∗
ki = A∗

k,i−1Qk +
1
a
A∗

k+1,i−1Θ
(k+1)
1 , k = 1, n− 1, i > n + 1− k,

A∗
0,n+1 =

1
a
A∗

1,nΘ(1)
1 ,

A∗
0i = A∗

0,i−1 +
1
a
A∗

1,i−1Θ
(1)
1 , i > n + 1,
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ãäå ìàòðèöû Ri îïðåäåëåíû âûøå. Òîãäà èç (11) ïîëó÷àåì

A∗
k =

( ∞∑
i=n+1−k

ai

i!
αiA

∗
ki

)
(Iq ⊗ Ωk), k = 0, n− 1,

A∗
n =

∞∑
i=n+1−k

ai

i!
αiA

∗
ki.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìóG/PH/n/r è ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî âûáðàòü ïàðàìåòðû îáùåé

ÑÌÎ G/MSP/n/r, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñèñòåìó G/PH/n/r.

Îáñëóæèâàíèå êàæäûì ïðèáîðîì èìååò ôàçîâûé òèï ñ ïàðàìåòðàìè:

M � êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà s ñ ýëåìåíòàìè µij ;

b � âåêòîðîì ðàçìåðíîñòè s ñ êîîðäèíàòàìè bi.

Ïîëîæèì òàêæå

µi = −
s∑

j=1

µij .

Ñîñòîÿíèå ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ ïðè k çàÿâêàõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ìóëüòèèíäåêñîì

i = (i1, . . . , is), ãäå ij � ÷èñëî çàÿâîê íà ïðèáîðàõ, îáñëóæèâàåìûõ íà ôàçå j. Î÷åâèäíî, ÷òî |i| =
i1 + . . . + is = k.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà i ñ êîîðäèíàòîé ij ≥ 1 ïîëîæèì:
ij � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî, êðîìå j-é, ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà i, à j-ÿ

êîîðäèíàòà ðàâíà ij − 1;
imj � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî, êðîìå j-é è m-é, ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà i, à

j-ÿ è m-ÿ êîîðäèíàòû ðàâíû ij − 1 è im + 1 ñîîòâåòñòâåííî.
Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà i îáîçíà÷èì ÷åðåç im � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî, êðîìå

m-é, ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà i, à m-ÿ êîîðäèíàòà ðàâíà im + 1.
Òåïåðü ìàòðèöû Λk, Λ, Nk, N è Ωk îáùåé ÑÌÎ G/MSP/n/r îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ
(k)
iim

j
= ijµjm, ij ≥ 1, j 6= m, k = 1, n− 1;

λ
(k)
ii =

s∑
j=1

ijµjj , k = 1, n− 1;

n
(k)
iij

= ijµj , ij ≥ 1, k = 1, n− 1;

ω
(k)
iim = bm, k = 1, n− 1;

λiim
j

= ijµjm, ij ≥ 1, j 6= m;

λii =
s∑

j=1

ijµjj ;

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÒÎÌ 5 � 1 2005



18 ×ÀÏËÛÃÈÍ

niim
j

= ijµjbm, ij ≥ 1.

Îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèö Λk, Λ, Nk, N è Ωk ðàâíû íóëþ.

Äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ëèíåéíóþ íóìåðàöèþ ñîñòîÿíèé. Ýòî ìîæíî

ñäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñîñòîÿíèåì ñ íîìåðîì 1 ïðè k îáñëóæèâàåìûõ íà ïðèáîðàõ çàÿâêàõ ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå, ïðè

êîòîðîì âñå çàÿâêè íà ïðèáîðå îáñëóæèâàþòñÿ íà ïåðâîé ôàçå.

Ñëåäóþùèå Cs−2
s−1 ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñå ñîñòîÿíèÿ, ïðè êîòîðûõ k − 1 çàÿâîê îáñëó-

æèâàþòñÿ íà ïåðâîé ôàçå, à åùå îäíà çàÿâêà � íà êàêîé-òî èç îñòàëüíûõ s− 1 ôàç.
ÅùåCs−2

s ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñå ñîñòîÿíèÿ, ïðè êîòîðûõ k−2 çàÿâîê îáñëóæèâàþòñÿ
íà ïåðâîé ôàçå, à åùå äâå çàÿâêè � íà êàêèõ-òî èç îñòàëüíûõ s− 1 ôàç è ò.ä.

Íóìåðàöèÿ çàÿâîê íà îñòàëüíûõ s− 1 ôàçàõ ïðîèçâîäèòñÿ ïî àíàëîãè÷íîìó ïðèíöèïó.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ÷èñëå çàÿâîê íà ïðèáîðàõ k ñîñòîÿíèþ, õàðàêòåðèçóåìîìó ìóëüòèèíäåêñîì

i = (i1, . . . , is), ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèå ñ ëèíåéíûì íîìåðîì

u =
s−1∑
m=1

k−i1−...−im−1∑
j=0

Cs−m−1
s+j−m−1 + 1.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû G/PH/n/r íåòðóäíî íàéòè ñòàöèîíàðíîå

ðàñïðåäåëåíèå V (x) âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå, êîòîðîå â òåðìèíàõ ÏËÑ ϕ(s) èìååò âèä

ϕ(s) = ω(s)α(s),

ãäå α(s) = b(sI −M)−1µ �ÏËÑ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, µ = (µ1, . . . , µs)T .

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Áî÷àðîâ Ï.Ï., Âèøíåâñêèé Â. Ì. G-ñåòè: ðàçâèòèå òåîðèè ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñåòåé. // Àâòîìàòèêà è

òåëåìåõàíèêà. 2003. � 5. Ñ. 46�74.

2. Áàøàðèí Ã. Ï., Áî÷àðîâ Ï. Ï., Êîãàí À. ß. Àíàëèç î÷åðåäåé â âû÷èñëèòåëüíûõ ñåòÿõ. Òåîðèÿ è ìåòîäû

ðàñ÷åòà. Ì.: Íàóêà, 1989.

3. Gelenbe E., Glynn P., Sigman K. Queues with negative arrivals. // J. Appl. Prob. 1991. V.28, P.245-250.

4. Harrison P. G., Pitel E. Sojourn times in single server queues with negative customers // Queueing systems. 2002.

V41. P. 943�963.

5. Harrison P. G., Pitel E. The M/G/1 queue with negative customers // Adv. Appl. Prob. 1996. V. 28. P. 540�566.

6. Chakka R., Harrison P. G. A Markov modulated multi-server queue with negative customers � The MM

CPP/GE/c/L G-queue // Acta Informatika. 2001. V. 37. P. 881�919.

7. Harrison P. G. The MM CPP/GE/c G-queue: sojourn time distribution // Queueing Systems. 2002. V. 41. P.

271�298.

8. Bayer N., Boxma O. J. Wiener-Hopf analysys of an M/G/1 queue with negative customers and of related class of

random walk // Queueing Systems. 1996. V. 23. P. 301�316.

9. Atencia I., Aguillera G., Bocharov P. P. On the M/G/1/0 queueing system under LCFS PR discipline with repeated

and negative customers with batch arrivals // Proc. Oper. Res. 42 Annual Conf. University of Swamsea. 2000. P.

30�34.

10. Atencia I., Bocharov P. P.On the queueing system under LCFS PR discipline with repeated and negative customers

with batch arrivals // Proc. 3-rd Europ. Cong. Math. Barcelona, 2000.

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÒÎÌ 5 � 1 2005



G/MSP/n/r Ñ ÏÎÒÎÊÎÌ ÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÛÕ ÇÀßÂÎÊ 19

11. Atencia I., D'Apiche C., Manzo R., Salerno S. Retrial queueing system with several input flows and negative

customers and LCFS PR discipline // Proc. Fourth Int. Workshop on Queueing Networks with Finite Capacity.

Ilkley, U. K. 2000.

12. Albores J.F., Bocharov P.P., Luybin D.Yu. Two-stage exponential queueing system with internal losses, feedback

and negative arrivals // Âåñòíèê Ðîññèéñêîãî óíèâåðñèòåòà äðóæáû íàðîäîâ. Ñåð. "Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà

è èíôîðìàòèêà". 2003. � 1. Ñ.70-84.

13. Albores J.F., Bocharov P.P., Luybin D.Yu. On two-stage exponential system with losses, feedback and negative

customers // Proc. of Internat. Conference "Distributed Computer and Communication Networks. Stochastic

Modelling and Optimization", Moscow, June 29 - July 4, 2003, Moscow: ÇÀÎ "ÐÈÖ "Òåõíîñôåðà", 2003. C.

100-105.

14. Áî÷àðîâ Ï.Ï. Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíå÷íîé î÷åðåäè ñ ðåêóððåíòíûì ïîòîêîì è ìàðêîâñêèì

îáñëóæèâàíèåì // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 1996. � 9. Ñ. 66�78.

15. Áî÷àðîâ Ï.Ï., Ä'Àïè÷å ×., Ïå÷èíêèí À.Â., Ñàëåðíî Ñ. Ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû ìàññîâîãî

îáñëóæèâàíèÿ G/MSP/1/r // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. � 2003. � �2. � Ñ. 127�143.

16. Ïå÷èíêèí À.Â., ×àïëûãèí Â. Â. Ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ

G/MSP/n/r // Âåñòíèê ÐÓÄÍ, ñåð. Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà, 2002. � �1. � Ñ. 119�143.

17. Neuts M.F.Matrix-geometric solutions in stochastic models. An algorithmic approach. � Baltimore and London:

The Johns Hopkins Univ. Press, 1981.

18. Áî÷àðîâ Ï.Ï., Ïå÷èíêèí À.Â. Òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. � Ì.: Èçä-âî ÐÓÄÍ, 1995. � 529 Ñ.

19. ×àïëûãèí Â. Â. Ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ G/BMSP/1/r /Èíôîðìàöèîííûå ïðîöåññû. � 2003. �

�3. � Ñ. 97�108.

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÒÎÌ 5 � 1 2005


