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Àííîòàöèÿ�Äëÿ ìíîãèõ óòâåðæäåíèé êëàññè÷åñêîé (øåííîíîâñêîé) òåîðèè èíôîðìàöèè èç-
âåñòíû àíàëîãè â òåîðèè êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè. Â ïåðâîé ÷àñòè äàííîé ñòàòüè äà¼òñÿ êðàò-
êèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîêàçûâàþùèõ ïàðàëëåëèçì ìåæäó ñâîéñòâàìè ýíòðîïèè Øåííîíà è
êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ. Âî âòîðîé ÷àñòè äîêàçûâàåòñÿ íîâûé ðåçóëüòàò, äåìîíñòðèðóþùèé
äàííûé ïàðàëëåëèçì: äëÿ êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè îêàçûâàåòñÿ âåðåí àíàëîã òåîðåìû Âîëüôà
î õàðàêòåðèçàöèè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè âèëî÷íîé ñåòè.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â [1] À. Í. Êîëìîãîðîâ ââ¼ë ïîíÿòèå àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè. Àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ
äâîè÷íîãî ñëîâà (ò.å. êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé è åäèíèö) íàçûâàåòñÿ äëèíà êðàò÷àéøåé
ïðîãðàììû, êîòîðàÿ ïå÷àòàåò äàííîå ñëîâî; ñëîæíîñòüþ ñëîâà x îòíîñèòåëüíî ñëîâà y íàçûâàåòñÿ
äëèíà êðàò÷àéøåé ïðîãðàììû, êîòîðàÿ ïå÷àòàåò x, ïîëó÷èâ íà âõîä y. Îïðåäåë¼ííàÿ òàêèì îáðà-
çîì ñëîæíîñòü çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îäíàêî ìîæíî âûáðàòü îïòèìàëüíûé ñïîñîá
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ìèíèìàëüíóþ âîçìîæíóþ (ñ òî÷íîñòüþ äî îãðàíè÷åííî-
ãî àääèòèâíîãî ÷ëåíà) ñëîæíîñòü âñåõ ñëîâ, ñì. [1, 2]. Êîëìîãîðîâ îòìå÷àë, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêàÿ
ñëîæíîñòü ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì ìåðû èíôîðìàöèè, ââåä¼ííîé Ê. Øåííîíîì � øåííîíîâñêîé ýíòðî-
ïèè. Ïðè ýòîì ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ ýíòðîïèè Øåííîíà è àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè (÷àñòî
íàçûâàåìîé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ) ñîâåðøåííî ðàçëè÷íû: ïåðâîå îòíîñèòñÿ ê òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé è äà¼ò ÷èñëåííóþ õàðàêòåðèñòèêó ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè, à âòîðîå èñïîëüçóåò
ìåòîäû òåîðèè ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé è îïèñûâàåò êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, çàêëþ÷¼ííîé â äâîè÷íîì
ñëîâå. Îäíàêî îáà ïîäõîäà ôîðìàëèçóþò áëèçêèå èíòóèòèâíûå èäåè î òîì, ÷òî òàêîå èíôîðìàöèÿ,
ñîäåðæàùàÿñÿ â íåêîòîðîì îáúåêòå.

Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ìíîãèå ñâîéñòâà êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè èøåííîíîâñêîé ýíòðîïèè îêàçû-
âàþòñÿ àíàëîãè÷íû. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïàðàëëåëèçìà ôîðìàëüíûõ ñâîéñòâ
ýíòðîïèè Øåííîíà è êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè. Âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè ìû äîêàæåì íîâûé ðå-
çóëüòàò, äåìîíñòðèðóþùèé óêàçàííûé ïàðàëëåëèçì. À èìåííî, ìû äîêàæåì êîëìîãîðîâñêèé àíàëîã
òåîðåìûÂîëüôà [5] î õàðàêòåðèçàöèè äîñòèæèìûõ ñêîðîñòåé ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè â âèëî÷íîé ñåòè.

2. ÏÀÐÀËËÅËÈÇÌ ÌÅÆÄÓ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÉ È ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎÐÈßÌÈ
ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

2.1. Ëèíåéíûå èíôîðìàöèîííûå íåðàâåíñòâà

Íà÷í¼ì ñ íàèáîëåå ïðîñòîãî ïðèìåðà. È äëÿ ýíòðîïèè Øåííîíà, è äëÿ êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíî-
ñòè íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà âûðàæàþòñÿ ëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè. Îäíî èç òàêèõ ñâîéñòâ �
ñóáàääèòèâíîñòü. Äëÿ øåííîíîâñêîé ýíòðîïèè îíî âûðàæàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

H(α1, α2) ≤ H(α1) + H(α2),
1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ôîíäà ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå è ãðàíòà ÐÔÔÈ No 03-01-00475.
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êîòîðîå âåðíî äëÿ ëþáîãî ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ1 (α1, α2). Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âåðíî è
äëÿ êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè:

K(a1, a2) ≤ K(a1) + K(a2) + O(log(K(a1) + K(a2))),

ãäå a1 è a2 � äâîè÷íûå ñëîâà. Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå íåëüçÿ óñòðàíèòü äîáàâî÷íûé
÷ëåí O(log(K(a1) + K(a2))).

Èçâåñòíû è äðóãèå, áîëåå ñëîæíûå ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ýíòðîïèè è äëÿ êîëìîãîðîâñêîé
ñëîæíîñòè (ñì. [9,13,14]). Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçàíî â [9], ïàðàëëåëèçì ìåæäó ñëîæíîñòíûìè è ýíòðî-
ïèéíûìè íåðàâåíñòâàìè ÿâëÿåòñÿ îáùèì ïðàâèëîì. Ñôîðìóëèðóåì äàííîå óòâåðæäåíèå áîëåå òî÷íî.
Äëÿ ýòîãî äàäèì îáùåå îïðåäåëåíèå èíôîðìàöèîííîãî íåðàâåíñòâà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð êî-
ýôôèöèåíòîâ {λW } çàäà¼ò íåðàâåíñòâî äëÿ ýíòðîïèèØåííîíà, åñëè äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ n-êè
ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé (α1, . . . , αn) âûïîëíåíî∑

λi1,...,ikH(αi1 , . . . , αik) ≥ 0, (1)

ãäå ñóììèðîâàíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì íåïóñòûì ïîäìíîæåñòâàì {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}. Àíàëîãè÷íî,
ãîâîðÿò, ÷òî íàáîð êîýôôèöèåíòîâ {λW } çàäà¼ò íåðàâåíñòâî äëÿ êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè, åñëè
äëÿ ëþáîãî íàáîðà ñëîâ (x1, . . . , xn) âûïîëíåíî∑

λi1,...,ikK(xi1 , . . . , xik) + C log(|x1|+ . . . + |xn|) + C ≥ 0, (2)

ãäå ñóììà òàêæå áåð¼òñÿ ïî âñåì íåïóñòûì ïîäìíîæåñòâàì {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}; êîíñòàíòà C â
íåðàâåíñòâå çàâèñèò òîëüêî îò íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ è îò âûáîðà îïòèìàëüíîãî ñïîñîáà ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ (íî íå îò ñëîâ x1, . . . , xn).

Òåîðåìà 1 ([9]). Äëÿ ëþáîãî íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ {λW } íåðàâåíñòâî (1) âûïîëíåíî äëÿ ýíòðî-
ïèè Øåííîíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåðàâåíñòâî (2) ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè âûïîëíåíî

äëÿ êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èçâåñòíî íèêàêîãî ïðîñòîãî îïèñàíèÿ êëàññà âñåõ èíôîðìàöèîííûõ íåðà-
âåíñòâ. Áîëåå òîãî, íå óäà¼òñÿ äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü íåêîòîðûå êîíêðåòíûå èíôîðìàöèîííûå
íåðàâåíñòâà äëÿ ÷åòâ¼ðîê ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ÷åòâ¼ðîê ñëîâ) [11].

2.2. Òåîðåìà Âîëüôà�Ñëåïÿíà

Äðóãîé âàæíûé ïðèìåð ïàðàëëåëèçìà ìåæäó øåííîíîâñêîé è êîëìîãîðîâñêîé òåîðèÿìè � ýòî
òåîðåìà Âîëüôà�Ñëåïÿíà è å¼ àëãîðèòìè÷åñêèé àíàëîã. Ðåçóëüòàò Âîëüôà è Ñëåïÿíà îáîáùàåò êëàñ-
ñè÷åñêóþ òåîðåìóØåííîíà î ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè â êàíàëå áåç øóìà. Îíà ïîêàçûâàåò, êàê âñïîìî-
ãàòåëüíûé èñòî÷íèê èíôîðìàöèè β ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ êîäèðîâàíèÿ îñíîâíîãî èñòî÷íèêà
α:

Òåîðåìà 2 ([4]). Ïóñòü (αi, βi), i = 1, 2, . . . , � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå ïàðû

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà A×B. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ

fn : An → {0, 1}l(n),

gn : {0, 1}l(n) ×Bn → An

òàêèå, ÷òî

Prob[(α1, . . . , αn) = gn(fn(α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn))] > 1− ε,

ïðè÷¼ì lim
n→∞

(l(n)/H(α|β)) = 1.

1 Çäåñü è äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé òîëüêî íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ.
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Èíòóèòèâíûé ñìûñë Òåîðåìû 2 ïðîñò: òðåáóåòñÿ çàêîäèðîâàòü è ïåðåäàòü íàèáîëåå ýêîíîìíûì ñïî-
ñîáîì ðåçóëüòàò n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α. Äëÿ êîäèðîâàíèÿ èñïîëüçóåò-
ñÿ ôóíêöèÿ fn : An → {0, 1}l(n). Ïðè äåêîäèðîâàíèè äîïóñêàåòñÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè íå áîëåå
ε. Èç òåîðåìû Øåííîíà èçâåñòíî, ÷òî äëèíó ïîñûëàåìîãî ñîîáùåíèÿ l(n) ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîé
nH(α) + o(n). Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå ïðè äåêîäèðîâàíèè (êîòîðîå ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíê-
öèè gn) èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ � çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû β. Ýòî ïîçâîëÿåò
ñîêðàòèòü äëèíó êîäîâûõ ñëîâ äî H(α|β)n + o(n). Íåòðèâèàëüíîé òåîðåìó Âîëüôà�Ñëåïÿíà äåëàåò
òî, ÷òî çíà÷åíèÿ β èçâåñòíî ëèøü ïðè äåêîäèðîâàíèè, íî íå ïðè êîäèðîâàíèè (ôîðìàëüíî ýòî çíà÷èò,
÷òî (β1, . . . , βn) ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì gn, íî íå fn).

Äëÿ êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè àíàëîã äàííîãî ðåçóëüòàòà áûë äîêàçàí Àí. À. Ìó÷íèêîì:

Òåîðåìà 3 ([10]). Äëÿ ëþáûõ ñëîâ a, b íàéä¼òñÿ òàêîå ñëîâî a′, ÷òî

1. K(a′|a) = O(log n),
2. K(a|a′, b) = O(log n),
3. |a′| = K(a|b),

ãäå n = K(a) + K(b).

Â äàííîì ñëó÷àå ñëîâî a′ èãðàåò ðîëü êîäà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ëåãêî âîññòàíîâèòü a ïðè èçâåñòíîì
b. Ïðè ýòîì ñàì êîä a′ ïðîñòî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëîâó a. Êàê ýòî îáû÷íî áûâàåò â òåîðèè êîëìîãîðîâ-
ñêîé ñëîæíîñòè, ôîðìàëèçóÿ óñëîâèå îòíîñèòåëüíîé ïðîñòû, ìû òðåáóåì, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå
îòíîñèòåëüíûå êîëìîãîðîâñêèé ñëîæíîñòè èìåëè âåëè÷èíó O(log n).

Èíîãäà Òåîðåìó 3 ôîðìóëèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñðåäè êðàò÷àéøèõ (òî÷íåå, áëèçêèõ ïî äëèíå
ê êðàò÷àéøåé) ïðîãðàìì, ïåðåâîäÿùèõ b â a, ìîæíî âûáðàòü òàêóþ, êîòîðàÿ ïðîñòà îòíîñèòåëüíî a.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Òåîðåìó 2 íåëüçÿ óñèëèòü, ñäåëàâ îòíîøåíèå l(n)
H(α|β) ìåíüøå åäèíèöû.

Àíàëîãè÷íî, â Òåîðåìå 3 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 1) è 2) ñ íåîáõîäèìîñòüþ âûïîëíåíî |a′| ≥
K(a|b)−O(log n). Òàêèì îáðàçîì, äîñòèãíóòû àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ðåçóëüòàòû.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2 è Òåîðåìû 3 ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ñâîåãî ðîäà `êîíòðîëüíûõ ñóìì',
ëåãêî âû÷èñëèìûõ ïî çíà÷åíèÿì ïåðâîãî èñòî÷íèêà èíôîðìàöèè, è ïîçâîëÿþùèõ âîññòàíîâèòü åãî
çíà÷åíèå, åñëè â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè çàäàí âòîðîé èñòî÷íèê. Íî ïðè ýòîì òåõíèêà,
èñïîëüçóåìàÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ Âîëüôà�Ñëåïÿíà è Ìó÷íèêà, ñîâåðøåííî ðàçëè÷íà.

2.3. Ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè â âèëî÷íîé ñåòè

Èíòåðåñíîå îáîáùåíèå Òåîðåìû 2 � òåîðåìà î êîäèðîâàíèè âèëî÷íîé ñåòè. Ñíà÷àëà äàäèì îïðå-
äåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (α1, . . . , αk) íà A1 × . . . × Ak. Îáî-
çíà÷èì (αi

1, . . . , α
i
k) (i = 1, 2, . . .) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ k-ìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, êàê (α1, . . . , αk). Íàáîð èç k ÷èñåë (r1, . . . , rk)
íàçûâàåòñÿ ε-äîñòèæèìûì íàáîðîì ñêîðîñòåé äëÿ âèëî÷íîé ñåòè ñ èñòî÷íèêàìè α1, . . . , αk, åñëè
äëÿ ëþáîãî δ > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñóùåñòâóþò ôóíêöèè fn

1 , . . . , fn
k , g

n,

fn
j : (Aj)n → {0, 1}lj(n),

gn : {0, 1}l1(n)+...+lk(n) → A1 × . . .×Ak

òàêèå, ÷òî lj(n) ≤ (rj + δ)n, è

Prob[gn(fn
1 (ᾱ1), . . . , fn

k (ᾱk)) = (ᾱ1, . . . , ᾱk)] > 1− ε,

ãäå ᾱj îáîçíà÷àåò n-êó (α1
j , . . . , α

n
j ).
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Ðèñ. 1. Âèëî÷íàÿ ñåòü ñ k èñòî÷íèêàìè

Äàííîå îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè â ñåòè, èçîáðàæ¼ííîé íà Ðèñ.1. Èìååòñÿ
k êîððåëèðîâàííûõ èñòî÷íèêîâ èíôîðìàöèè, êîòîðûå çàäàíû ðàñïðåäåëåíèåì α1, . . . , αk. Êàæäûé
èñòî÷íèê íåçàâèñèìî îò äðóãèõ êîäèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ áëîêîâîãî êîäà fn

j . Íà îäèí êîäèðóåìûé
ñèìâîë αj â ñðåäíåì ïðèõîäèòñÿ îêîëî rj ïåðåäàâàåìûõ áèòîâ. Ïîëó÷àòåëü ñ ïîìîùüþ äåêîäåðà gn

âîññòàíàâëèâàåò çíà÷åíèÿ âñåõ k èñòî÷íèêîâ èíôîðìàöèè ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè ìåíüøå ε.

Ìíîæåñòâî íàáîðîâ ε-äîñòèæèìûõ ñêîðîñòåé èìååò ïðîñòîå îïèñàíèå â òåðìèíàõ ýíòðîïèé ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí αj :

Òåîðåìà 4 ([5]). Äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (α1, . . . , αk) è ëþáîãî ε > 0 íàáîð

÷èñåë (r1, . . . , rk) ÿâëÿåòñÿ ε-äîñòèæèìûì íàáîðîì ñêîðîñòåé äëÿ âèëî÷íîé ñåòè ñ äàííûìè k
èñòî÷íèêàìè, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî W ⊂ {1, . . . , k} âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∑

j∈W

rj ≥ H(αW |α¬W ),

ãäå αW � íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñîñòàâëåííûé èç αj äëÿ âñåõ j ∈ W , à α¬W � íàáîðà ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí, ñîñòàâëåííûé èç αj äëÿ j 6∈ W .

Êîììåíòàðèé ê îáîçíà÷åíèÿì: Çäåñü ìû âïåðâûå èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèå αW äëÿ íàáîðà èíäåêñîâ
W . Îíî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü âåñüìà ãðîìîçäêóþ çàïèñü. Íà ïðèìåð, åñëè W = {1, 2, 5}, òî αW

îáîçíà÷àåò òðîéêó (α1, α2, α5). Åñëè W = ∅, áóäåì ñ÷èòàòü αW êîíñòàíòîé (ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé ñ
ýíòðîïèåé íîëü). Â ÷àñòíîñòè, åñëè W = {1, . . . , k} è ¬W = ∅, òî H(αW |α¬W ) = H(αW ).
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Ïðèìåð 1. Ïðèìåíèì Òåîðåìó 4 äëÿ k = 2: ïàðà (r1, r2) ÿâëÿåòñÿ ε-äîñòèæèìûì íàáîðîì ñêîðî-
ñòåé äëÿ (α1, α2), åñëè è òîëüêî åñëè

r1 ≥ H(α1|α2),
r2 ≥ H(α2|α1),

r1 + r2 ≥ H(α1, α2).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4 îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó Âîëüôà�Ñëåïÿíà (ñì. îáñóæäåíèå â [7]).

Äàëåå ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì àíàëîã Òåîðåìû 4 äëÿ êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè. Â øåííî-
íîâñêîì ñëó÷àå ìû óêàçàëè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âîçìîæíîñòè ïåðåäàòü ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû α1, . . . , αk â âèëî÷íîé ñåòè ñî ñêîðîñòÿìè r1, . . . , rk. Â àëãîðèòìè÷åñêîì àíàëîãå ýòîé
çàäà÷è ìû óêàæåì êðèòåðèé äëÿ ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà êîëìîãîðîâñêèõ ñëîæíîñòåé ñëîâ a1, . . . , an:

Äëÿ çàäàííûõ ñëîâà a1, . . . , akè íàáîðà ÷èñåë r1, . . . , rk

ñóùåñòâóþò ñëîâà a′1, . . . , a
′
k,òàêèå ÷òî

1)|a′j | ≤ rj , j = 1, . . . , k,

2)K(a′j |aj) ≤ C0 log n, j = 1, . . . , k,

3)K(a1, . . . , ak|a′1, . . . , a′k) < C0 log n,
n = |a1|+ . . . + |ak|.

(∗)

Òåîðåìà 5 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà).

(Íåîáõîäèìîñòü:) Äëÿ âñÿêîãî öåëîãî k > 0 è C0 > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C1, ÷òî äëÿ

ëþáûõ ñëîâ a1, . . . , ak è ÷èñåë r1, . . . , rk äëÿ âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà (*) íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî

íåïóñòîãî W ⊂ {1, . . . , k} âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî∑
j∈W

rj ≥ K(aW |a¬W )− C1 log n.

(Äîñòàòî÷íîñòü:) Äëÿ ëþáîãî öåëîãî k > 0 è ëþáîãî C2 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C0, ÷òî äëÿ

ëþáûõ ñëîâ a1, . . . , ak è ÷èñåë r1, . . . , rk äëÿ âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà (*) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî

íåïóñòîãî W ⊂ {1, . . . , k} âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî∑
j∈W

rj ≥ K(aW |a¬W ) + C2 log n.

Çäåñü aW � êîðòåæ ñëîâ, ñîñòàâëåííûé èç aj äëÿ âñåõ j ∈ W , à a¬W � êîðòåæ ñëîâ, ñîñòàâëåííûé

èç aj äëÿ j 6∈ W , n = |a1|+ . . . + |ak|.

Ìûèñïîëüçóåìîáîçíà÷åíèåaW àíàëîãè÷íîå ââåä¼ííîìó âûøåîáîçíà÷åíèþäëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Äëÿ ïóñòîãî W áóäåì ñ÷èòàòü aW ïóñòûì ñëîâîì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè W = {1, . . . , k} è ¬W = ∅, òî
K(aW |a¬W ) ñ òî÷íîñòüþ äî îãðàíè÷åííîãî ñëàãàåìîãî ñîâïàäàåò ñ K(aW ).

Ïðèìåð 2. Ïðè k = 2 òåîðåìà äà¼ò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âèäà

r1 ≥ K(a1|a2) + O(log n),
r2 ≥ K(a2|a1) + O(log n),

r1 + r2 ≥ K(a1, a2) + O(log n).

Äëÿ n = 2, 3 äàííàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â [12]. Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 5 ÿâëÿåòñÿ
îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ñòàòüè. Ïðåäëàãàåìîå äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà àëãîðèòìè÷åñêèé
àíàëîã òåîðåìû Âîëüôà�Ñëåïÿíà.
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Îáû÷íîå äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4 (ñì. [7]) íåëüçÿ ïåðåâåñòè íà ÿçûê êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíî-
ñòè, ìåõàíè÷åñêè çàìåíèâ Òåîðåìó 2 íà å¼ àëãîðèòìè÷åñêèé àíàëîã (Òåîðåìó 3). Äåëî â òîì, ÷òî
äîêàçàòåëüñòâî, ïðåäëîæåííîå â [7], ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ïðèíöèï ðàçäåëåíèÿ âðåìåíè. Äëÿ êîë-
ìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè äàííûé ïðè¼ì íå ðàáîòàåò. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû
íàì ïîòðåáóåòñÿ óòâåðæäåíèå áîëåå ñèëüíîå, ÷åì Òåîðåìà 3:

Òåîðåìà 6 ([10]). Äëÿ ëþáîãî öåëîãî k > 0 ñóùåñòâóåò C = C(k) ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.

Ïóñòü äàíû ñëîâà x0, x1, . . . , xk, n = |x1|+ . . .+ |xk|, è ÷èñëî r < |x0|. Òîãäà íàéä¼òñÿ ñëîâî y òàêîå,
÷òî

1. |y| = r,
2. K(y|x0) ≤ C log n,

à òàêæå K(y|xj) ≥ min{K(x0|xj), r} − C log n äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , k.

Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, Òåîðåìà 6 óòâåðæäàåò, ÷òî èç ñëîâà x0 ìîæíî ëåãêî (ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ñëîæ-
íîñòüþ) âûäåëèòü r áèòîâ èíôîðìàöèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíî `ñëó÷àéíûìè' îòíîñèòåëüíî
ëþáîãî xj . Äàííûé ðåçóëüòàò îáîáùàåò Òåîðåìó 3.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü äàíû ñëîâà x0, x1, . . . , xk è ÷èñëî r. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j ≤ k
âûïîëíåíî r ≥ K(x0|xj). Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ñëîâà y èçÒåîðåìû6 âûïîëíåíîK(x0|y, xj) = O(log n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ ñëîâ x0, xj , y âåðíî ðàâåíñòâî

K(x0|y, xj) = K(x0, y|xj)−K(y|xj) + O(log n). (3)

Ñîãëàñíî Òåîðåìå 6, ñëîâî y èìååò ñëîæíîñòü O(log n) îòíîñèòåëüíî x0. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà
K(x0, y|xj) ñ òî÷íîñòüþ äî ëîãàðèôìè÷åñêîãî ñëàãàåìîãî ñîâïàäàåò ñ K(x0|xj). Äàëåå, ïî óñëîâèþ
èìååì K(y|xj) ≥n K(x0|xj). Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâà (3) ïîëó÷àåì K(x0|y, xj) = O(log n).

Îòìåòèì, ÷òî Òåîðåìà 3 ñëåäóåò èç Òåîðåìû 6 ïðè k = 1, åñëè ïîëîæèòü x0 = a, x1 = b è r1 = K(a|b).

3. ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÒÅÎÐÅÌÛ 5

Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

F ≤n G � F ≤ G + O(log n),
F ≥n G � G ≤ F + O(log n),
F =n G � F = G + O(log n).

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.

Íåîáõîäèìîñòü: Ïóñòü W ⊂ {1, . . . , k} � ïðîèçâîëüíûé íàáîð èíäåêñîâ, ¬W = {1, . . . , k} \ W .
Ïî óñëîâèþ âñå ñëîâà ai èìåþò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü îòíîñèòåëüíî êîðòåæà 〈a′1, . . . , a′k〉.
Îñëàáëÿÿ ýòî óñëîâèå, ïîëó÷àåì K(aW |a′W , a¬W ) =n 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü êîðòåæà a′W íå
ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì îòíîñèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü K(aW |a¬W ). Â òî æå âðåìÿ, ñëîæíîñòü a′W íå
ïðåâûøàåò ñóììû ri ïî âñåì i ∈ W , ÷òî äà¼ò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Áîëåå ôîðìàëüíî äàííîå ðàññóæäåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå öåïî÷êè íåðàâåíñòâ:

K(aW |a¬W ) ≤n K(a′W ) + K(aW |a′W , a¬W ) ≤n

≤n K(a′W ) + K(aW |a′W , a′¬W ) ≤n

≤n K(a′W ) ≤n
∑

j∈W

rj .
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Äîñòàòî÷íîñòü: Áóäåìäîêàçûâàòü òåîðåìóèíäóêöèåéïîk. Ïðè ýòîìíàìïîòðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü
íåñêîëüêî óñèëåííûé âàðèàíò òåîðåìû:

Óñèëåííîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû: Äëÿ ëþáîãî öåëîãî k è ëþáîãî C2 > 0 ñóùåñòâóåò C0 ñî

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Ïóñòü äàíû ñëîâà a1, . . . , ak, b è íàáîð ÷èñåë r1, . . . , rk. Îáîçíà÷èì n =
|a1|+ . . . + |ak|+ |b|. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ñëîâà a′1, . . . , a

′
k òàêèå, ÷òî

1. |a′j | ≤ rj , j = 1, . . . , k,
2. K(a′j |aj) ≤ C0 log n, j = 1, . . . , k,
3. K(a1, . . . , ak|a′1, . . . , a′k, b) < C0 log n,

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî W ⊂ {1, . . . , k} âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî
∑

j∈W

rj ≥

K(aW |a¬W , b) + C2 log n.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ (*) óñèëåíèå ñîñòîèò äîáàâëåíèè ïàðàìåòðà b.

Äëÿ k = 1 Óñèëåííîå óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç Òåîðåìû 3. Ïðîâåä¼ì øàã èíäóêöèè.
Ïóñòü äàíû ñëîâà a1, . . . , ak, ak+1, b. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 6 íàéä¼òñÿ ñëîâî a′k+1 òàêîå, ÷òî

1. |a′k+1| ≤ rk+1,
2. K(a′k+1|ak+1) ≤ C log n,

à òàêæå äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî W ⊂ {1, . . . , k}

K(a′k+1|aW , b) ≥ min{K(ak+1|aW , b), rk+1} − C log n

(êîíñòàíòà C çàâèñèò òîëüêî îò k).

Äàëåå ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê íàáîðó ñëîâ a1, . . . , ak è b′ = 〈a′k+1, b〉 äëÿ íàáîðà
÷èñåë r1, . . . rk. Ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå Óñèëåííîãî óòâåðæäåíèÿ:

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C ′
2 = C ′

2(k, C2), ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî íàáîðà èíäåêñîâ
V ⊂ {1, . . . , k} è ñîîòâåòñòâóþùåãî äîïîëíåíèÿ ¬V = {1, . . . , k} \ V âåðíî íåðàâåíñòâî∑

j∈V

rj ≥ K(aV |a¬V , b′) + C ′
2 log n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 6, K(a′k+1|a¬V , b) ≥n min{K(ak+1|a¬V , b), rk+1}. Ðàññìîò-
ðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïðåäïîëîæèì rk+1 ≥ K(ak+1|a¬V , b). Ñîãëàñíî Çàìå÷àíèþ1, ïîíàáîðó ñëîâa′k+1, a¬V , b
ìîæíî ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ ïîëó÷èòü ak+1. Ñëåäîâàòåëüíî,

K(aV |a¬V , b′) ≤n K(aV |a¬V , b) ≤n

∑
j∈V

rj

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ òåîðåìû).

Ñëó÷àé 2. Ïðåäïîëîæèì rk+1 < K(ak+1|a¬V , b). Â ýòîì ñëó÷àåK(a′k+1|a¬V , b) =n rk+1. Îöåíèì
ñâåðõó K(aV |a¬V , b′):

K(aV |a¬V , b′) = K(aV |a¬V , a′k+1, b) ≤n

≤n K(aV , a′k+1|a¬V , b)−K(a′k+1|a¬V , b) ≤n

≤n K(aV , ak+1|a¬V , b)− rk+1 ≤
∑
j∈V

rj

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïî óñëîâèþ òåîðåìû K(aV , ak+1|a¬V , b) ≤ rk+1 +
∑
j∈V

rj). Ëåììà

äîêàçàíà.
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Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè. Çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
íàáîð ñëîâ a′1, . . . , a

′
k, äëÿ êîòîðûõ

1. |a′j | ≤ rj , j = 1, . . . , k,
2. K(a′j |aj) ≤ C ′

0 log n, j = 1, . . . , k,
3. K(a1, . . . , ak|a′1, . . . , a′k, a′k+1, b) ≤ C ′

0 log n

äëÿ íåêîòîðîãîC ′
0 = C ′

0(k, C2). Èíà÷å ãîâîðÿ, ïî íàáîðó (a′1, . . . , a
′
k+1, b) ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ñëîæíî-

ñòüþ ìîæíî ïîëó÷èòü íàáîð ñëîâ a1, . . . , ak. Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî
è äëÿ ak+1, òî åñòü

K(ak+1|a′1, . . . , a′k, a′k+1, b) ≤ C0 log n

äëÿ íåêîòîðîãî C0 ≥ C ′
0 (çàâèñÿùåãî òîëüêî îò k è C2). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî

K(ak+1|a1, . . . , ak, a
′
k+1, b) =n 0. Íî ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ

rk+1 ≥ K(ak+1|a1, . . . , ak, b) + C2 log n

è Çàìå÷àíèÿ 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ìû ðàññìîòðåëè íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, äåìîíñòðèðóþùèõ ïàðàëëåëèçì ñâîéñòâ øåííîíîâñêîé
ýíòðîïèè è êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè. Êðàòêèé îáçîð â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè íå ïðåòåíäóåò íà ïîë-
íîòó. Íåêîòîðûå âàæíûå ïðèìåðû äàííîãî ïàðàëëåëèçìà íå áûëè ðàññìîòðåíû. Â ÷àñòíîñòè, íå
îáñóæäàëàñü çàäà÷à î âûäåëåíèè îáùåé èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ èçó÷àëàñü êàê â øåííîíîâñêîé, òàê è â
êîëìîãîðîâñêîé òåîðèè [3, 6, 7, 8].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èçâåñòíî îáùåãî ïðàâèëà, ïîçâîëÿþùåãî ïåðåâîäèòü ñâîéñòâà êîëìîãî-
ðîâñêîé ñëîæíîñòè íà ÿçûê ýíòðîïèè Øåííîíà è íàîáîðîò. Åäèíñòâåííûì ðåçóëüòàòîì òàêîãî ðîäà
ÿâëÿåòñÿ Òåîðåìà 1.

Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó ñòàòüè, îñòà¼òñÿ îòêðûòûì è âîïðîñ î äîêàçàòåëüñòâå ýôôåêòèâíûõ
àíàëîãîâ òåîðåì Âîëüôà�Ñëåïÿíà è Ìó÷íèêà, à òàêæå òåîðåì î êîäèðîâàíèè äëÿ âèëî÷íîé ñåòè.
Èìåþùèåñÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííûõ ðåçóëüòàòîâ (êàê äëÿ øåííîíîâñêîé, òàê è äëÿ êîëìîãîðîâñêîé
òåîðèè) íåêîíñòðóêòèâíû è íå äàþò ñïîñîáîâ êîäèðîâàíèÿ, ïðèìåíèìûõ íà ïðàêòèêå.
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