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Àííîòàöèÿ�Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü äèñêðåòíîãî âðåìåíè ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñN ñåð-
âåðàìè, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ èìååòñÿ âõîäíîé áóôåð äëèíû z; (z →∞). Â ñèñòåìó ïîñòó-
ïàåò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê çàÿâîê èíòåíñèâíîñòüþ Nλ è âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ τ . Âðåìÿ
îáñëóæèâàíèÿ τ èìååò ñòåïåííîé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëå-
äóþùàÿ ìîäåëü ñèñòåìû. Ïðè ïîñòóïëåíèè â ñèñòåìó çàÿâêè â ìîìåíò âðåìåíè t, ñëó÷àéíî
âûáèðàþòñÿ K ñåðâåðîâ èç N , è çàÿâêà ñòàíîâèòñÿ â î÷åðåäü ñåðâåðà ñ ìèíèìàëüíîé äëèí-
íîé. Èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåïîëíåíèÿ ñèñòåìû â ïðèáëèæåíèè áåñêîíå÷íî-
ãî âõîäíîãî áóôåðà, â ñìûñëå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ íîâîé çàÿâêè â î÷åðåäü ñ âðåìåíåì
îáñëóæèâàíèÿ íàõîäÿùèõñÿ â íåé çàÿâîê áîëüøèì óðîâíÿ z0, (z0 →∞).

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ñîâðåìåííûõ ñåòÿõ ïåðåäà÷è äàííûõ, ñ èõ âñå áîëåå ðàñøèðÿþùåéñÿ òîïîëîãèåé è âîç-
ðàñòàþùèì êîëè÷åñòâîì ðàáî÷èõ ñòàíöèé, àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ âûáîð ìàðøðóòà
ïðîõîæäåíèÿ äàííûõ, ò.å. ìàðøðóòèçàöèÿ. Ïðîòîêîëû ìàðøðóòèçàöèè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû
íà îñíîâå ðàçíûõ àëãîðèòìîâ, îòëè÷àþùèõñÿ ñïîñîáàìè ïîñòðîåíèÿ òàáëèö ìàðøðóòèçàöèè,
ñïîñîáàìè âûáîðà íàèëó÷øåãî ìàðøðóòà è äðóãèìè îñîáåííîñòÿìè ñâîåé ðàáîòû. Îäíèì èç
âèäîâ ìàðøðóòèçàöèè ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìàðøðóòèçàöèÿ, ò.å. ìàðøðóòèçàöèÿ êîòîðàÿ
çàâèñèò îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è îòíîñèòñÿ ê ñåìåéñòâó ïðîòîêîëîâ áàëàíñèðóþùèõ
íàãðóçêó â ñåòè(load-balance protocol). Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü ìàðø-
ðóòèçàöèè. Ïðè ïîñòóïëåíèè â ñèñòåìó çàÿâêè â ìîìåíò âðåìåíè t, ñëó÷àéíî âûáèðàþòñÿ K
ñåðâåðîâ èç N , è çàÿâêà ñòàíîâèòñÿ â î÷åðåäü ñåðâåðà ñ ìèíèìàëüíîé äëèííîé.

Ìîäåëü âõîäíîãî òðàôèêà à òàêæå ìåòîäû ïîäñ÷åòà âåðîÿòíîñòè ïåðåïîëíåíèÿ ñèñòåìû
âûáðàíû èñõîäÿ èç íèæåñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé è îñíîâûâàþòñÿ íà ìîäåëè ïðåäëîæåííîé
â [17]. Ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ ñåòåâîãî òðàôèêà ïîêàçàëè, ÷òî íàãðóçêó â ñåòè íàèáîëåå
ïîëíî ìîæíî îïèñàòü èñïîëüçóÿ ñàìîïîäîáíûå ïðîöåññû. Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ïîêàçàòü íå
òîëüêî ïàêåòíûé õàðàêòåð ïåðåäà÷è äàííûõ, íî è ñåàíñîâûå çàâèñèìîñòè òðàôèêà â ñåòè.
Ïîñëåäíèå ïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëüíîé êîððåëÿöèè ïàðàìåòðîâ òðàôèêà â òå÷åíèè äëèòåëüíîãî
ïðîìåæóòêà âðåìåíè(âðåìåíè ñåàíñà).

Îñíîâíûìè ïàðàìåòðàìè êà÷åñòâà îáñëóæèâàíèÿ â ñåòè ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòü ïîòåðè è
âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàêåòà. Ñóùåñòâóþò äâà ãëàâíûõ ïîäõîäà ê îöåíêå ïàðàìåòðîâ êà-
÷åñòâà îáñëóæèâàíèÿ, ýòî òàê íàçûâàåìîå, ïðèáëèæåíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà èñòî÷íèêîâ è
ïðèáëèæåíèå áîëüøîãî áóôåðà.

Ïðèáëèæåíèå áîëüøîãî áóôåðà èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà îäèí èëè íåñêîëüêî èñòî÷íè-
êîâ, çàíèìàþùèõ çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ,ïîñòóïàþò íà ñåðâåð. Ýòî ïðèáëè-
æåíèå áûëî èññëåäîâàíî ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿ î âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ
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èñòî÷íèêîâ ðÿäîì àâòîðîâ, ñì. ([7]) äëÿ ñëó÷àÿ "ëåãêèõ"èñòî÷íèêîâ ñî ñòåïåííûì çàêîíîì
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëèííû ñåàíñà.

Ïðèáëèæåíèå ìíîãèõ èñòî÷íèêîâ èñïîëüçóåòñÿ êîãäà áîëüøîå êîëè÷åñòâî èñòî÷íèêîâ, çà-
íèìàþùèõ íåçíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ, ïîñòóïàþò íà ñêîðîñòíîé ñåðâåð îá-
ñëóæèâàíèÿ. Ìíîãèå àâòîðû èññëåäîâàëè ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå,íàïðèìåð ñì. [10],
[11],[8]. Ýìïèðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ òðàôèêà ñåòåé ïðîâåäåííûå â [5],[6] ïîêàçàëè íàëè÷èå òàê
íàçûâàåìûõ "òÿæåëûõ"èñòî÷íèêîâ ñî ñòåïåííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëèíû
ñåàíñà. Òàêèå èñòî÷íèêè, âêëþ÷èâøèñü, ïðîäîëæàþò ñâîþ àêòèâíîñòü â òå÷åíèè äëèòåëüíîãî
ïðîìåæóòêà âðåìåíè. Ïîâåäåíèå ñèñòåìû ñ èñòî÷íèêàìè òàêîãî ðîäà â ïðèáëèæåíèè áîëüøîãî
áóôåðà èññëåäîâàëîñü ìíîãèìè àâòîðàìè ñ ðàçëè÷íûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè î âõîäíîì ïîòîêå,
ñì. [15], [12], [16], [13], [14].

Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ÷àñòè 2 ìû îïèøåì ìîäåëü è ñôîðìóëèðó-
åì ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, â ÷àñòè 3 ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåïîëíåíèÿ
ñèñòåìû, à â çàêëþ÷åíèè îáñóäèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

2. ÌÎÄÅËÜ È ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü äèñêðåòíîãî âðåìåíè ñèñòåìû èç N ñåðâåðîâ ñ âõîäíûìè áóôåðàìè
äëèíû z,(z →∞), è ïîñòóïàþùèì íà íèõ ïóàññîíîâñêèì ïîòîêîì çàïðîñîâ ñ èíòåíñèâíîñòüþ
Nλ è âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ τ , èìåþùèì ñòåïåííîé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà÷èì θt �
êîëè÷åñòâî çàÿâîê ïîñòóïèâøèõ â ñèñòåìó â ìîìåíò âðåìåíè t. Òîãäà,

Pr(θt = n) =
(λN)n

n!
e−λN , λ > 0.

Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ j-é çàÿâêè, ïðèøåäøåé â ñèñòåìó â ìîìåíò âðåìåíè t, τt,j , èìååò ñëåäó-
þùèé àñèìïòîòè÷åñêèé âèä ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé:

Pr(τt,j > x) ∼ αx−1−β, ïðè x →∞,

ãäå α, β > 0, à ïîä çíàêîì A(x) ∼ B(x) ïîíèìàåòñÿ

lim
x→∞

A(x)
B(x)

= 1.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé ñïîñîá ìàðøðóòèçàöèè çàÿâîê. Ïðè ïîñòóïëåíèè â ñèñòåìó çà-
ÿâêè, âûáèðàþòñÿ K ñëó÷àéíûõ ñåðâåðîâ èç N è çàÿâêà ñòàíîâèòñÿ â î÷åðåäü ñåðâåðà ìèíè-
ìàëüíîé äëèííû.

Îïðåäåëèì ñëó÷àéíûé âåêòîð −→χ t,j , ñîîòâåòñòâóþùóþ ìíîæåñòâó íîìåðîâ î÷åðåäåé ñëó÷àé-
íî âûáðàííûõ ïðè ìàðøðóòèçàöèè j çàÿâêè ïðèøåäøåé â ìîìåíò âðåìåíè t.

−→χ t,j = (k1, k2, ..., kK),

ãäå k1, k2, ..., kK ∈ {1, ..., N} - ñëó÷àéíûå öåëî÷èñëåííûå âåëè÷èíû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå
íà îòðåçêå {1, ..., N}. Ïîíÿòíî, ÷òî ∀i1, i2 ∈ {1, ...,K}, i1 6= i2 âåðíî, ÷òî ki1 6= ki2 .

Îïðåäåëèì Wt,i - âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ îáñëóæèâàíèÿ âñåõ çàÿâîê íàõîäÿùèõñÿ â i î÷å-
ðåäè â ìîìåíò âðåìåíè t, êàê:

Wt,i = (Wt−1,i + Yt,i − C)+,
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x+ = max(0, x), C� ñêîðîñòü ñåðâåðà, à Yt,i � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóììàð-
íîìó âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê ïîñòóïèâøèõ â i î÷åðåäü â ìîìåíò âðåìåíè t:

Yt,i =
θt∑

j=1

τt,jI(χt,j = i),

ãäå I(A) -ôóíêöèÿ èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà χt,j ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó î÷å-
ðåäè â êîòîðóþ ïîñòóïèò j-àÿ çàÿâêà ïðèøåäøàÿ â ìîìåíò âðåìåíè t, è çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì
âûðàæåíèåì:

χt,j = arg min−→χ t,j [0],−→χ t,j [1],...,−→χ t,j [K]
{Wt−1,−→χ t,j [0],Wt−1,−→χ t,j [1], ...,Wt−1,−→χ t,j [K]}.

Ñðåäíÿÿ íàãðóçêà íà ñèñòåìó:
ρ = NλE[τ0,1].

Â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì ÷òî ρ < N , ñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìà ñòàöèîíàðíà.
Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî ñêîðîñòü îáñëóæèâàíèÿ âñåõ î÷åðåäåé îäèíàêîâà è ðàâíà C = 1.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêæå ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

Yt =
∑N

i=1 Yt,i ,

Y h
t,i =

∑θt
j=1 τt,jI(χt,j = i, τt,j > εz) ,

Y l
t,i =

∑θt
j=1 τt,jI(χt,j = i, τt,j ≤ εz) ,

Xk,i =
∑t

n=t−k Yn,i =
∑t

n=t−k

∑θn
j=1 τn,jI(χn,j = i) ,

Xk,i =
∑t−k

n=t−k−εz(τn,j − ((t− k)− n))+I(χn,j = i) +
∑t−εz

n=t−k Yn,i +

∑t
n=t−εz

∑θn
j=1 min(τn,j , t− n)I(χn,j = i) .

Èñõîäÿ èç ïîñòðîåíèÿ Y l
t,i è Y h

t,i íåçàâèñèìû è

Yt = Y l
t + Y h

t .

Îñòàòî÷íîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê íàõîäÿùèõñÿ â î÷åðåäè âûáðàííîé ïðè ìàðøðóòè-
çàöèè âèðòóàëüíîé çàÿâêè â ìîìåíò âðåìåíè t, îáîçíà÷èì êàê Dt è îïðåäåëèì êàê

Dt = Wt−1,χt,1 .

Â äàëüíåéøåì, ïîä ïåðåïîëíåíèåì ñèñòåìû áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ ïîïàäàíèå âèðòóàëüíîé
çàÿâêè ïðè ìàðøðóòèçàöèè â î÷åðåäü ñåðâåðà ñ îñòàòî÷íûì âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ íàõîäÿ-
ùèõñÿ â íåì çàÿâîê ïðåâûøàþùèì óðîâåíü z0, ò.å. Dt > z0, äëÿ áîëüøèõ z0, áåç ó÷åòà âðåìåíè
îáñëóæèâàíèÿ ïîñòóïèâøåé çàÿâêè.
Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîâåäåíèå ñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè ïðåïîëíåíèÿ ñèñòåìû,

Pr(D > z0) = Pr(Wt−1,χt,1 > z0).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñôîðìóëèðóåì â âèäå 2-õ òåîðåì.
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Òåîðåìà 1. Â óñëîâèÿõ ñôîðìóëèðîâàííîé ìîäåëè ïðè ρ < N −K

Pr(D > z0) ∼
(N −K)!

N !

(
Nλα

β

)K

z−Kβ
0 ïðè z0 →∞. (1)

Òåîðåìà 2. Â óñëîâèÿõ ñôîðìóëèðîâàííîé ìîäåëè ïðè óñëîâèè ÷òî ∃n1 < K : ρ > N − n1

Pr(D > z0) ∼
K!(N −K)!

n!N !

(
Nλα

β

)n(
1 +

N − n

ρ− (N − n)

)−nβ

z−nβ
0 , ïðè z0 →∞, (2)

ãäå

n = min
ni∈{1,...,K−1}

(ni : ρ > N − ni).

Äàäèì èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â òåîðåìå 1 ðàññìàòðèâàåò ñëó÷àé, êîãäà íàãðóçêà â ñèñòåìå íåâåëèêà, à èìåííî ρ < N−K.
Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ïåðåïîëíåíèÿ â ñèñòåìå ñèëüíî çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ñëó÷àéíî âû-
áèðàåìûõ ïðè ìàðøðóòèçàöèè î÷åðåäåé, ò.ê. èõ êîëè÷åñòâî K ñòîèò â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû
z0. Ïîýòîìó, óâåëè÷èâàÿ êîëè÷åñòâî âûáèðàåìûõ ïðè ìàðøðóòèçàöèè î÷åðåäåé ìîæíî ñóùå-
ñòâåííî óìåíüøèòü âåðîÿòíîñòü ïåðåïîëíåíèÿ ñèñòåìû. Ýòèì íàäî ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ïðè
ïîñòðîåíèè ñèñòåìû ñ òðåáóåìûì QoS ðàññ÷èòûâàÿ íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû ìàðøðóòèçàöèè
ïî ôîðìóëå (1).

Òåîðåìà 2 ïðèìåíèìà â ñëó÷àå êîãäà íà ñèñòåìó ïîñòóïàåò ñóùåñòâåííàÿ íàãðóçêà, à èìåí-
íî ∃n1 < K : ρ > N − n1. Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ïåðåïîëíåíèÿ ñèñòåìû èìååò äðóãîé
âèä çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà âûáèðàåìûõ ïðè ìàðøðóòèçàöèè î÷åðåäåé. À èìåííî, ïðè
óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà âûáèðàåìûõ î÷åðåäåé, íà÷èíàÿ ñ îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ

n = min
ni∈{1,...,K−1}

(ni : ρ > N − ni),

âåðîÿòíîñòü ïåðåïîëíåíèÿ ïåðåñòàåò ñóùåñòâåííî óìåíüøàòüñÿ, ò.ê. çàâèñèìîñòü ïî K ïåðåõî-
äèò èç ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû â êîíñòàíòó ïåðåä íåé. Ïîýòîìó ïðè âûáîðå ïàðàìåòðîâ ìàðø-
ðóòèçàöèè, îáåñïå÷èâàþùèõ ìàêñèìàëüíûå ïàðàìåòðû QoS äëÿ äàííîé ñèñòåìû, íå ñòîèò óâå-
ëè÷èâàòü êîëè÷åñòâî âûáèðàåìûõ ïðè ìàðøðóòèçàöèè î÷åðåäåé áîëüøå n, îïðåäåëÿåìîãî â
òåîðåìå 2, - ýòî íå ïðèâåäåò ê çíà÷èòåëüíîìó óìåíüøåíèþ âåðîÿòíîñòè ïåðåïîëíåíèÿ â ñèñòå-
ìå.

Côîðìóëèðóåì îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷åííûõ òåîðåì. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì
áóäåò ïðîèçâåäåíî ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåïîëíåíèÿ ñèñòåìû è îôîðì-
ëåíî â âèäå ëåìì. Äëÿ îöåíêè íèæíåé ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè ïåðåïîëíåíèÿ ñèñòåìû(Ëåììû 1
è 2) áóäåò íàéäåíî îïðåäåëåííîå ñîáûòèå âûçûâàþùåå ïåðåïîëíåíèå, è ïîëó÷åíà åãî âåðîÿò-
íîñòü. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà îöåíèâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåé è áàçèðóåòñÿ íà ðàçáèåíèè âõîäíîãî
ïîòîêà â ñèñòåìó íà êîðîòêèå(τ < εz) è äëèííûå çàÿâêè(τ > εz) è ðàññìîòðåíèè ïðîöåññîâ
ïåðåïîëíåíèÿ âûçâàííûõ îòäåëüíî ëèáî êîðîòêèìè ëèáî äëèííûìè çàÿâêàìè.

Ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñíèçó è ñâåðõó ñîâïàäàþò, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëü-
ñòâîì òåîðåì.

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå ëåììû 1 îïðåäåëÿþùåé íèæíþþ ãðàíèöó âåðîÿòíîñòè ïåðåïîë-
íåíèÿ ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ ðàññìàòðèâàåìîãî â Òåîðåìå 1.

Ëåììà 1. Â óñëîâèÿõ ñôîðìóëèðîâàííîé ìîäåëè ïðè ρ < N −K

Pr(D > z0) �
(N −K)!

N !

(
Nλα

β

)K

z−Kβ
0 , z0 →∞. (3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ÷òî â ñèñòåìå â K î÷åðåäÿõ â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäÿòñÿ
îäèíî÷íûå çàÿâêè ñ îñòàòî÷íûì âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ ïðåâûøàþùèì óðîâåíü z0, z0 →∞.
Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïåðåïîëíåíèÿ. Îöåíèì âåðîÿòíîñòü ýòîãî
ñîáûòèÿ.

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

Pr(D > z0) � Pr(∃n1, n2, ..., nK ∈ [1, N ], nl 6= nm,∀l 6= m : Wt,n1 > z0,Wt,n2 > z0, ...,Wt,nK > z0)

·Pr(−→χ K
t = (n1, n2, ..., nK)).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûì ñïîñîáîì ìàðøðóòèçàöèè:

Pr(−→χ K
t = (n1, n2, ..., nK)) =

K!(N −K)!
N !

.

Îïðåäåëèì ÷åðåç ñîáûòèå At(n, z0), ñîáûòèå ñîñòîÿùåå â òîì ÷òî â ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè
t íàõîäÿòñÿ õîòÿ áû n çàÿâîê òàêèõ, ÷òî

(τtj − (t− tj)) > z0 äëÿ ∀j = {1, ..., n} (1.1),

ãäå tj âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ j-îé çàÿâêè â ñèñòåìó.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè â ñèñòåìå èìååò ìåñòî ñîáûòèå At(n, z0), òî â ìîìåíò âðåìåíè t íàéäåòñÿ
õîòÿ áû n ñåðâåðîâ ñ äëèíîé î÷åðåäè

Wt,mi > z0 äëÿ ∀i ∈ {1, ..., n},m1 < m2 < ...mn. (1.2)

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè âñå çàÿâêè ôîðìèðóþùèå ñîáûòèå At(n, z0) ïðè ìàðøðóòèçàöèè ïîñòóïèëè
â ðàçíûå î÷åðåäè òî èç óñëîâèÿ (1.1) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå (1.2).

Äîïóñòèì, ÷òî êàêàÿ òî çàÿâêà jl ïîñòóïèëà â î÷åðåäü, â êîòîðîé óæå ñòîèò çàÿâêà èç ñîáû-
òèÿ At(n, z0), òîãäà â ìîìåíò âðåìåíè tjl

�ïîñòóïëåíèÿ ýòîé çàÿâêè, èç óñëîâèé ìàðøðóòèçàöèè
ñëåäóåò, ÷òî åñòü õîòÿ áû n î÷åðåäåé òàêèõ, ÷òî

Wt,ki
> z0 + (t− tjl

) äëÿ ∀i ∈ {1, ..., n}, k1 < k2 < ...kn

îòêóäà è ñëåäóåò (1.2).

Ïîýòîìó

Pr(∃n1, n2, ..., nK ∈ [1, N ],

n1 6= n2... 6= nK : Wt−1,n1 > z0,Wt−1,n2 > z0, ...,Wt−1,nK > z0) ≥ Pr(At(K, z0)).

Äàëåå, â óñëîâèÿõ ñôîðìóëèðîâàííîé ìîäåëè, èñõîäÿ èç ñòðóêòóðû âõîäíîãî ïîòîêà è
ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà, ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî çàÿâîê θz0

t , íàõîäÿùèõñÿ â ñèñòå-
ìå â ìîìåíò âðåìåíè t è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (1.1),� òàêæå ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ñ èíòåíñèâíîñòüþ Λ:

Pr(θz0
t = n) =

Λn

n!
e−Λ,

Λ =
∫ ∞

z0

Nλαx−1−βdx =
(

Nλα

β

)
z−β
0 ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Pr(At(K, z0)) ∼
ΛK

K!
. J
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Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå ëåììû 2, îïðåäåëÿþùåé íèæíþþ ãðàíèöó âåðîÿòíîñòè ïåðåïîë-
íåíèÿ ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ ðàññìàòðèâàåìîãî â Òåîðåìå 2.

Ëåììà 2. Â óñëîâèÿõ ñôîðìóëèðîâàííîé ìîäåëè ïðè C = 1 è åñëè ∃n < K : ρ > N − n òî

âåðíî

Pr(D > z0) �
K!(N −K)!

n!N !

(
Nλα

β

)n(
1 +

N − n

ρ− (N − n)

)−nβ

z−nβ
0 , z0 →∞. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ÷òî â ñèñòåìå â n î÷åðåäÿõ â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäÿòñÿ
îäèíî÷íûå çàÿâêè ñ îñòàòî÷íûì âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ ïðåâûøàþùèì óðîâåíü z0, z0 → ∞.
Âñå îíè ïðèøëè íå ïîçäíåå ÷åì t− z1. Â ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè, ïîñòóïàþò
òîëüêî çàÿâêè ñ äëèíîé τ < εz. Ïîíÿòíî, ÷òî íàõîäÿùàÿñÿ â äàííîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìà áóäåò
ïåðåïîëíÿòüñÿ, íàéäåì âåðîÿòíîñòü ïåðåïîëíåíèÿ.

Îïðåäåëèì ÷åðåç ñîáûòèå At(z1, n, z0), ñîáûòèå ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî â ñèñòåìå â ìîìåíò
âðåìåíè t íàõîäÿòñÿ õîòÿ áû n çàÿâîê óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (1.1) è òàêèõ, ÷òî

min
j=1..n

(t− tj) = z1, (2.1)

z1 =
(

N − n

ρ− (N − n)
+ δ

)
z0, δ > 0.

Ïîëîæèì, ÷òî â ñèñòåìå èìååò ìåñòî ñîáûòèå At(z1, n, z0) è â ñèñòåìó ïîñòóïàþò òîëüêî
çàÿâêè èç âõîäíîãî ïðîöåññà Y l

t .

Ïîíÿòíî, ÷òî ïîñëå ìàðøðóòèçàöèè çàÿâîê ôîðìèðóþùèõ ñîáûòèå At(z1, n, z0), íàéäåòñÿ
õîòÿ áû n ðàçíûõ î÷åðåäåé â êîòîðûõ áóäóò ñòîÿòü çàÿâêè óäîâëåòâîðÿþùèå(1.1) è (2.1)(ñì.
Ëåììà 1). Ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòèõ î÷åðåäåé îáîçíà÷èì ÷åðåç B1.
Èç N − n íåïåðåãðóæåííûõ î÷åðåäåé, ìíîæåñòâî íîìåðîâ êîòîðûõ îáîçíà÷èì B2 = B0/B1,
âûáåðåì K − n ñ ìàêñèìàëüíîé äëèííîé â ìîìåíò âðåìåíè t, ìíîæåñòâî B3. ×åðåç B0 çäåñü
îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî íîìåðîâ âñåõ î÷åðåäåé.
Èç îïðåäåëåíèé Wt,i è Xk,i ñëåäóåò, ÷òî∑

i∈B2

Wt,i ≥
∑
i∈B2

(
X

l
z1,i − z1

)
. (2.2)

Çàìå÷àÿ ÷òî ñðåäíÿÿ äëèíà âñåõ íåïåðåãðóæåííûõ î÷åðåäåé (ìíîæåñòâî B2)ìåíüøå ÷åì
ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäåé èç ìíîæåñòâà B3 è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.2), èìååì∑

i∈B3

Wt,i ≥
K − n

N − n

∑
i∈B2

(
X

l
z1,i − z1

)
. (2.3)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èç óñëîâèé ìàðøðóòèçàöèè ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

min
i∈B3

Wt,i + εz ≥ max
i∈B3

Wt,i. (2.4)

Îáúåäèíÿÿ (2.3) è (2.4) ïîëó÷àåì

min
i∈B3

Wt,i ≥
1

N − n

∑
i∈B2

(
X

l
z1,i − z1

)
− εz
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è ó÷èòûâàÿ ∑
i∈B2

X
l
z1,i ≥ X l

z1−εz

ïîëó÷àåì

Pr

(
min
i∈B3

Wt,i > z0

)
≥ 1− Pr

((
X l

z1−εz − (z1 − εz)(N − n)
)
≤ (1 + 2ε)(N − n)z0

)
. (2.5)

Çàìå÷àÿ, ÷òî ïðè óñëîâèè

δ ≥ (2ε + δ2)(N − n)ρ
(ρ− δ1)− (N − n)

âåðíî íåðàâåíñòâî(
X l

z1−εz − (z1 − εz)(N − n)
)
− (1 + 2ε)(N − n)z0 ≤

(
X l

z1−εz − (ρ− δ1)(z1 − εz)
)

+ δ2z0

ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 3.4 èç [17]:

Ëåììà. Åñëè E
[
Y l

t

]
> ρ − δ1, òî äëÿ ëþáûõ δ1 > 0, δ2 > 0, è äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε, ïðè

z →∞
Pr

(
inf
k≥0

(
X l

k − (ρ− δ1)k
)

< −δ2z

)
≤ e−O(z).

Èç ëåììû è èç (2.5) ñëåäóåò, ÷òî

Pr(min
i∈B3

Wt,i > z) ≥
(
1− e−O(z)

)
.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

Pr(D > z0) ≥ Pr(At(n, z0 + z1)) · Pr(min
i∈B3

Wt,i > z0) · Pr(χK
t = B1 ∪B3). J

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó âåðõíèõ ãðàíèö. Äëÿ ýòîãî ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì äâå âñïî-
ìîãàòåëüíûå ëåììû õàðàêòåðèçóþùèå ãðóïïîâîå ïîâåäåíèå î÷åðåäåé íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè
γz (1 > γ = const � ε) ïðè óñëîâèè ÷òî â ñèñòåìó ïîñòóïàþò çàÿâêè ñ äëèíîé τ < εz.

Ëåììà 3. ∀δ1 > 0,∀δ0
2 > 0,∀ξ > 0,∃z1,∃ε0 òàêèå, ÷òî ∀z > z1,∀ε < ε0, åñëè íà îòðåçêå

[t1, t2] äëÿ íåêîòîðîãî i0 ∈ {1, ..., N} âåðíî, ÷òî

W l
t1,i0 > (t2 − t1)

è ∀ij = {1, ..., N}, ij 6= i0 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ, ÷òî

ëèáî ∀t ∈ [t1, t2] âåðíî W l
t,ij >

(
W l

t1,i0 + (t− t1)(ρi0 − 1 + δ1) + zδ2

)
,

ëèáî ∀t ∈ [t1, t2] âåðíî W l
t,ij <

(
W l

t1,i0 + (t− t1)(ρi0 − 1− δ1)− zδ2

)
,

òî ñïðàâåäëèâî, ÷òî

Pr

{
t2⋂

t=t1

{∣∣∣W l
t,i0 −

(
W l

t1,i0 + (t− t1)(ρi0 − 1)
)∣∣∣ < δ2z + δ1(t− t1)

}}
≥ 1− z−ξ(t2 − t1), (5)

ãäå

δ2 , (δ0
2 + (ρi0 + δ1)ε),
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ρi = ρ
CK−1

ni

CK−1
N−1

,

ni = ‖{kj : W l
t1,kj

> W l
t1,ki

}‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ ñ îäíîé î÷åðåäüþ, âõîäíûì ïîòîêîì
Y l : E[Y l] = ρ1 è ñêîðîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ C = 1. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå î÷åðåäè íà íåêîòîðîì
îòðåçêå [t1, t2]. Ïóñêàé âûïîëíåíî óñëîâèå, ÷òî W l

t1 > (t2 − t1).

Çàìåòèì, ÷òî ò.ê. î÷åðåäü íå ïðîñòàèâàåò íà îòðåçêå [t1, t2], òî âåðíî, ÷òî

∀t ∈ [t1, t2] : W l
t = W l

t1 + (X l(t1, t)− (t− t1)). (3.0)

Êðîìå òîãî â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà t ∈ [t1, t2] äëÿ X l(t1, t) ïðèìåíèìû ëåììû 3.3 è 3.4 èç [17].
Ëåììà 3.3 èç [17]:

Ëåììà. Åñëè E
[
Y l

t

]
< ρ + δ1, òî äëÿ ëþáûõ δ1 > 0, δ2 > 0, ξ > 0, è äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε,

ïðè z →∞

Pr

(
sup
k≥0

(
X l

k − (ρ + δ1)k
)

> δ2z

)
≤ z−ξ

Ëåììà 3.4 èç [17]:

Ëåììà. Åñëè E
[
Y l

t

]
> ρ − δ1, òî äëÿ ëþáûõ δ1 > 0, δ2 > 0, è äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε, ïðè

z →∞
Pr

(
inf
k≥0

(
X l

k − (ρ− δ1)k
)

< −δ2z

)
≤ e−O(z)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî X
l
k ≥ X l

k−εz èç (3.4)[17] ñëåäóåò

Pr
((

X
l(t1, t)− (ρ1 − δ1)(t− t1)

)
< −(δ2 + (ρ1 − δ1)ε)z

)
≤ e−O(z)

îòêóäà ñ ó÷åòîì (3.0):

Pr
(
W l

t < W l
t1 + (ρ1 − δ1 − 1)(t− t1)− (δ2 + (ρ1 − δ1)ε)z

)
≤ e−O(z) (3.1)

Àíàëîãè÷íî, çàìå÷àÿ ÷òî X l
k ≥ X

l
k−εz èç (3.3)[17] ñëåäóåò

Pr
((

X
l(t1, t)− (ρ1 + δ1)(t− t1)

)
> (δ2 + (ρ1 + δ1)ε)z

)
≤ z−ξ

è èñïîëüçóÿ (3.0) ïîëó÷àåì:

Pr
(
W l

t > W l
t1 + (ρ1 + δ1 − 1)(t− t1) + (δ2 + (ρ1 + δ1)ε)z

)
≤ z−ξ (3.2)

Òåïåðü îöåíèì âåðîÿòíîñòü òîãî ÷òî íà âñåì îòðåçêå [t1, t2] òðàåêòîðèÿ î÷åðåäè áóäåò ïðîõî-
äèòü ìåæäó äâóõ îãðàíè÷èâàþùèõ ïðÿìûõ çàäàâàåìûõ â ôîðìóëàõ (3.1)(3.2), ò.å. ∀t ∈ [t1, t2]
âåðíî, ÷òî

W l
t1 +(ρ1− δ1−1)(t− t1)− (δ2 +(ρ1− δ1)ε)z ≤ W l

t ≤ W l
t1 +(ρ1 + δ1−1)(t− t1)− (δ2 +(ρ1 + δ1)ε)z
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç At ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t ó î÷åðåäè áûëî
ñëåäóþùåå çíà÷åíèå

At =
{∣∣∣W l

t −
(
W l

t1 + (t− t1)(ρ1 − 1)
)∣∣∣ > (δ2 + (ρ1 + δ1)ε)z + δ1(t− t1)

}
Òîãäà âåðîÿòíîñòü èñêîìîãî ñîáûòèÿ ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

Pr

{
t2⋂

t=t1

At

}
= 1− Pr

{
t2⋃

t=t1

At

}
≥ 1−

t2∑
t=t1

Pr(At)

îòêóäà, ñ ó÷åòîì (3.1) è (3.2)

Pr

{
t2⋂

t=t1

{∣∣∣W l
t −

(
W l

t1 + (t− t1)(ρ1 − 1)
)∣∣∣ < (δ2 + (ρ1 + δ1)ε)z + δ1(t− t1)

}}
≥ 1− z−ξ(t2 − t1)

(3.3)
Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ îäèíî÷íîé î÷åðåäè è ðåàëèçàöèþ î÷åðåäè i0 íà îäíîì âåðîÿòíîñò-

íîì ïðîñòðàíñòâå. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ îäèíî÷íîé î÷åðåäè ∀t ∈ [t1, t2] áóäåò âåðíî, ÷òî

W l
t1 +(ρi0−δ1−1)(t− t1)−(δ2 +(ρi0−δ1)ε)z ≤ W l

t ≤ W l
t1 +(ρi0 +δ1−1)(t− t1)−(δ2 +(ρi0 +δ1)ε)z

òî ðåàëèçàöèè âõîäíîãî ïðîöåññà â îáåèõ î÷åðåäÿõ ñîâïàäóò â ñëåäñòâèè óñëîâèé ëåììû è ñ
ó÷åòîì ñïîñîáà ìàðøðóòèçàöèè. Îòêóäà ñ ó÷åòîì (3.3) ñëåäóåò (5).

Ëåììà 4. ∀c2 > 0,∀ξ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ1 > 0, δ2 > 0, ε > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøîì

z,íà îòðåçêå [t1, t2] äëÿ ìíîæåñòâà G ⊂ B0 òàêîãî, ÷òî äëÿ âñåõ i, j ∈ G âåðíî, ÷òî

| W l
t1,i −W l

t1,j |< c2z

min
i∈G

W l
t1,i > t2 − t1

è ∀k ∈ B0/G âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ, ÷òî

ëèáî ∀t ∈ [t1, t2] âåðíî W l
t,k >

(
W

l
t1 + (t− t1)(ρ− 1 + δ1) + zδ2 + c2z

)
ëèáî ∀t ∈ [t1, t2] âåðíî W l

t,k <
(
W

l
t1 + (t− t1)(ρ− 1− δ1)− zδ2 − c2z

)
ñïðàâåäëèâî, ÷òî

Pr

{⋂
i∈G

t2⋂
t=t1

{∣∣∣W l
t,i −

(
W

l
t1 + (t− t1)(ρ− 1)

)∣∣∣ < δ2z + δ1(t− t1) + c2z
}}

≥ 1− ‖G‖z−ξ(t2 − t1)

(6)

ãäå

W
l
t1 =

∑
i∈G W l

t1,i

‖G‖

ρ =
ρ

‖G‖
CK
‖G‖+mini∈Gni

− CK
mini∈Gni

CK
N
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîâåäåíèå íåêîòîðûõ äâóõ î÷åðåäåé G = {i, j} íà
îòðåçêå [t1, t2], íà êîòîðûå ïîñòóïàåò ñóììàðíûé ïîòîê E[Y l

t ] = ρ2, ñêîðîñòè îáñëóæèâàíèÿ
ðàâíû Cj = Ci = 1.

Ðàçîáúåì îòðåçîê [t1, t2] íà M ÷àñòåé, òàêèì îáðàçîì ÷òîáû áûëî âåðíî:

∆ =
t2 − t1

M

∆ <
(c1 − 2δ2)z

( min
i,j∈G;i6=j

|ρi − ρj |+ 2δ1)
(4.0)

∆ >
2δ2z

min
i,j∈G;i6=j

|ρi − ρj | − 2δ1
(4.1)

Äîêàæåì, ÷òî åñëè íà÷àëüíûé ìîìåíò âåðíî

∀i, j ∈ G : |W l
t1,i −W l

t1,j | < (‖G‖ − 1)c1z + ((ρ2 + δ1)∆ + δ2z)

òî ñïðàâåäëèâî, ÷òî

∀i, j ∈ G : Pr

{
t2⋂

t=t1

{|W l
t,i −W l

t,j | < (‖G‖ − 1)c1z + ((ρ2 + δ1)∆ + δ2z)}

}
≥ 1− ‖G‖z−ξ(t2 − t1)

(4.2)
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè ïî tk = t1 + ∆k.

1) Íà ïåðâîì øàãå k = 0,- âåðíî ïî óñëîâèþ.
2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñîáûòèå

|W l
tk−1,i −W l

tk−1,j | < (c1 + δ2)z + (ρ2 + δ1)∆

ïîêàæåì, òîãäà ÷òî

Pr{|W l
tk,i −W l

tk,j | < (c1 + δ2)z + (ρ2 + δ1)∆} ≥ 1− ‖G‖z−ξ∆

3) Åñëè íà k − 1 øàãå, èìåëî ìåñòî ñîáûòèå

|W l
tk−1,i −W l

tk−1,j | < c1z

Òî îöåíèì ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå íà êîòîðîå ìîãóò ðàçîéòèñü òðàåêòîðèè. Ïîíÿòíî ÷òî åñëè
âåñü ïîòîê Y l

t ïîïàäàåò â îäíó î÷åðåäü, à âòîðàÿ î÷åðåäü òîëüêî îáñëóæèâàåòñÿ, òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó òðàåêòîðèÿìè áóäåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì.
Èñïîëüçóÿ ëåììó 3 ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó

Pr{|W l
tk,i −W l

tk,j | < (c1 + δ2)z + (ρ2 + δ1)∆} ≥ 1− z−ξ∆

Åñëè æå íà k − 1 øàãå, èìåëî ìåñòî ñîáûòèå

|W l
tk−1,i −W l

tk−1,j | > c1z

òîãäà, â ñèëó óñëîâèÿ (4.0) ìîæíî ïðèìåíÿòü ëåììó 3 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî z îòäåëüíî
äëÿ êàæäîé î÷åðåäè, îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü

Pr{|W l
tk,i −W l

tk,j | < (c1 + δ2)z + (ρ2 + δ1)∆− |ρi − ρj |∆ + 2δ2z + 2δ1∆} ≥ 1− ‖G‖z−ξ∆
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îòêóäà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (4.1) ñëåäóåò (4.2).
Ïîêàæåì òåïåðü ÷òî èç (4.2) ñëåäóåò (6). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå íåêîòîðîé îäèíî÷-
íîé î÷åðåäè W l

t,(i,j) ñî ñêîðîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ C(i,j) = 2 è âõîäíûì ïîòîêîì ñîâïàäàþùèì ñ
îáùèì ïîòîêîì íà î÷åðåäè èç ìíîæåñòâà G, ïðè îäíîé ðåàëèçàöèè âõîäíîãî ïîòîêà.
Èç òîãî, ÷òî î÷åðåäè íå ïðîñòàèâàþò íà âñåì îòðåçêå ñëåäóåò, ÷òî

∀t ∈ [t1, t2]W l
t,(i,j) = W l

t,i + W l
t,j

îòêóäà ñ ó÷åòîì (4.2) ñëåäóåò, ÷òî

Pr

{
t2⋂

t=t1

{|
W l

t,(i,j)

2
−W l

t,j | < (c1 + δ2)z + (ρ2 + δ1)∆}

}
≥ 1− ‖G‖z−ξ(t2 − t1) (4.3)

Ïðèìåíÿÿ äëÿ îäèíî÷íîé î÷åðåäè ëåììó 3, ïîëó÷àåì

Pr

{
t2⋂

t=t1

{∣∣∣W l
t,(i,j) −

(
W l

t1,(i,j) + (t− t1)(ρ2 − ‖G‖)
)∣∣∣ < δ2z + δ1(t− t1)

}}
≥ 1− z−ξ(t2 − t1)

èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî è ðåçóëüòàò (4.3), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Pr

{⋂
i∈G

t2⋂
t=t1

{∣∣∣W l
t,i −

(
W

l
t1 + (t− t1)(ρ− 1)

)∣∣∣ < δ2z + δ1(t− t1) + c2z
}}

≥ 1− ‖G‖z−ξ(t2 − t1)

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà î÷åðåäåé G.
Äîêàæåì ÷òî âåðíà ôîðìóëà (4.2) îòêóäà(àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ‖G‖ = 2) áóäåò ñëåäîâàòü âû-
ïîëíåíèå (6). Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè ïî ‖G‖.
Äëÿ ‖G‖ = 2�âåðíî.
Ïîëîæèì äëÿ ìíîæåñòâà ‖G‖ = n âåðíà ôîðìóëà (6).
Äîêàæåì òîãäà, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà ‖G‖ = n + 1 âûïîëíÿåòñÿ (4.2). Ðàçîáúåì îòðåçîê [t1, t2]
íà M ÷àñòåé, òàêèì îáðàçîì ÷òîáû áûëî âåðíî (4.0) è (4.1). Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èí-
äóêöèè ïî tk = t1 + ∆k.
1) Íà ïåðâîì øàãå k = 0,- âåðíî ïî óñëîâèþ.
2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñîáûòèå

∀i, j ∈ G : |W l
tk−1,i −W l

tk−1,j | < (‖G‖ − 1)c1z + ((ρ2 + δ1)∆ + δ2z)

ïîêàæåì, òîãäà ÷òî

∀i, j ∈ G : Pr{|W l
tk,i −W l

tk,j | < (‖G‖ − 1)c1z + ((ρ2 + δ1)∆ + δ2z)} ≥ 1− ‖G‖z−ξ∆

3) Åñëè íà k − 1 øàãå, èìåëî ìåñòî ñîáûòèå

∀i, j ∈ G : |W l
tk−1,i −W l

tk−1,j | < (‖G‖ − 1)c1z

Òî îöåíèì ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå íà êîòîðîå ìîãóò ðàçîéòèñü òðàåêòîðèè. Ïîíÿòíî ÷òî
åñëè âåñü ïîòîê Y l

t ïîïàäàåò â îäíó î÷åðåäü, à îñòàëüíûå î÷åðåäè òîëüêî îáñëóæèâàþòñÿ, òî
ðàññòîÿíèå ìåæäó òðàåêòîðèÿìè áóäåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì.
Èñïîëüçóÿ ëåììó 3 ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó

∀i, j ∈ G : Pr{|W l
tk,i −W l

tk,j | < (‖G‖ − 1)c1z + ((ρ2 + δ1)∆ + δ2z)} ≥ 1− z−ξ∆
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Åñëè æå íà k − 1 øàãå, èìåëî ìåñòî ñîáûòèå

∃i, j ∈ G : |W l
tk−1,i −W l

tk−1,j | > (‖G‖ − 1)c1z

òîãäà ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ãðóïï òðàåêòîðèé (ïî êðàéíåé ìåðå äâå) {G1, ..., Gr} òàêèõ, ÷òî

∀r1, r2 ∈ {1, ..., r} , r1 6= r2 , ∀i ∈ Gr1 , j ∈ Gr2 : |Wtk−1,i −Wtk−1,j | > c1z

∀r1 ∈ {1, ..., r} : ‖Gr1‖ ≤ n

òîãäà, â ñèëó óñëîâèÿ (4.0) è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íà îòðåçêå [tk−1, tk] ìîæíî ïðèìå-
íÿòü ëåììó 4 îòäåëüíî äëÿ êàæäîé ãðóïïû î÷åðåäåé. Îòêóäà ñ ó÷åòîì (4.1) áóäåò ñëåäîâàòü
âûïîëíåíèå (4.2).

Çàìå÷àíèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íèæíþþ è âåðõíþþ ãðóïïû
è âûáðàòü äëÿ íèõ

c2z = max
i,j∈G

|Wtk−1,i −Wtk−1,j |

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ìíîæåñòâà î÷åðåäåé G è ðåàëèçàöèþ ìíîæåñòâà î÷åðåäåé G1 íà-
øåé ñèñòåìû íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ∀i ∈ G è äëÿ
∀t ∈ [t1, t2] áóäåò âåðíî, ÷òî

min
i∈G

W l
t1,i+(t−t1)(min

i∈G
ρi−1−δ1)−zδ2−c2z ≤ W l

t,i ≤ max
i∈G

W l
t1,i+(t−t1)(max

i∈G
ρi−1+δ1)+zδ2+c2z

òî ðåàëèçàöèè âõîäíîãî ïðîöåññà â îáåèõ ìíîæåñòâàõ ñîâïàäóò â ñëåäñòâèè óñëîâèé ëåììû è
ñ ó÷åòîì ñïîñîáà ìàðøðóòèçàöèè. Îòêóäà ñ ó÷åòîì (4.2) ñëåäóåò (6).

Äîêàçàâ âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû 3 è 4, ïåðåéäåì ê ïîëó÷åíèþ âåðõíåé ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè
ïåðåïîëíåíèÿ äëÿ òåîðåì 1 è 2.

Â ëåììå 5 îïðåäåëÿåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè ïåðåïîëíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî òåîðåìîé 1.

Ëåììà 5. Â óñëîâèÿõ ñôîðìóëèðîâàííîé ìîäåëè ïðè ρ < N −K

Pr(D > z0) �
(N −K)!

N !

(
Nλα

β

)K

z−Kβ
0 , z0 →∞ (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì â n1 ≤ K î÷åðåäÿõ ñòîÿò çàÿâêè, ôîðìèðóþùèå ñîáûòèåAt(n1, z0),-
ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòèõ î÷åðåäåé îáîçíà÷èì B1, è â ñèñòåìó ïîñòóïàþò òîëüêî çàÿâêè ñ
τ < εz0, òîãäà äëÿ ∀i ∈ B0/B1 âåðíî

Pr{Wt,i < c1z0} ≥ 1− z−ξ
0 5.1

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t1 < t ñóùåñòâóåò îäíà èëè ãðóïïà î÷åðåäåé G ⊆ B0/B1

òàêèõ ÷òî
Wt1,i > c1z0, äëÿ∀i ∈ G

äëÿ íèõ ïðèìåíèìû ëåììû 3 è 4. Èç êîòîðûõ, ó÷èòûâàÿ ÷òî ρ < N − K, ñëåäóåò (5.1). Ò.å.
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íàêîïëåíèÿ â î÷åðåäÿõ èç ìíîæåñòâà G, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â ñèñòåìå â
ðàçíûõ î÷åðåäÿõ õîòÿ áû K + 1 çàÿâîê ñ äëèíîé τ > εz0. Âåðîÿòíîÿòü, ÷åãî

Pr(At(K + 1, εz0)) ∼ z
−(K+1)β
0

ÿâëÿåòñÿ o(Pr(At(K, z0))). Ñëåäîâàòåëüíî åäèíñòâåííîå óñëîâèå ïåðåïîëíåíèÿ, ýòî íàëè÷èå â
ñèñòåìå çàÿâîê ôîðìèðóþùèõ ñîáûòèå At(K, z0).
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Â ëåììå 6 îïðåäåëÿåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè ïåðåïîëíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî òåîðåìîé 2.

Ëåììà 6. Â óñëîâèÿõ ñôîðìóëèðîâàííîé ìîäåëè ïðè C = 1 è åñëè ∃n < K : ρ > N − n òî

âåðíî

Pr(D > z0) �
K!(N −K)!

n!N !

(
Nλα

β

)n(
1 +

N − n

ρ− (N − n)

)−nβ

z−nβ
0 , z0 →∞ (8)

ãäå

n = min
ni∈{1,...,K−1}

(ni : ρ > N − ni)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì â n1 < n î÷åðåäÿõ ñòîÿò çàÿâêè, ôîðìèðóþùèå ñîáûòèå
At(z1, n1, z0) � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòèõ î÷åðåäåé îáîçíà÷èì B1, è â ñèñòåìó ïîñòóïàþò òîëüêî
çàÿâêè ñ τ < εz0, òîãäà äëÿ ∀i ∈ B0/B1 âåðíî

Pr{Wt,i < c1z0} ≥ 1− z−ξ
0 (6.1)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t1 < t ñóùåñòâóåò îäíà èëè ãðóïïà î÷åðåäåé G ⊆ B0/B1

òàêèõ ÷òî
Wt1,i > c1z0, äëÿ∀i ∈ G

äëÿ íèõ ïðèìåíèìû ëåììû 3 è 4. Èç êîòîðûõ, ó÷èòûâàÿ ÷òî ρ < N− (n−1), ñëåäóåò (6.1). Ò.å.
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íàêîïëåíèÿ â î÷åðåäÿõ èç ìíîæåñòâà G, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â ñèñòåìå â
ðàçíûõ î÷åðåäÿõ õîòÿ áû n çàÿâîê ñ äëèíîé τ > εz0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Pr(At(z1, n + 1, z0) = o(Pr(At(z1, n, z0))

è ïðèìåíÿÿ ëåììó 2, ïîëó÷àåì (8).

3. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè àñèìïòîòè÷åñêè âåðíûå ôîðìóëû äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåïîëíå-
íèÿ â ñèñòåìå ñ äèíàìè÷åñêîé ìàðøðóòèçàöèåé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðîàíàëèçèðîâàòü çàâè-
ñèìîñòü âåðîÿòíîñòè îò ïàðàìåòðîâ ìàðøðóòèçàöèè.
Â ñëó÷àå, êîãäà íàãðóçêà â ñèñòåìå íåâåëèêà, à èìåííî ρ < N −K, âåðîÿòíîñòü ïåðåïîëíåíèÿ
ñèëüíî çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà âûáèðàåìûõ ïðè ìàðøðóòèçàöèè î÷åðåäåé, ò.ê. èõ êîëè÷åñòâî
K ñòîèò â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû z0. Ïîýòîìó, óâåëè÷èâàÿ êîëè÷åñòâî âûáèðàåìûõ ïðè ìàðø-
ðóòèçàöèè î÷åðåäåé ìîæíî ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü âåðîÿòíîñòü ïåðåïîëíåíèÿ ñèñòåìû.
Â ñëó÷àå æå êîãäà â ñèñòåìó ïîñòóïàåò ñóùåñòâåííàÿ íàãðóçêà, à èìåííî ∃n1 < K : ρ > N−n1,
âåðîÿòíîñòü ïåðåïîëíåíèÿ èìååò äðóãîé âèä çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà âûáèðàåìûõ ïðè
ìàðøðóòèçàöèè î÷åðåäåé. Ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà âûáèðàåìûõ î÷åðåäåé äî íåêîòîðîãî
çíà÷åíèÿ n, çàâèñÿùåãî îò íàãðóçêè â ñèñòåìå

n = min
ni∈{1,...,K−1}

(ni : ρ > N − ni)

âåðîÿòíîñòü ïåðåïîëíåíèÿ óáûâàåò ïî ñòåïåííîìó çàêîíó, êàê è â ñëó÷àå ρ < N −K. Äàëüíåé-
øåå æå óâåëè÷åíèå èõ êîëè÷åñòâà íå âëèÿåò íà ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû z0, à ëèøü èçìåíÿåò
êîíñòàíòó ïåðåä íåé. Ò.å. öåëåñîîáðàçíî óâåëè÷èâàòü êîëè÷åñòâî âûáèðàåìûõ ïðè ìàðøðóòè-
çàöèè î÷åðåäåé ëèøü äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ n,- ýòî äàåò ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå âåðîÿò-
íîñòè ïåðåïîëíåíèÿ, äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå íà âåðîÿòíîñòü âëèÿåò íåñóùåñòâåííî.
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