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Àííîòàöèÿ�Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîëèíåéíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîðäè-

íàðíûì ðåêóððåíòíûì âõîäÿùèì ïîòîêîì, ìàðêîâñêèì îáñëóæèâàíèåì è íàêîïèòåëåì

áåñêîíå÷íîé åìêîñòè. Íàéäåíû ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå ïî

ìîìåíòàì ïîñòóïëåíèÿ è â ïðîèçâîëüíûå ìîìåíòû, ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè

îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ, âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé çàÿâêè â ñèñòåìå è

âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå ãðóïïû, â êîòîðîé ïîñòóïèëà çàÿâêà.

1. ÂÅÄÅÍÈÅ. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Èññëåäîâàíèþ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì çàÿâîê
íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ óäåëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå âíè-
ìàíèå, à îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ÑÌÎ âåñüìà îáøèðíà. Íàïðèìåð, ÑÌÎ ñ ãðóïïîâûì ïî-
ñòóïëåíèåì çàÿâîê äàþò âîçìîæíîñòü ó÷åñòü ïàêåòíûé õàðàêòåð òðàôèêà ïðè ìîäåëèðîâà-
íèè óçëîâ â ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ. Íî, êàê ïðàâèëî, ãðóï-
ïîâîå ïîñòóïëåíèå çàÿâîê (ñâîéñòâî íåîðäèíàðíîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà) ðàññìàòðèâàëîñü ïî

îòíîøåíèþ ê ìàðêîâñêîìó ïîòîêó (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ÑÌÎ M [X]/M/1/∞, M [X]/G/1/∞ èëè
BMAP/G/1/∞), ÷òî äàëåêî íå âñåãäà ïðèåìëåìî äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ. Â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà îäíîëèíåéíàÿ ÑÌÎ ñ íåîðäèíàðíûì ðåêóððåíòíûì âõîäÿùèì
ïîòîêîì, ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì îáñëóæèâàíèÿ è áåñêîíå÷íûì íàêîïèòåëåì. Èññëåäîâàíèÿ,
ïðîâåäåííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå, îñíîâûâàþòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ Ï.Ï.Áî÷àðîâûì,
À.Â.Ïå÷èíêèíûì è äð. [1] äëÿ ÑÌÎ G/MSP/1/∞ è Ì.Ô.Íüþòñîì [2] äëÿ ÑÌÎ G/PH/1/∞.

Ìàðêîâñêîå îáñëóæèâàíèå (MSP � Markov Service Process) âïåðâûå áûëî ââåäåíî Ï.Ï.Áî-
÷àðîâûì [3], êîòîðûé ðàññìîòðåë îäíîëèíåéíóþ ÑÌÎ ñ îðäèíàðíûì ðåêóððåíòíûì ïîòîêîì.
Â äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèÿ ýòîé ÑÌÎ áûëî ïðîäîëæåíî Ï.Ï.Áî÷àðîâûì, À.Â.Ïå÷èíêèíûì
è äð. [1], äëÿ êîòîðîé ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà ïîëó÷åíû îñíîâíûå ñòà-
öèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè è àëãîðèòìû èõ ðàñ÷åòà äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî
íàêîïèòåëÿ, âêëþ÷àÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ è âðåìåíè ïðå-
áûâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé çàÿâêè â ñèñòåìå. Â äàëüíåéøåì, íà îñíîâå èäåé, ïîëó÷åííûõ äëÿ ÑÌÎ
G/MSP/1/r â [1], áûëè èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ ýòîé ÑÌÎ, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî
îòìåòèòü ðàáîòû [4, 5, 6]. Êðîìå ýòîãî, À.Â.Ïå÷èíêèíó è Â.Â.×àïëûãèíó [7, 8, 9, 10, 11] óäà-
ëîñü ïîëó÷èòü àëãîðèòìû ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ìíîãîëèíåéíûõ ÑÌÎ ñ
ðåêóððåíòíûì ïîòîêîì è åãî îáîáùåíèÿìè è ìàðêîâñêèì îáñëóæèâàíèåì.

Êðîìå ýòîãî, êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, íåîáõîäèìî âûäåëèòü ïðåäëîæåííûå Ì.Ô.Íüþòñîì [2]
ìåòîäû ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê ïî ìîìåíòàì ïîñòóïëåíèÿ äëÿ

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ � 06-07-89056.



ÑÈÑÒÅÌÀ ÌÀÑÑÎÂÎÃÎ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß G[X]/MSP/1/∞ 145

ÑÌÎ G/PH/1/∞, è íåêîòîðûå îáùèå èäåè, ñâÿçàííûå ñ ðàñ÷åòîì ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ
ÑÌÎ ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì çàÿâîê.

Ðàññìîòðèì ÑÌÎ G[X]/MSP/1/∞ ñ íàêîïèòåëåì áåñêîíå÷íîé åìêîñòè.

Âõîäÿùèé â ñèñòåìó ïîòîê ÿâëÿåòñÿ íåîðäèíàðíûì ðåêóððåíòíûì. Âðåìÿ ìåæäó ñîñåäíè-
ìè ìîìåíòàìè ïîñòóïëåíèÿ ãðóïï çàÿâîê èìååò ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (ÔÐ)
A(x). Âñå ïîñòóïàþùèå çàÿâêè îäíîòèïíû, à ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî K çàÿâîê â ãðóï-
ïå îãðàíè÷åííî, ò. å. K < ∞, è ñ âåðîÿòíîñòüþ lk, k = 1,K, l1 + . . . + lK = 1, ãðóïïà
ñîäåðæèò ðîâíî k çàÿâîê. Ïîëîæèì òàêæå l1 > 0, ñëó÷àé, êîãäà l1 = 0, íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.
Çàÿâêè â ãðóïïå èìåþò ïîðÿäêîâûå íîìåðà, ò.å., ïîïàäàÿ â ñèñòåìó, çàÿâêè èç ãðóïïû ñòà-
íîâÿòñÿ íà îáñëóæèâàíèå èëè ïîïàäàþò â íàêîïèòåëü ñîãëàñíî ñâîåìó ïîðÿäêîâîìó íîìåðó
â ãðóïïå. Ïðè÷åì ïðîèçâîëüíàÿ çàÿâêà, ïðèøåäøàÿ â ãðóïïå èç k çàÿâîê, ìîæåò îêàçàòüñÿ
íà ëþáîì ìåñòå â ãðóïïå ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ 1/k. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñðåäíåå

âðåìÿ a =
∞∫
0

x dA(x) ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè ãðóïï çàÿâîê êîíå÷íî è, êðîìå òîãî, òàì, ãäå ðå÷ü

ïîéäåò î ñòàöèîíàðíîì ðàñïðåäåëåíèè ïî âðåìåíè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìÿ ìåæäó ïîñòóï-
ëåíèÿìè ãðóïï çàÿâîê íå ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ jt, ãäå t � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,
à j = 0, 1, . . . .

Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç l, l <∞, ñîñòîÿíèé
(ôàç îáñëóæèâàíèÿ). Òîãäà, åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò â ñèñòåìå íà îáñëóæèâàíèè íàõîäèòñÿ
çàÿâêà è ôàçà îáñëóæèâàíèÿ ðàâíà i, i = 1, l, òî çà ¾ìàëîå¿ âðåìÿ ∆ ñ âåðîÿòíîñòü λij∆+o(∆)
ôàçà èçìåíèòñÿ íà j, j = 1, l, è çàÿâêà áóäåò ïðîäîëæàòü îáñëóæèâàòüñÿ, à ñ âåðîÿòíîñòüþ
nij∆ + o(∆) ôàçà èçìåíèòñÿ íà j, j = 1, l, íî îáñëóæèâàíèå çàÿâêè çàêîí÷èòñÿ è îíà ïîêèíåò
ñèñòåìó. Ìàòðèöû èç ýëåìåíòîâ λij è nij áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Λ è N ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì
òàêæå ìàòðèöó Λ∗ = Λ+N , ïðè÷åì ìàòðèöà Λ∗ ïðåäïîëàãàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, à ìàòðèöà N �
íåíóëåâîé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ñâîáîäíîì ïåðèîäå ôàçà îáñëóæèâàíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ. Âåê-
òîð ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê (ò.å. ìàðêîâñêîãî
ïðîöåññà ñ èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöåé Λ∗) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç π.

Çàÿâêè îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ (äèñöèïëèíà FCFS).

Ïîñêîëüêó äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòå-
ìû, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ρ < 1, ãäå ρ = λa/µ � çàãðóçêà ñèñòåìû
ïðè áåñêîíå÷íîì ÷èñëå çàÿâîê â î÷åðåäè, µ = πT N1 � ñòàöèîíàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü îá-
ñëóæèâàíèÿ çàÿâîê (çäåñü è äàëåå ÷åðåç 1 áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîð-ñòîëáåö èç åäèíèö), à
λa = (l1 + 2 l2 + . . . + KlK)/a � èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê â ñèñòåìó. Ýòî óñëîâèå
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà.

2. ÂËÎÆÅÍÍÀß ÖÅÏÜ ÌÀÐÊÎÂÀ. ÑÈÑÒÅÌÀ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû τn, n ≥ 1, ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê â ñèñòåìó.
Ïóñòü ξ(t) � ôàçà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê â ìîìåíò âðåìåíè t, à ν(t) � ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå

â ýòîò ìîìåíò.

Îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξn = ξ(τn + 0) è νn = ν(τn + 0), êîòîðûå çàäàþò ñîîòâåò-
ñòâåííî ôàçó îáñëóæèâàíèÿ è ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå ìîìåíòà ïîñòóï-
ëåíèÿ n-é çàÿâêè. Êðîìå òîãî, ïîëîæèì ζn = (ξn, νn). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ζn, n ≥ 0}
îáðàçóåò îäíîðîäíóþ öåïü Ìàðêîâà, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü âëîæåííîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíî-
æåñòâî ñîñòîÿíèé X âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà èìååò âèä

X = {(i, k), i = 1, l, k ≥ 1},

ãäå èíäåêñû i è k óêàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ôàçó îáñëóæèâàíèÿ è ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå
íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêè.
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Âûïèøåì ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà {ζn, n ≥ 1}. Äëÿ
ýòîãî ñíà÷àëà ââåäåì ìàòðèöû Fk(x), F ∗k (x), Ak, A∗k, êîòîðûå èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è
äëÿ ñèñòåìû G/MSP/1/r, ðàññìîòðåííîé â ðàáîòå [1]. Äëÿ ìàòðèö Fk(x) è F ∗k (x) ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

F0(x) = eΛx,

Fk(x) =

x∫
0

Fk−1(y) N F0(x− y) dy, k ≥ 1,

F ∗k (x) =

x∫
0

Fk−1(y) N dy, k ≥ 1,

à ìàòðèöû Ak è A∗k îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

Ak =

∞∫
0

Fk(x) dA(x), k ≥ 0,

A∗k =

∞∫
0

F ∗k (x) dA(x), k ≥ 0.

Àëãîðèòìû ðàñ÷åòà âñïîìîãàòåëüíûõ ìàòðèö Fk(x) è ìàòðèö ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìîìåíòîâ
Ak ïîäðîáíî èçëîæåíû â ðàáîòàõ [1, 12].

Ââåäåì ñëåäóþùèå ìàòðèöû

Â∗mk =
m−1∑
i=0

lk−m+iAi + lkA
∗
m, k = 2,K, m < k,

Â∗mk =
k−1∑
i=1

liAm−i + lkA
∗
m, k = 1,K, m ≥ k,

Âk =
k∑

i=0

lK−iAk−i, 0 ≤ k ≤ K − 1,

Âk =
K−1∑
i=0

lK−iAk−i, k ≥ K.

Ìàòðèöà P ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà, ïðåäñòàâëåííàÿ â áëî÷íîé
ôîðìå P = (Pkm)k,m≥1, èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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P =



Â∗11 Â∗12 . . . Â∗1K Â0 0 . . . 0 0 0 . . .

Â∗21 Â∗22 . . . Â∗2K Â1 Â0 . . . 0 0 0 . . .
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

...
. . .

Â∗K1 Â∗K2 . . . Â∗KK ÂK−1 ÂK−2 . . . Â0 0 0 . . .

Â∗K+1,1 Â∗K+1,2 . . . Â∗K+1,K ÂK ÂK−1 . . . Â1 Â0 0 . . .

Â∗K+2,1 Â∗K+2,2 . . . Â∗K+2,K ÂK+1 ÂK . . . Â2 Â1 Â0 . . .
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

...
. . .


(1)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âëîæåííàÿ öåïü Ìàðêîâà ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé è íåïåðèîäè÷å-
ñêîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p∗ik, i = 1, l, k ≥ 1, ñòàöèîíàðíóþ ïî âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñèñòåìå èìååòñÿ k çàÿâîê è ôàçà îáñëóæèâàíèÿ ðàâíà i, è ïîëîæèì
p ∗k = (p∗1k, . . . , p

∗
lk), k ≥ 1, p ∗ = (p ∗1 , p ∗2 , . . .). Òîãäà äëÿ p ∗ ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà óðàâíåíèé

ðàâíîâåñèÿ (ÑÓÐ)

p ∗ = p ∗P, (2)

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå

p ∗k =
∞∑

m=1

p ∗mÂ∗km, k = 1,K,

p ∗k =
∞∑

m=k−K

p ∗mÂm−k+K , k > K.

ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè

∞∑
k=1

p ∗k 1 = 1.

3. ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÅ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ×ÈÑËÀ ÇÀßÂÎÊ ÏÎ ÂËÎÆÅÍÍÎÉ ÖÅÏÈ
ÌÀÐÊÎÂÀ

Ïðåæäå, ÷åì ïîëó÷èòü ðåøåíèå ÑÓÐ, ïðèâåäåì ìàòðèöó P ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ê îïðå-
äåëåííîìó âèäó. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ

Ã∗k =


Â∗K(k−1)+1,1 Â∗K(k−1)+1,2 . . . Â∗K(k−1)+1,K

Â∗K(k−1)+2,1 Â∗K(k−1)+2,2 . . . Â∗K(k−1)+2,K
...

...
. . .

...
Â∗K(k−1)+K,1 Â∗K(k−1)+K,2 . . . Â∗K(k−1)+K,K

 , k ≥ 1.

Ã0 =


Â0 0̂ . . . 0
Â1 Â0 . . . 0
...

...
. . .

...
ÂK−1 ÂK−2 . . . Â0

 ,
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Ãk =


ÂKk ÂKk . . . ÂKk

ÂKk+1 ÂKk+1 . . . ÂKk+1
...

...
. . .

...
ÂKk+K−1 ÂKk+K−1 . . . ÂKk+K−1

 , k ≥ 1,

Òîãäà ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé (1) âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà ìîæíî çàïèñàòü â
ñëåäóþùåì áëî÷íîì âèäå:

P =



Ã∗1 Ã0 0 0 0 . . .

Ã∗2 Ã1 Ã0 0 0 . . .

Ã∗3 Ã2 Ã1 Ã0 0 . . .

Ã∗4 Ã3 Ã2 Ã1 Ã0 . . .

Ã∗5 Ã4 Ã3 Ã2 Ã1 . . .
...

...
...

...
...
. . .


(3)

Ââîäÿ âåêòîðà p̃ ∗k = (p ∗K(k−1)+1, p
∗
K(k−1)+2, . . . , p

∗
K(k−1)+K), k ≥ 1, è p̃ ∗ = (p̃ ∗1 , p̃ ∗2 , . . .), ìîæíî

çàïèñàòü ÑÓÐ (2) â âèäå

p̃ ∗1 =
∞∑

m=1

p̃ ∗mÃ∗m, (4)

p̃ ∗k =
∞∑

m=k−1

p̃ ∗mÃm−k+1.

Èçâåñòíî, ÷òî ÑÓÐ ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé (3) èìååò åäèíñòâåííîå, ñ óñëîâèåì
íîðìèðîâêè, ðåøåíèå, êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

p̃ ∗k = p̃ ∗1 G̃k−1, k ≥ 2,

ãäå G̃ � ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

G̃ =
∞∑

k=0

G̃kÃk. (5)

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðè÷íîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè
ρ < 1 â êëàññå ìàòðèö, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. Ýòî
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ïîëîæèòåëüíû, è èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà
G̃(n) = Ã(G̃(n−1)) ïðè n→∞ ñõîäèòñÿ ê íåìó, åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé èòåðàöèè G̃(0) âçÿòü
ëþáóþ ìàòðèöó ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ïî ìîäóëþ ìåíüøèìè åäèíèöû. Äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî ôàêòà ïðèâåäåíî â ðàáîòå Ì.Ô.Íüþòñà [2].

Çà íà÷àëüíóþ èòåðàöèþ G̃(0), êàê ïðàâèëî, ïðèíèìàþò íóëåâóþ ìàòðèöó. Ýòî ãàðàíòèðóåò
ìîíîòîííóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè G̃(n) ê G̃.

Âåêòîð p̃ ∗1 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (4):

p̃ ∗1 = p̃ ∗1

∞∑
i=0

G̃kÃ∗k.
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Óñëîâèå íîðìèðîâêè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

p̃ ∗1 (I − G̃)−11 = 1.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ÑÓÐ àâòîìàòè÷åñêè ôîðìèðóþòñÿ âåêòîðû p ∗i , i ≥ 1, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ñîñòàâëÿþùèìè âåêòîðîâ p̃ ∗k , k ≥ 1.

Íàéäåì òåïåðü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå â ìîìåíòû íåïîñðåä-
ñòâåííî ïåðåä ïîñòóïëåíèåì î÷åðåäíîé ãðóïïû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p−ik, i = 1, l, k ≥ 0, ñòàöè-
îíàðíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèøåäøàÿ â ñèñòåìó ãðóïïà çàÿâîê çàñòàíåò â íåé ðîâíî k
çàÿâîê è ôàçó îáñëóæèâàíèÿ i, è ïîëîæèì p−k = (p−1k, . . . , p

−
lk), k ≥ 1.

Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèøåäøàÿ â ñèñòåìó ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç m, m = 1,K
çàÿâîê, çàñòàíåò â íåé k, k ≥ 0, äðóãèõ çàÿâîê, ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñðàçó ïîñëå
ïðèõîäà ýòîé ãðóïïû â ñèñòåìå áóäåò k+m çàÿâîê, òî äëÿ âåêòîðîâ p−k ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

p−k =
K−1−k∑

m=1

αm
k+m p ∗k+m +

K∑
m=K−k

lmp ∗k+m, k = 0,K − 2,

p−k =
K∑

m=1

lmp ∗k+m, k ≥ K − 1,

ãäå αm
k = lj

/(
1−

K∑
i=k+1

li

)
, m = 1, k, k = 1,K − 1 � âåðîÿòíîñòü ïðèõîäà ãðóïïû èç m

çàÿâîê ïðè óñëîâèè, ÷òî â ïðèøåäøåé ãðóïïå áóäåò íå áîëåå k çàÿâîê.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
∞∑

k=0

p−k 1 = 1. Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ,

÷òî
k∑

m=1
αm

k = 1, k = 1,K − 1, èìååì

∞∑
k=0

p−k 1 =
K−2∑
k=0

(
K−1−k∑

m=1

αm
k+m p ∗k+m +

K∑
m=K−k

lmp ∗k+m

)
1 +

∞∑
k=K−1

K∑
m=1

lmp ∗k+m1

= (α1
1 p ∗1 + α2

2 p ∗2 + . . . + αK−1
K−1 p ∗K−1)1 + (α1

2 p ∗2 + α2
3 p ∗3 + . . . + αK−2

K−1 p ∗K−1)1

+(α1
3 p ∗3 + α2

4 p ∗4 + . . . + αK−3
K−1 p ∗K−1)1 + . . . + α1

K−1 p ∗K−11 +
K∑

m=2

K−2∑
k=K−m

lmp ∗k+m1

+
K∑

m=1

∞∑
k=K−1

lmp ∗k+m1 =
K−1∑
m=1

p ∗m1 + l1

∞∑
k=K−1

p ∗k+11

+
K∑

m=2

lm

(
K+m−2∑

k=K

p ∗k +
∞∑

k=K+m−1

p ∗k

)
1 =

∞∑
k=1

p ∗k 1 = 1.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòÿìè ñîñòîÿíèé ïî âðåìåíè ââåäåì ìàòðèöû Tk è
T ∗k .

Ïóñòü ñðàçó ïîñëå î÷åðåäíîãî ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ ãðóïïû çàÿâîê â ñèñòåìå îêàçàëîñü m
çàÿâîê è ôàçà îáñëóæèâàíèÿ ñòàëà ðàâíîé i. Ïðè ýòîì óñëîâèè ýëåìåíò (Tk)ij , i, j = 1, l, k >
m, ìàòðèöû Tk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå âðåìÿ, ïðîâåäåííîå ñèñòåìîé, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ
m− k çàÿâîê è ôàçà îáñëóæèâàíèÿ ðàâíà j, íà èíòåðâàëå äî ñëåäóþùåãî ïîñòóïëåíèÿ ãðóïïû
çàÿâîê. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýëåìåíò (T ∗m)ij , i, j = 1, l, ìàòðèöû T ∗m ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå
âðåìÿ, ïðîâåäåííîå ñèñòåìîé, â êîòîðîé îòñóòñòâóþò çàÿâêè è ôàçà îáñëóæèâàíèÿ ðàâíà j, íà
èíòåðâàëå äî ñëåäóþùåãî ïîñòóïëåíèÿ ãðóïïû çàÿâîê.

Ìàòðèöû Tk è T ∗k îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Tk =

∞∫
0

(1−A(x))Fk(x) dx,

T ∗k =

∞∫
0

(1−A(x))F ∗k (x) dx.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðèè ïîëóìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, ïîëó÷àåì äëÿ âåêòîðîâ pk, k ≥ 0,
ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïî âðåìåíè ôîðìóëû

p0 =
1
a

R∑
m=1

p∗mT ∗m, (6)

pk =
1
a

R∑
m=k

p∗mTm−k, k ≥ 1. (7)

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (6), (7), ñâÿçûâàþùèå ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ïî âðåìåíè
ñî ñòàöèîíàðíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïî âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà, ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè
ôîðìóëàìè äëÿ ñèñòåìû G/MSP/1/∞, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå [1].

4. ÂÐÅÌß ÎÆÈÄÀÍÈß ÍÀ×ÀËÀ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß È ÂÐÅÌß ÏÐÅÁÛÂÀÍÈß
ÇÀßÂÎÊ Â ÑÈÑÒÅÌÅ

Ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçàííûå ñ âðåìåíåì îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ è âðåìåíè
ïðåáûâàíèÿ çàÿâîê è ãðóïï çàÿâîê â ñèñòåìå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç βm, m = 1,K, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèøåäøàÿ çàÿâêà íàõîäèòñÿ â ãðóïïå
èç m çàÿâîê. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

βm =
mlm

l1 + 2 l2 + . . . + KlK
, m = 1,K.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ íåïîñðåäñòâåííî ê âû÷èñëåíèþ ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé âðåìåíè
îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ è âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé çàÿâêè â ñèñòåìå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hk(x), k ≥ 1, ìàòðèöó, ýëåìåíòîì (Hk(x))ij êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî çà âðåìÿ x áóäåò îáñëóæåíî íå ìåíåå k çàÿâîê è â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ
k-é çàÿâêè ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ ïåðåéäåò íà ôàçó j, ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
ôàçà îáñëóæèâàíèÿ áûëà i è â ñèñòåìå íàõîäèëîñü íå ìåíåå k çàÿâîê.
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Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìàòðèöû Fk(x) è Hk(x),
êîòîðîå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèé ýòèõ ìàòðèö:

Hk(x)1 = 1−
k−1∑
i=0

Fi(x)1, k ≥ 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wm(x) è Vm(x) ñîîòâåòñòâåííî ñòàöèîíàðíûå ÔÐ âðåìåíè îæèäàíèÿ íà-
÷àëà îáñëóæèâàíèÿ è âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè ïîä ïîðÿäêîâûì íîìåðîì m, m = 1,K, â
ãðóïïå èç íå ìåíåå, ÷åì m çàÿâîê, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ñëåäóþùåé ôîðìå:

W1(x) = p−0 1 +
∞∑

j=1

p−j Hj(x)1,

Wm(x) =
∞∑

j=0

p−j Hj+m−1(x)1, m = 2,K,

Vm(x) =
∞∑

j=0

p−j Hj+m(x)1, m = 1,K.

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü β ∗m, m = 1,K, òîãî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ çàÿâêà ïðèøëà â ñèñòåìó ïîä
ïîðÿäêîâûì íîìåðîì m â ãðóïïå èç íå ìåíåå, ÷åì m çàÿâîê. Âåðîÿíîñòü òîãî, ÷òî çàÿâêà
ïðèøëà ïîä íîìåðîì k, k = 1,m, ïðè óñëîâèè, ÷òî îíà ïîñòóïèëà â ñèñòåìó â ãðóïïå ðîâíî èç
m, m = 1,K, çàÿâîê ðàâíà 1/m, ïîýòîìó

β ∗m =
K∑

k=m

1
k

βk =
Lm

l1 + 2 l2 + . . . + KlK
,

ãäå Lm =
K∑

k=m

lk, m = 1,K.

Òîãäà ñòàöèîíàðíûå ÔÐ W (x) è V (x) âðåìåíè îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ è âðåìåíè
ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

W (x) =
K∑

m=1

β ∗mWm(x),

V (x) =
K∑

m=1

β ∗mVm(x).

Íàéäåì òåïåðü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå ãðóïïû, â êîòî-
ðîé ïðèøëà çàÿâêà. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü âðåìåíåì ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå ãðóïïû çàÿâîê
âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ ýòîé ãðóïïû äî ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ îáñëóæè-
âàíèÿ ïîñëåäíåé çàÿâêè èç ýòîé ãðóïïû.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ãðóïïû, â êîòîðîé ïðèøëà çàÿâêà, íåîáõîäèìî,
÷òîáû îáñëóæèëèñü âñå çàÿâêè, êîòîðûå áûëè â ñèñòåìå äî ïîñòóïëåíèÿ ãðóïïû è âñå çàÿâêè â
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ãðóïïå, ìîæíî çàïèñàòü ÔÐ Ṽ (x) âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ãðóïïû â ñèñòåìå, â êîòîðîé ïîñòóïèëà
â ñèñòåìó ïðîèçâîëüíàÿ çàÿâêà

Ṽ (x) =
K∑

m=1

βm

∞∑
k=0

p−k Hk+m(x)1.

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíû îñíîâíûå ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ

ÑÌÎ G[X]/MSP/1/∞ ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëåíèåì çàÿâîê, âêëþ÷àÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè
îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ è âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé çàÿâêè â ñèñòåìå, à
òàêæå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå ãðóïïû çàÿâîê, â êîòîðîé ïðèøëà çàÿâêà.
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå, ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ
äëÿ â ðàáîòàõ [1, 2, 3].
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