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Àííîòàöèÿ�Çòà ñòàòüÿ ñóììèðóåò âàæíåéøèå ðåçóëüòàòû ïî òî÷íûì ðåøåíèÿì ñèñòåìû
îáñëóæèâàíèÿ M/GI/1 ñ ýãàëèòàðíûì ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà (EPS � Egalitarian Pro-
cessor Sharing). Ìàòåðèàë ïî÷åðïíóò, â îñíîâíîì, èç ñòàòåé àâòîðîâ, êîòîðûå äîïîëíå-
íû äðóãèìè ðåçóëüòàòàìè. Ãëàâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå íåäàâíèõ äîñòèæåíèé â
òî÷íîì àíàëèçå ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/GI/1�EPS ñ ïîñëåäóþùèì óïîðîì íà íåñòàöèî-
íàðíûå (òðàíçèåíòíûå) âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ âåðîÿòíîñòíî�âðåìåííûõ
õàðàêòåðèñòèê. Â ÷àñòíîñòè, îáçîð âêëþ÷àåò ðåçóëüòàòû ïî ñîâìåñòíîìó íåñòàöèîíàðíî-
ìó ðàñïðåäåëåíèþ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå òðåáîâàíèÿ, ïîñòóïàþùåãî â ìîìåíò
t ñ òðåáóåìîé äëèòåëüíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ (äëèíîé) u, è ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå
M/GI/1�EPS â ìîìåíò t−, ïîëó÷åííûå â òåðìèíàõ ìíîãîìåðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äåìîí-
ñòðèðóåòñÿ òàêæå, êàê ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íåñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
èçâåñòíûõ è íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïðåäñêàçàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû îáñëóæè-
âàíèÿ è îáíàðóæèòü åå íîâûå íåîæèäàííûå ñâîéñòâà.
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

1.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Îäíà èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì â ïðèêëàäíîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè î÷åðåäåé ñîñòîÿ-
ëà â íàõîæäåíèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ â ñèñòå-
ìå îáñëóæèâàíèÿ M/GI/1 ñ äèñöèïëèíîé ýãàëèòàðíîãî (ñïðàâåäëèâîãî) ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà
(EPS � àááðåâèàòóðà òåðìèíà Egalitarian Processor Sharing)2 Äîëãîå âðåìÿ ýòà ïðîáëåìà îñòà-
âàëàñü îòêðûòîé, âïåðâûå ïîëíîå åå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî ßøêîâûì (Yashkov) ñ ïîìîùüþ
ïðåäëîæåííîãî èì íîâîãî àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà (ïåðâîíà÷àëüíî äëÿ ñèñòåìûM/M/1 ñ äèñöè-
ïëèíîé êðóãîâîãî öèêëè÷åñêîãî äîñòóïà RR (RR � àááðåâèàòóðà òåðìèíà Round�Robin) [155]
(1977)), àäàïòèðîâàííîãî ïîçäíåå äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåìû M/GI/1 c ýãàëèòàðíûì ðàçäåëåíèåì
ïðîöåññîðà3 (ñì., íàïðèìåð, [78] (1978), [156] (1981), [158] (1983), à òàêæå [162], [167] äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ññûëîê). Ýòîò ìåòîä, óëó÷øåííûé íåìíîãî ïîçæå, îêàçàëñÿ âåñüìà ïëîäîòâîð-
íûì äëÿ ïîëó÷åíèÿ äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ, íàïðèìåð, äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
÷èñëà òðåáîâàíèé â ðàññìàòðèâàåìîé è ðîäñòâåííîé ìîäåëÿõ [163] (1988), [164] (1989), [166]
(1991), [167] (â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå äî êîíöà ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ýòè çàäà÷è ñ÷èòàëèñü íåðàç-
ðåøèìûìè ñ àíàëèòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ).

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå òðåáóþòñÿ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøå-
íèé ëþáîé ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, ðåäêî óäîâëåòâîðÿþòñÿ â ðåàëüíîé æèçíè. Äëÿ
ðåàëüíîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðèè î÷åðåäåé ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è àíàëèçå òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì èñ-
ïîëüçîâàíèå òîëüêî ñòàöèîíàðíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâíî íåäîñòàòî÷íî.
Íàïðèìåð, ÷àñòî áûâàåò íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâà-
íèÿ, ïðèáëèæàþùååñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ñ ðîñòîì âðåìåíè (åñëè è êîãäà ñòàöèîíàðíîå ñîñòî-
ÿíèå ñóùåñòâóåò). Ïðè ýòîì äàæå ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäè â ìîìåíò t äàåò íàìíîãî áîëüøå
èíôîðìàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàöèîíàðíûì ñðåäíèì ÷èñëîì òðåáîâàíèé. Îäíàêî èçâåñòíî
ìàëî ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíû íåñòàöèîíàðíûå (òðàíçèåíòíûå) ðåøå-
íèÿ ïî âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ïðîöåññîâ îáñëóæèâàíèÿ. Êàê ïðàâèëî, ê òàêèì ñè-
ñòåìàì îòíîñÿòñÿ î÷åðåäè M/GI/1 ñ êëàññè÷åñêèì äèñöèïëèíàìè îáñëóæèâàíèÿ (íàïðèìåð,
FCFS (ïåðâûì ïðèøåë � ïåðâûì îáñëóæåí), à òàêæå ñ îòíîñèòåëüíûìè èëè àáñîëþòíûìè
ïðèîðèòåòàìè, ñì. Äæåéñóîë (Jaiswal) [65], Ïðàáõó (Prabhu) [112], Òàêà÷ (Tak�acs) [138, 139], à
òàêæå Àñìóññåí (Asmussen) [10], Áî÷àðîâ è Ïå÷èíêèí [25], Ãíåäåíêî è Êîâàëåíêî [53], Êîýí
(Cohen) [36], Êóïåð (Cooper) [38], Êîêñ è Ñìèò (Cox and Smith) [40]). Êðîìå òîãî, âñå íåñòàöè-
îíàðíûå ðåøåíèÿ äëÿ î÷åðåäåé òèïà M/GI/1 ïîëó÷åíû â òåðìèíàõ äâîéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
(ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè), èç êîòîðûõ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî èçâëå÷ü íåîáõîäèìóþ èíôîð-
ìàöèþ îòíîñèòåëüíî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ. (Ïîä÷åðêíåì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî äëÿ
ïîëó÷åíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé íåîáõîäèìà áîëåå ïðîäâèíóòàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåõíèêà
ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëèçîì ñèñòåìû â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå.) Âïðî÷åì, íåêîòîðûå èñêëþ÷åíèÿ
ñîñòàâëÿþò âàðèàöèè ñèñòåìû M/M/1, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû òðàíçèåíòíûå ðåøåíèÿ â ÿâíîì
âèäå. Êàê ïðàâèëî, òî÷íûå ðåçóëüòàòû àíàëèçà â ïåðåõîäíîì ðåæèìå âêëþ÷àþò áåñêîíå÷-
íûå ñóììû áåññåëåâûõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, êíèãó Ñààòè (Saaty) [119] èëè îáçîð Òðèïàòè
(Tripathi) è Äóäà (Duda) [140]). Âïåðâûå òàêîå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî Áåéëè (Baily) [15], êî-
òîðûé èñïîëüçîâàë ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, îïèñûâàþùèõ
2 Ïåðâîíà÷àëüíàÿ èäåÿ EPS ïðèíàäëåæèò Êëåéíðîêó (Kleinrock) [81] (1967).
3 Ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ EPS ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåïðåðûâíûé ïðåäåë î÷åðåäè ñ äèñöèïëèíîé RR
(ñì. äëÿ äåòàëåé òðåòèé àáçàö ðàçäåëà 2.1 ).
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ïðîöåññ ÷èñëà òðåáîâàíèé. Â áîëåå îáùèõ ñèòóàöèÿõ ïîëó÷åíèå òî÷íûõ ðåøåíèé â ÿâíîì âèäå
ìàëîâåðîÿòíî. Ïîýòîìó áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, à
òàêæå àïïðîêñèìàöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé è íåêîòîðûõ ïîêàçàòåëåé ïðî-
èçâîäèòåëüíîñòè ïðîñòûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ. Îäíàêî ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå
àïïðîêñèìàöèè â äàííîé ñòàòüå.

Ïðåæäå âñåãî, ýòà ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà òî÷íûì ðåøåíèÿì äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé
îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû M/GI/1�EPS. Ïîëó÷åííûå ñíà÷àëà äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðå-
æèìà, ýòè ðåøåíèÿ â ïîñëåäíåì äåñÿòèëåòèè óäàëîñü ðàñïðîñòðàíèòü è íà íåñòàöèîíàðíûé
ñëó÷àé. Èíûìè ñëîâàìè, áûëè íàéäåíû òî÷íûå òðàíçèåíòíûå ðåøåíèÿ â òåðìèíàõ ìíîãîìåð-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. (Â îáùåì, òàêèå ðåøåíèÿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÿâíûå, ïî êðàéíåé
ìåðå â ïðèíöèïå, åñëè ìû ñ÷èòàåì ðåøåíèå â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâíûì.) Ýòè ðåøåíèÿ
ðàçâèòû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîâìåñòíîãî íåñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âèðòóàëüíîãî âðåìåíè
ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå òðåáîâàíèÿ, ïîñòóïàþùåãî â ìîìåíò t è èìåþùåãî â ýòîò ìîìåíò òðå-
áóåìóþ äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ (äëèíó) u, è ÷èñëà òðåáîâàíèé â ìîìåíò t− â ñèñòåìå
îáñëóæèâàíèÿ M/GI/1�EPS (ìàðãèíàëüíîå íåñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ïðåáûâà-
íèÿ òðåáîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïî u).

Îñíîâíûå öåëè ñòàòüè ñîñòîèò â áîëåå äåòàëüíîì ïî ñðàâíåíèþ ñ [167] îáúÿñíåíèè ìåòîäà
ïîëó÷åíèÿ óêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ è îáçîðå òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé, â îñîáåííîñòè,
ïîëó÷åííûõ â ïîñëåäíåì äåñÿòèëåòèè. Àñèìïòîòè÷åñêèì è àëãîðèòìè÷åñêèì ðåøåíèÿì óäå-
ëÿåòñÿ ìåíüøå âíèìàíèÿ. Ïîëíîñòüþ îñòàâëåíû â ñòîðîíå è òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû
M/GI/1 ñ äðóãîé ïîïóëÿðíîé äèñöèïëèíîé ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà FBPS 4, íåñìîòðÿ íà òî,
÷òî ýòà ìîäåëü èññëåäîâàíà ïî÷òè ñòîëü æå ãëóáîêî êàê M/GI/1�EPS (â îòëè÷èå îò äðóãèõ
âàðèàíòîâ äèñöèïëèí ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà). (Îòíîñèòåëüíî äîñòèæåíèé â àíàëèçå ìîäå-
ëè FBPS ñì., íàïðèìåð, [159] (1984), [110] (1986), [123] (1988), [164] (1989), [167] (1990), [25]
(1995), [106] (2004), [175] (2004) è [9] (2005).5) Ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì òàêæå êàê áîëüøèíñòâî
(åñëè íå âñå) èçâåñòíûõ èëè íîâûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû M/GI/1�EPS ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû â êà÷åñòâå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå èëè íåñòàíäàðòíûå àðãóìåí-
òû (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ àáåëåâûõ/òàóáåðîâûõ (Abel's/Tauber's) òåîðåì). Â ñóùíîñòè, íàøè
êîíñòðóêöèè âîñõîäÿò ê àíàëèòè÷åñêîìó ìåòîäó èç ñòàòåé [155], [156], [158], äåòàëüíî îòðà-
æåííîìó è â ìîíîãðàôè÷åñêîì âèäå [164] (1989). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû [164] äîñòóïíû â âèäå
îáøèðíîãî îáçîðà [167] (1992) è äëÿ àíãëîÿçû÷íûõ ÷èòàòåëåé6. Ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò, ÷àñòè÷íî
äîïîëíÿåò è óãëóáëÿåò îáçîðû [162] (îòðàçèâøèé äîñòèæåíèÿ ïî 1987 ã.), [167] (îòðàçèâøèé
äîñòèæåíèÿ ïî 1990 ã.), íî îíà îòíþäü íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó ïî ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð, ñ îá-
çîðíîé ñòàòüåé [167] 7. Çà ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå îáúåì ëèòåðàòóðû ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ ñ ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà ïðîöåññîðà íàñòîëüêî óâåëè÷èëñÿ, ÷òî ñòàëî
ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî îòðàçèòü â îäíîé ñòàòüå ìíîãèå äîñòèæåíèÿ, ïî êîòîðûì, âïðî÷åì,

4 FBPS � àááðåâèàòóðà òåðìèíà Foreground Background Processor Sharing. Î ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ äèñöèïëèí
ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà ñì. [162,164,167], çäåñü ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà ýòîì.

5 Êðîìå òîãî, â [1, 2, 3] (2004 � 2006) îáíàðóæåíû íîâûå ôàêòû îòíîñèòåëüíî êëàññîâ ðàñïðåäåëåíèé, ïðè
êîòîðûõ äèñöèïëèíà FBPS ÿâëÿåòñÿ íåîïòèìàëüíîé.

6 Îäíàêî ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ïåðåâîä íà àíãëèéñêèé ÿçûê óêàçàííîé îáçîðíîé ñòàòüè íå âïîëíå óäîâëåòâî-
ðèòåëåí ñ òåðìèíîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó íåèçâåñòíûé ïåðåâîä÷èê, ïî�âèäèìîìó, íå ÿâëÿåòñÿ
ýêñïåðòîì â òåîðèè î÷åðåäåé.

7 Îòìåòèì òàêæå áîëåå ðàííèå îáçîðû ïî ýòîé ïðîáëåìàòèêå è ñìåæíîé òåìàòèêå, ïðèíàäëåæàùèå Ìàê Êèí-
íè (McKinney) [96] (1969), Êëåéíðîêó (Kleinrock) (1970), (1972) (âêëþ÷åííûå ïîçäíåå â åãî ìîíîãðàôèþ [83]
(1976)), Êîáàÿøè è Êîíõåéìó (Kobayashi and Konheim) [86] (1977), Äæåéñóîëó (Jaiswal) [66] (1982), Ìèò-
ðàíè (Mitrani) [98] (1986), Íåéìàíó [103] (1978) è Ñîëîâüåâó [130] (1981). Ê ýòèì ðàáîòàì ïðèìûêàþò, â
÷àñòíîñòè, ñòàòüÿ Âàðäà è Âèòòà (Ward and Whitt) [148] (2000) è äèññåðòàöèè Ãðèøå÷êèíà [55] (1994)
è Íóíåñà�Êüþåäæà (N�u�nez�Queija) [105] (2000), èçó÷èâøèõ íîâûé àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé
â [78, 158, 160, 164]. Íåêîòîðûå ÷àñòíûå âîïðîñû òåîðèè ñèñòåì ñ ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ òàêæå â ðàáîòàõ [17,41,44], [62,73,87], [89,143], ïîñâÿùåííûõ, â öåëîì, äðóãèì ïðîáëåìàì.
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ïîÿâèëñÿ ðÿä íåäàâíèõ îáçîðíûõ ñòàòåé. Íåêîòîðûå èç íèõ áóäóò óïîìÿíóòû äàëåå (áåç äåòàëü-
íîãî ðàññìîòðåíèÿ), ÷òî ïîçâîëèò íàì ñêîíöåíòðèðîâàòü óñèëèÿ òîëüêî íà ñôîðìóëèðîâàííûõ
öåëÿõ äàííîé îáçîðíîé ñòàòüè. Êîíå÷íî, àâòîðû íå ñòðåìèëèñü öèòèðîâàòü âñå ðàáîòû ïî ýòîé
ïðîáëåìàòèêå: èõ êîëè÷åñòâî çíà÷èòåëüíî ïðåâûñèëî òûñÿ÷ó íàèìåíîâàíèé (åñëè ó÷èòûâàòü
áîëåå äàëåêèå îò íàøèõ öåëåé ñòàòüè ÿâíî ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà), ïîýòîìó â îáçîðå óêàçû-
âàëèñü â ïåðâóþ î÷åðåäü îñíîâíûå ïóáëèêàöèè, â êîòîðûõ áûëè äîêàçàíû ïðèâåäåííûå äàëåå
òåîðåìû.

1.2. Íåêîòîðûå ñìåæíûå íàïðàâëåíèÿ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ìû îáñóæäàåì òîëüêî òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
M/GI/1 ñ ýãàëèòàðíûì ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà è íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè ýòîé ñèñòåìû
îáñëóæèâàíèÿ (âàæíûå ïðîáëåìû àïïðîêñèìàöèé è àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé â ñòàöèîíàðíîì
ðåæèìå òàêæå ïî÷òè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, ïîñêîëüêó èçâåñòåí ðÿä îðèãèíàëüíûõ è ñòàòåé è
îáçîðîâ ïî ýòîé ïðîáëåìàòèêå). Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû äàäèì ëèøü íåáîëüøîå ïðåäñòàâëåíèå
î íåêîòîðûõ ñìåæíûõ íàïðàâëåíèÿõ è èõ èñòîêàì.

Äëÿ îáøèðíîé áèáëèîãðàôèè ïî ðàçëè÷íûì òèïàì àïïðîêñèìàöèé â òåîðèè î÷åðåäåé ñì.,
íàïðèìåð, Áõàò, Øåëåáè è Ôèøåð (Bhat, Shalaby and Fisher) [21] (1979) (ñì. òàêæå [20]). Íàáî-
ëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ïîäõîäîì ê àïïðîêñèìàöèè êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ èõ àíàëèç â óñëîâèÿõ âûñîêîé çàãðóçêè (ÿâíî èëè íåÿâíî îïèðàþùèéñÿ íà öåíòðàëüíóþ
ïðåäåëüíóþ òåîðåìó), ïðåäëîæåííûé Êèíãìàíîì (Kingman) [77](1961). Öåëü òàêîãî àíàëè-
çà ñîñòîèò â âûâîäå áîëåå ïðîñòûõ âûðàæåíèé â ÿâíîì âèäå äëÿ ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé
õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû. Ìîæíî òàêæå îòìåòèòü òåñíî ñâÿçàííóþ ñ ýòèì ïîäõîäîì äèôôó-
çèîííóþ àïïðîêñèìàöèþ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ, äåòàëüíî èññëåäîâàííóþ äëÿ
ìíîãîëèíåéíûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ Èãëåõàðòîì è Âèòòîì (Iglehart and Whitt) [61] (1970).
Îáçîð äðóãèõ ðàáîò â ýòîì íàïðàâëåíèè ñäåëàí, â ÷àñòíîñòè, Ãëèííîì (Glynn) [52] (1990).
Âåñüìà ïîïóëÿðíà ñòàëà òàêæå ôëþèäíàÿ, ò.å. æèäêîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (îïèðàþùóþñÿ íà
óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë), ïðåäëîæåííàÿ Íüþâåëëîì (Newell) â 1968 ã. (ñì. [104, Ch.
6] (1971), [83, Ch. 2] (1976)).

Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñëó÷àé áîëüøîé çàãðóçêè èíòåðåñåí òåì, ÷òî äëÿ êëàññè÷å-
ñêèõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äîâîëüíî ïðîñòûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
â ôîðìå íåêîòîðûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì, êîòîðûå çà÷àñòóþ ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà áîëåå îá-
ùèå ñëó÷àè (â ÷àñòíîñòè, íà ñëó÷àé ðåêóððåíòíîãî âõîäÿùåãî ïîòîêà (òèïà GI) èëè äàæå òèïà
G). Â òî æå âðåìÿ òî÷íûå ðåçóëüòàòû, åñëè îíè äîñòèæèìû â ïðèíöèïå, èìåþò î÷åíü ñëîæ-
íûé âèä. Íåäàâíèå äîñòèæåíèÿ â ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ
õîðîøî èçëîæåíû â ìîíîãðàôèÿõ [72,152]8.

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå âåñüìà ïîïóëÿðíû ñòàëè àíàëîãè÷íûå çàäà÷è, íî óæå äëÿ ñè-
ñòåì îáñëóæèâàíèÿ ñ äèñöèïëèíàìè ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ óêàæåì
íà íåêîòîðûå ðàáîòû èç ìíîãî÷èñëåííûõ ïóáëèêàöèé â ýòîì íàïðàâëåíèè, ñì., íàïðèìåð,
[54,55,106,125,168,184].

Â îáùåì, ëèòåðàòóðà ïî àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèÿì äëÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñè-
ñòåì ñ ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà âåñüìà (è äàæå ÷åðåñ÷óð) îáøèðíà. Çà ïîñëåäíèå ãîäû â ìè-
ðîâîé ëèòåðàòóðå ïî ýòîé ïðîáëåìàòèêå ïîÿâèëèñü äåñÿòêè îäíîîáðàçíûõ è äóáëèðóþùèõ

8 Â ñåòè Internet äîñòóïíû äàæå äîïîëíèòåëüíûå ìàòåðèàëû ê êíèãå Âèòòà [152] (ñóììàðíûé îáúåì ýòîé êíèãè
ñ äîïîëíåíèåì ïðåâûøàåò 1000 ñòð.). Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå îáçîðû Ñòèäõýìà (Stidham) [132], Ñàéñêè (Sys-
ki) [137] è Äæàëàëîâà (Dhalalow) [44] (1995), êîòîðûå äàþò îáùåå ïðåäñòàâëåíèå îá îñíîâíûõ äîñòèæåíèÿõ
êëàññè÷åñêîé òåîðèè î÷åðåäåé (è åå ìåòîäàõ) çà ïîñëåäíèå 50 ëåò. Òåì íå ìåíåå â ñòàòüå [132], îòðàæàþùåé,
âïðî÷åì, ïåðñîíàëüíûå âçãëÿäû àâòîðà, ñèñòåìû ñ ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà óïîìÿíóòû ëèøü ìèìîõîäîì íà
ñòð. 199.
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äðóã äðóãà îáçîðîâ, èíôîðìàòèâíîñòü êîòîðûõ ïî÷òè íå óâåëè÷èâàåòñÿ ñ áûñòðûì ðîñòîì
èõ êîëè÷åñòâà (ïî�âèäèìîìó, ýòî ìîæåò ñëóæèòü êîíòðïðèìåðîì äëÿ çàêîíà äèàëåêòèêè î
ïåðåõîäå êîëè÷åñòâà â êà÷åñòâî). Ïîýòîìó ìû ñîøëåìñÿ â ýòîé ñâÿçè òîëüêî íà íåáîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî îðèãèíàëüíûõ ðàáîò, êàê ïðàâèëî, ñòàðòóþùèõ îò òåîðåì èç ñòàòåé [78] (1978), [158]
(1983), [122] (1984), [109] (1984), [160,162,167], [54], [125], [168]. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ê íèì îòíîñÿò-
ñÿ ðàáîòû [161] (1986), [185] (2000), [184] (2001) [69] (2002), [70] (2003), [55] (1994)(ñì. òàêæå [56]
(2004) èëè ñòàòüè, öèòèðîâàííûå â [70].Â [161] âûâåäåíû àñèìòîòè÷åñêèå îöåíêè äèñïåðñèè
ñòàöèîíàðíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå M/GI/1�EPS ïðè ìàëîé è áîëüøîé äëèíå òðå-
áîâàíèÿ (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ýòà îöåíêà ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé Êðàìåðà (Cram�er) [48] äëÿ ðèñêà
ðàçîðåíèÿ â îáîáùåííîì ïóàññîíîâñêîì ïðîöåññå). Ýòî âåòâü èññëåäîâàíèé áûëà ýôôåêòèâ-
íî ïðîäîëæåíà â [185] è [69, 70], â êîòîðûõ èç ôîðìóë ðàáîò [158, 162, 167] óäàëîñü èçâëå÷ü
äàëüíåéøóþ èíôîðìàöèþ îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ñòàöèîíàðíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ
â ñèñòåìå M/GI/1�EPS äëÿ íåêîòîðûõ ïîäêëàññîâ ðàñïðåäåëåíèé äëèí òðåáîâàíèé ñ òàê íà-
çûâàåìûì �òÿæåëûì� õâîñòîì �heavy tailed�9. Âïðî÷åì, îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîò [70, 185]
áûëè ïðåäñêàçàíû (íî íå äîêàçàíû) Êëåéíðîêîì [83, p. 175] (1976).

Åùå îäíî èíòåðåñíîå äîñòèæåíèå îòíîñèòñÿ ê ÿâíîìó âèäó àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ
÷èñëà òðåáîâàíèé â ìîìåíò t (ñ íîðìèðîâêîé t) â ñèñòåìå M/GI/1�EPS, ðàáîòàþùåé â óñëî-
âèÿõ ïåðåãðóçêè. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò áûë àíîíñèðîâàí â [167, òåîðåìà 6.4] (1990),
âïåðâûå äîêàçàí (ñ äîâîëüíî òÿæåëîâåñíûì äîêàçàòåëüñòâîì) Ãðèøå÷êèíûì [54] (1991), à
ïîçäíåå áûë ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé ðåêóððåíòíîãî âõîäÿùåãî ïîòîêà Æàíîì�Ìàðè è Ðî-
áåðîì (Jean�Marie and Robert) [68](1994) (cì.òàêæå [67]). Äðóãèå âåðñèè äîêàçàòåëüñòâ äëÿ
ñëó÷àÿ ïóàññîíîâñêîãî âõîäà ñîäåðæàò, â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû [7] (â êîíòåêñòå äèñêðèìèíàòîð-
íîãî ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà), [32,181].

Îòíîñèòåëüíî íîâûì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ, êîòî-
ðûå âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ñ ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì,
âîñõîäÿùèì ê ñòàòüÿì Áîðåëÿ (Borel) [26] (1942) è Êåíäàëëà (Kendall) [74] (1951), ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëó÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà çàíÿòîñòè â êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå M/GI/1�FCFS (ñì.
òàêæå [48]). Â òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ (ñì. [88, ãë. 13], [124], [142]) òàêèå ïðîöåññû èçó-
÷åíû î÷åíü ãëóáîêî. Îäíàêî îêàçàëîñü (ñì. [163], [164, ñòð. 95]), ÷òî èññëåäîâàíèå âðåìåíè
ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå M/GI/1�EPS òåñíî ñâÿçàíî ñ áîëåå ñëîæíûìè è ñëàáåå èçó÷åííûìè
âåòâÿùèìèñÿ ïðîöåññàìè Êðàìïà� Ìîäà�ßãåðñà [88, 57, 143] (òàêèå ïðîöåññû áûëè ââåäåíû
ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ ïðîáëåì áèîëîãèè). Ïåðåôîðìóëèðîâêà ìåòîäà è ðåçóëüòàòîâ àíà-
ëèçà ñèñòåìû M/GI/1�EPS èç ðàáîò [79, 156, 158, 160], ãäå îíè èçëàãàëèñü ñ ïîçèöèé òåîðèè
î÷åðåäåé, â òåðìèíàõ ýòèõ ïðîöåññîâ áûëà îñóùåñòâëåíà â [54, 55]. Ýòî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü
ðÿä èíòåðåñíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì.

Òåì íå ìåíåå, ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà � îáúåêò òåîðèè î÷åðåäåé,
è â äàííîì îáçîðå îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ ïîçèöèé èìåííî ýòîé òåîðèè ñ äîïîëíèòåëüíûì
ïðèâëå÷åíèåì íåêîòîðûõ íåòðèâèàëüíûõ âåðîÿòíîñòíûõ êîíñòðóêöèé, â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àéíîé
çàìåíû âðåìåíè.

Ðàçäåë 2 ñîäåðæèò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/GI/1�EPS. Ðàç-
äåë ñîñòîèò èç òðåõ ïîäðàçäåëîâ, ñîäåðæàíèå êîòîðûõ áîëåå èëè ìåíåå ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíûì
ýòàïàì ñòàíîâëåíèÿ è ðàçâèòèÿ ýòîé òåîðèè. Ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþò-
ñÿ îò îáîçíà÷åíèé, èñïîëüçîâàííûõ â îáçîðå [167], ïîýòîìó íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà íèõ.
Íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå êîììåíòàðèè ïðèâåäåíû â ñíîñêàõ. Äëÿ óòâåðæäåíèé ïðèìåíÿåò-
ñÿ äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ: ïåðâàÿ öèôðà ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ðàçäåëà, à âòîðàÿ öèôðà � íîìåðó

9 Òåîðèÿ òàêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé âïåðâûå ïîÿâèëàñü â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå. Åå äåòàëüíîå
èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè, â ÷àñòíîñòè, â ìîíîãðàôèÿõ [46] (1997), [128] (1998). Â ýòîé ñâÿçè óïîìÿíåì òàêæå
ãë. 3 êíèãè [141] (2005).
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òåîðåìû, ôîðìóëû è ò.ï. â îòäåëüíûõ ñïèñêàõ ýòèõ îáúåêòîâ ïî êàæäîìó ðàçäåëó (íàïðèìåð,
òåîðåìà 2.2 óêàçûâàåò íà 2�þ ïî ñ÷åòó òåîðåìó îò íà÷àëà ðàçäåëà 2, à ñëåäñòâèå 2.4 èäåíòèôè-
öèðóåò 4-å ïî ñ÷åòó ñëåäñòâèå îò íà÷àëà ðàçäåëà 2 èç âñåãî íàáîðà ñëåäñòâèé ýòîãî ðàçäåëà).
Ñëåäóÿ ïðèìåðó [128], ëèòåðàòóðà (íåçàâèñèìî îò ÿçûêà) äàåòñÿ åäèíûì ñïèñêîì â ïîðÿäêå,
ñîîòâåòñòâóþùåì ëàòèíñêîìó àëôàâèòó.

2. ÒÅÎÐÈß ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß M/GI/1�EPS. ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÉ ÐÅÆÈÌ

2.1. Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå äîñòèæåíèÿ (è êëþ÷åâûå îñîáåííî-
ñòè èõ âûâîäà) â òî÷íîì àíàëèçå ñèñòåìû M/GI/1 ñ ýãàëèòàðíûì ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà. Ïî-
íèìàíèå ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé îñíîâíûõ âåðîÿòíîñòíî�âðåìåííûõ
õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëèò ñîêðàòèòü îáúÿñíåíèÿ äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Îñíîâíîå âíè-
ìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðîáëåìå íàõîæäåíèÿ (óñëîâíîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðåáî-
âàíèÿ â ñèñòåìå M/GI/1�EPS â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà�Ñòèëòüåñà (ÏËÑ), ïîëó-
÷åííûì ðåøåíèÿì, ìåòîäàì ðåøåíèé è íåêîòîðûì ñìåæíûì ðåçóëüòàòàì. Ïî õîäó èçëîæåíèÿ
äàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå î íàèáîëåå âàæíûõ äîñòèæåíèÿõ, ñóùåñòâîâàâøèõ äî íàøèõ ðàáîò è ïî-
ÿâèâøèõñÿ ïîñëå íèõ, î äðóãèõ ïîäõîäàõ ê èññëåäîâàíèþ, à òàêæå íåêîòîðàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ
èíôîðìàöèÿ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó M/GI/1 ñ äèñöèïëèíîé ýãàëèòàðíîãî ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà (EPS)10.
Ýãàëèòàðíîå ðàçäåëåíèå ïðîöåññîðà îáû÷íî ðàññìàòðèâàëîñü êàê ïðåäåëüíàÿ ôîðìà äèñöè-
ïëèíû RR ïðè ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíå êâàíòà îáñëóæèâàíèÿ. Îäíàêî áîëåå ïåðñïåê-
òèâíûì îêàçàëîñü îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ ðàçíîâèäíîñòåé äèñöèïëèí ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà êàê
ñèñòåì ñ ïåðåìåííûìè ñêîðîñòÿìè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, çàâèñÿùèìè îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû.

Äèñöèïëèíà EPS ââåäåíà Êëåéíðîêîì [81] êàê ïðåäåëüíûé àíàëîã äèñöèïëèíû RR ïðè
óñòðåìëåíèè âåëè÷èíû êâàíòà ê íóëþ. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó ñ äèñöèïëèíîé EPS èíà-
÷å � êàê ñèñòåìó, îäíîâðåìåííî îáñëóæèâàþùóþ êàæäîå èç ïðèñóòñòâóþùèõ òðåáîâàíèé ñ
îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, êîòîðàÿ çàâèñèò îò îáùåãî ÷èñëà òðåáîâàíèé è ðàâíà 1/n, åñëè ÷èñëî
òðåáîâàíèé â òåêóùèé ìîìåíò ðàâíî n, n = 1, 2, . . . . Â ìîìåíòû èçìåíåíèÿ ÷èñëà îáñëóæè-
âàåìûõ òðåáîâàíèé ïðîèñõîäÿò ñêà÷êè ñêîðîñòè îáñëóæèâàíèÿ. Åñëè íàçûâàòü îñòàòî÷íîé
äëèíîé òðåáîâàíèÿ êîëè÷åñòâî ðàáîòû ïî åãî îáñëóæèâàíèþ ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, èçìå-
ðÿåìîå â åäèíèöàõ âðåìåíè, òî ïîä ñêîðîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ ïîíèìàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ
èçìåíåíèÿ îñòàòî÷íîé äëèíû òðåáîâàíèÿ çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆ ê ∆ ïðè ∆ → 0 (òåðìèí
�äëèíà� òðåáîâàíèÿ áóäåò çàìåíÿòü íåîäíîçíà÷íî òðàêòóåìûé òåðìèí �äëèòåëüíîñòü îáñëóæè-
âàíèÿ�). Äèñöèïëèíó EPS ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñòóïèâøåå â ñèñòåìó òðåáî-
âàíèå ñðàçó íà÷èíàåò îáñëóæèâàòüñÿ (î÷åðåäü â òðàäèöèîííîì åå ïîíèìàíèè îòñóòñòâóåò) è
îáñëóæèâàåòñÿ ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ (ïîíèìàåìîé â êèíåìàòè÷åñêîì ñìûñëå) äî òåõ ïîð,
ïîêà åãî îñòàòî÷íàÿ äëèíà íå ñòàíåò ðàâíîé íóëþ. Â ìîìåíòû ïîñòóïëåíèé íîâûõ òðåáîâàíèé
èëè óõîäà îáñëóæåííûõ ïðîèñõîäÿò ñêà÷êè ñêîðîñòè îáñëóæèâàíèÿ. Ñêîðîñòü îáñëóæèâàíèÿ

10 Âî âñåõ êëàññè÷åñêèõ äèñöèïëèíàõ îáñëóæèâàíèÿ â îäíîëèíåéíûõ ñèñòåìàõ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îáðà-
áàòûâàåòñÿ íå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ, ïðè÷åì ñêîðîñòü îáñëóæèâàíèÿ ëþáîãî òðåáîâàíèÿ ðàâíà ëèáî íóëþ
ïðè îæèäàíèè, ëèáî åäèíèöå ïðè îáñëóæèâàíèè. Äðóãèì êëàññîì äèñöèïëèí â òàêèõ ñèñòåìàõ îáñëóæè-
âàíèÿ, âêëþ÷àþùèì ïðåäåëüíûå ôîðìû äèñöèïëèí ðàçäåëåíèÿ âðåìåíè, ÿâëÿþòñÿ äèñöèïëèíû ðàçäåëåíèÿ
ïðîöåññîðà. Íàèáîëåå âàæíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ EPS. Â ÷àñòíîñòè, ýòà äèñöèïëèíà íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçó-
åòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ. Äîëãîå âðåìÿ òàêàÿ ñèñòåìà îñòàâàëàñü èçó÷åííîé òîëüêî íà ïîâåðõíîñòíîì
óðîâíå (óäàâàëîñü ïîëó÷èòü ôîðìóëû òîëüêî äëÿ ñðåäíèõ õàðàêòåðèñòèê), ïîýòîìó ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ
(ñòàöèîíàðíîãî) âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ñòàëà ñ÷èòàòüñÿ àíàëèòè÷åñêè íåðàçðåøèìîé. Êðàòêèé ýñêèç åå ðåøå-
íèÿ ïîÿâèëñÿ â [78] (1978), íî ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî äàíî âïåðâûå â [156] (1981) è óñîâåðøåíñòâîâàíî â [158]
(1983).
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ôëþêòóèðóåò âî âðåìåíè, à äëèòåëüíîñòü ïðåáûâàíèÿ îòäåëüíîãî òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìå çà-
âèñèò íå òîëüêî îò ðàíåå ïîñòóïèâøèõ, íî è îò ïîñëåäóþùèõ ïîñòóïëåíèé. Ýòî íà ïîðÿäîê
óñëîæíÿåò àíàëèç ñèñòåìû EPS ïî ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð, ñ ñèñòåìîé FCFS. Â ïðîöåññå îá-
ñëóæèâàíèÿ çà áåñêîíå÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆ ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå îñòàòî÷íîé
äëèíû êàæäîãî èç n òðåáîâàíèé íà ∆/n+ o(∆). Ïðè ýòîì ðåñóðñ ïðîöåññîðà äåëèòñÿ ïîðîâíó
(ðàâíîìåðíî) ìåæäó âñåìè îáñëóæèâàåìûìè òðåáîâàíèÿìè. Òàêîé ñïîñîá ðàçäåëåíèÿ ðåñóðñà
ñ òî÷êè çðåíèÿ òðåáîâàíèé áóäåò ñïðàâåäëèâûì, ÷òî è ïîä÷åðêèâàåòñÿ â íàçâàíèè.

Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå òàêîé ìàòåìàòè÷åñêîé èäåàëèçàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà îòðàæà-
åò íàèáîëåå ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü ñèñòåì ñ ðàçäåëåíèåì âðåìåíè (åñëè ïîä òðåáîâàíèåì
ïîíèìàòü îòäåëüíîå çàäàíèå ïîëüçîâàòåëÿ) èëè ìóëüòèïëåêñíûõ óçëîâ êîììóòàöèè ïàêåòîâ â
ñåòè Internet (òðåáîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ñîîáùåíèå èëè åãî ñåãìåíò) � çàìåäëåíèå îáñëóæèâàíèÿ
êàæäîãî òðåáîâàíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîå èõ îáùåìó ÷èñëó â òåêóùèé ìîìåíò. Ïóñòü λ � èíòåí-
ñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà, à äëèíû òðåáîâàíèé � íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (ñë.â.) ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ (ô.ð.)
B(x) = P(B ≤ x),, B(0+) = 0. Ïîëîæèì

β1 =
∫ ∞

0
(1−B(x))dx <∞ è β(s) =

∫ ∞

0

e−sx dB(x).

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ÿâëÿåòñÿ

ρ = λβ1 < 1. (2.1)

Ïóñòü V (u) � ñòàöèîíàðíîå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå òðåáîâàíèÿ, êîòîðîå â ìîìåíò ïî-
ñòóïëåíèÿ èìååò äëèíó u, ò. å. ðåàëèçàöèþ ñë.â.B, ðàâíóþ u (èíôîðìàöèÿ î âåëè÷èíå u ïî êàæ-
äîìó òðåáîâàíèþ íåäîñòóïíà äëÿ ñèñòåìû). Ïîíÿòíî, ÷òî V (u) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàêæå äëè-
òåëüíîñòü ôàêòè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ äëèíû u. Ïîëîæèì v(s, u) .= E[exp(−sV(u))]
(çäåñü è äàëåå u ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàðàìåòð). Îòìåòèì, ÷òî v(s, u) åñòü ÏËÑ óñëîâíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ V (x|u) = P(V(u) ≤ x|B = u).

Äëÿ ñèñòåìû Ì/Ì/1 ñ äèñöèïëèíîé ÅÐS (óñëîâíîå) ðàñïðåäåëåíèå ñë.â. V (u) âïåðâûå ïî-
ëó÷åíî Êîôôìàíîì è äð. [35] (1970); äëÿ ñèñòåìû Ì/G/1�ÅÐS äî íåäàâíåãî âðåìåíè áûë èç-
âåñòåí òîëüêî ïåðâûé ìîìåíò ô.ð. ñë.â. V (u), ïîëó÷åííûé âïåðâûå Ñàêàòîé è äð. [120] (1969)
Äî íåäàâíåãî âðåìåíè ïîÿâëÿëèñü ðàáîòû ïî ðàçëè÷íûì ñïîñîáàì âû÷èñëåíèÿ E[V(u)] â ýòîé
ñèñòåìå (ñì., íàïðèìåð, [12,51,83,107]). Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðå-
áîâàíèÿ äëèíû u â ñèñòåìå Ì/GI/1�ÅÐS âïåðâûå íàéäåíî â [78, 156, 157] â òåðìèíàõ ÏËÑ ñ
ïîìîùüþ îáîáùåíèÿ è ðàçâèòèÿ ïðåäëîæåííîãî â [155] ïîäõîäà ê ïîëó÷åíèþ òî÷íîãî ðåøå-
íèÿ äëÿ v(s, u) â ñèñòåìå Ì/Ì/1�RR (äîïîëíèòåëüíûe ïîäðîáíîñòè ïî ðàçëè÷íûì ìåòîäàì è
ðåçóëüòàòàì àíàëèçà ñèñòåìû RR è åå âàðèàíòàì ìîæíî íàéòè [164, ãë. 1]). Â [158] óñîâåðøåí-
ñòâîâàí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñë.â. V (u) â ñèñòåìå Ì/GI/1�ÅÐS è ïîëó÷åí ðÿä
íîâûõ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê, íà îñíîâå êîòîðûõ âïåðâûå âûÿâëåíû õàðàêòåðíûå ñâîé-
ñòâà ñèñòåìû, ñóùåñòâåííî äîïîëíÿþùèå ïåðå÷èñëåííûå â [83, ãë.4]. Îäíà èç îñíîâíûõ òåì
äàííîãî ðàçäåëà � îïèñàíèå ìåòîäà è ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèÿ v(s, u) â ñèñòåìå Ì/GI/1�EPS.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ýðãîäè÷åñêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ V (x|u), ïîýòîìó âî ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ íå óêàçàíà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè.

Åñëè ïîëó÷åíî v(s, u), òî ÏËÑ ðàñïðåäåëåíèÿ áåçóñëîâíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ V òðåáî-
âàíèÿ â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ êàê

v(s) .= E[e−sV] =
∫ ∞

0
v(s, u) dB(u). (2.2)
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Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà âðåìåíè îæèäàíèÿ òðåáîâàíèÿ äëèíû u (òî÷íåå, ïîòåðÿííîãî âðåìå-
íè ñâåðõ íåîáõîäèìîãî äëÿ îáñëóæèâàíèÿ ñî ñêîðîñòüþ åäèíèöà) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
W (u) = V (u)− u. Îòñþäà, çíàÿ v(s, u), ëåãêî ïîëó÷èòü w(s, u) .= E[e−sW(u)].

Ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ V (x|u) âû÷èñëÿþòñÿ (ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ) êàê

vj(u) = lim
s↓0

(−1)j∂v(s, u)/∂s, Var[V (u)] = v2(u)− v2
1(u). (2.3)

Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà ðàñïðåäåëåíèè (ñòàíäàðòíîãî) ïåðèîäà çàíÿòîñòèΠ. Ïîëîæèì π(s) .=
E[e−sΠ]. Îòñ÷åò âðåìåíè � ñ ìîìåíòà íà÷àëà ïåðèîäà çàíÿòîñòè. Âñå äèñöèïëèíû ðàçäåëå-
íèÿ ïðîöåññîðà ïðèíàäëåæàò êëàññó êîíñåðâàòèâíûõ äèñöèïëèí. Ñâîéñòâî êîíñåðâàòèâíî-
ñòè îçíà÷àåò, ÷òî äëèíû òðåáîâàíèé íå çàâèñÿò îò äèñöèïëèíû è îòñóòñòâóþò èñêóññòâåííûå
ïðîñòîè ïðèáîðà. Èíûìè ñëîâàìè, ïðè îáñëóæèâàíèè íå ïîðîæäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå è íå
óíè÷òîæàþòñÿ èìåþùèåñÿ òðåáîâàíèÿ (â ÷àñòíîñòè, êëàññó êîíñåðâàòèâíûõ ïðèíàäëåæàò äèñ-
öèïëèíû ñ äîîáñëóæèâàíèåì è áåç çàòðàò âðåìåíè íà ïåðåêëþ÷åíèå ïðèáîðà). Ïðèìåíèòåëüíî
ê äèñöèïëèíàì ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà â îäíîëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ñâîéñòâî êîíñåðâàòèâíîñòè
îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè ñóììà ìãíîâåííûõ ñêîðîñòåé
îáñëóæèâàíèÿ âñåõ èìåþùèõñÿ òðåáîâàíèé ðàâíà åäèíèöå.

Òåîðåìà 2.1. Â ñèñòåìå Ì/GI/1 ñ ëþáîé äèñöèïëèíîé ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà ÏËÑ ðàñïðå-
äåëåíèå (ñòàíäàðòíîãî) ïåðèîäà çàíÿòîñòè π(s) óäîâëåòâîðÿåò èçâåñòíîìó äëÿ äèñöèïëèí
LÑFS è FÑFS ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ Òàêà÷à

π(s) = β(s+ λ− λπ(s)). (2.4)

Óðàâíåíèå (2.4) îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ ôóíêöèþ π(s), àíàëèòè÷åñêóþ â ïîëóïëîñêîñòè
Re s > 0, â êîòîðîé |π(s)| ≤ 1. Ôóíêöèÿ π(s) âïîëíå ìîíîòîííà. Åñëè ρ < 1, òî π(0+) =
Π(+∞) = p∗ = 1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå π(0+) < 1, Π(+∞) = p∗, ãäå p∗ � åäèíñòâåííûé êîðåíü
óðàâíåíèÿ p∗ = β(λ− λp∗), ëåæàùèé â (0,1).

Êîììåíòàðèè ê äîêàçàòåëüñòâó. Äâà âàðèàíòà âûâîäà (2.4) äàíû â [164, còð. 57, 62-63]. Îäèí
èç íèõ ïîÿâèëñÿ ðàíåå â [78]. Äîêàçàòåëüñòâî â [164, �2.3] îñíîâàíî íà ðåäóêöèè ê âåòâÿùèì-
ñÿ ïðîöåññàì. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ñëóæèò âûâîä (2.4) äëÿ ñèñòåìû M/GI/1�FCFS (ñì.,
íàïðèìåð, [48, còð. 542-544]). Äëÿ ýòîãî â òåîðèè î÷åðåäåé îáû÷íî ðàññìàòðèâàëèñü õîðîøî
èçó÷åííûå âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû, âîçíèêàþùèå â ñèñòåìå M/GI/1 c äèñöèïëèíîé LCFS (Last
Come � First Served). Äîêàçûâàëàñü ñïðàâåäëèâîñòü (2.4) äëÿ ñèñòåìû M/G/1�LCFS è îòìå-
÷àëîñü, ÷òî ô.ð. ñë.â. Π â ñèñòåìàõ LCFS è FCFS ñîâïàäàþò.

Â [78,156,158] äëÿ ýòîé öåëè áûëè ðàññìîòðåíû áîëåå ñëîæíî óñòðîåííûå âåòâÿùèåñÿ ïðî-
öåññû, âîçíèêàþùèå â ñèñòåìå M/GI/1 ñ äèñöèïëèíîé EPS. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò [48], áûëî
ââåäåíî íîâîå ïðàâèëî ïîðîæäåíèÿ ïðÿìîãî ïîòîìñòâà, îñíîâàííîå íà ðàâíîâåðîÿòíîì ñëó÷àé-
íîì âûáîðå (ïîäðîáíîñòè ñì. äàëåå). Ïîñëå ñîñòàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïè-
ñûâàþùèõ âðåìÿ æèçíè Π(x) cîîòâåòñòâóþùåãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà, ïîðîæäåííîãî ïðåäêîì
äëèíû x, ïîëó÷åíî ðåøåíèå äëÿ

π(s, x) .= E[e−sΠ(x)] = e−x(s+λ−λπ(s)), (2.5)

èç êîòîðîãî ïîñëå ñíÿòèÿ óñëîâèÿ ïî x âûòåêàåò (2.4), cïðàâåäëèâîå äëÿ ñèñòåìû M/GI/1�
EPS.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ íåçàêîí÷åííîé ðàáîòû U(t) (ñóììà îñòàòî÷íûõ äëèí âñåõ
èìåþùèõñÿ òðåáîâàíèé â ìîìåíò t). Ïîñêîëüêó ñë.â. Π åñòü èíòåðâàë âðåìåíè, íà êîòîðîì
U(t) > 0, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ô.ð. ñë.â. Π èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ëþáîé êîíñåðâàòèâ-
íîé äèñöèïëèíû â ñèñòåìå M/GI/1. Ïîäêëàññîì òàêèõ äèñöèïëèí ÿâëÿþòñÿ âñå äèñöèïëèíû
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ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà. Îíè, â ÷àñòíîñòè, óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó ñîõðàíåíèÿ Êëåéíðîêà [83],
è íå èñïîëüçóþò èíôîðìàöèè î äëèíàõ òðåáîâàíèé. ut

Çàìå÷àíèå 2.1. Ðàâåíñòâî (2.5) cîâïàäàåò ñ ÏËÑ ô.ð. ñòàöèîíàðíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ
V (x) òðåáîâàíèÿ äëèíû x â ñèñòåìå M/G/1 c äèñöèïëèíîé LCFS�P (îáñëóæèâàíèå â îáðàòíîì
ïîðÿäêå ñ ïðåðûâàíèÿìè). Ïðè äèñöèïëèíå LCFS�P êàæäîìó íîâîìó ïîñòóïëåíèþ äàåòñÿ
âûñøèé àáñîëþòíûé ïðèîðèòåò, à â î÷åðåäè, îðãàíèçîâàííîé ïî ïðèíöèïó ñòåêà, ðàçìåùàþòñÿ
ïðåðâàííûå òðåáîâàíèÿ äëÿ äàëüíåéøåãî äîîáñëóæèâàíèÿ.

2.2. Còàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà òðåáîâàíèé

Ðÿä îáîçíà÷åíèé äëÿ ìîäåëè M/GI/1�EPS ââåäåí âûøå. Äîëãîå âðåìÿ äëÿ íåå áûë èçâåñòåí
òîëüêî ïåðâûé ìîìåíò ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ äëèíû
u (ñì. (2.22)) è ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà òðåáîâàíèé (ñì. ôîðìóëó (2.8)11). Ââåäåì â
ðàññìîòðåíèå êóñî÷íî�ëèíåéíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññX0(t) = {L(t), xi(t), i = 1, . . . , L(t); t ∈ R+},
õàðàêòåðèçóþùèé ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò t. Çäåñü L(t) � ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå ÅÐS
â ìîìåíò t, à äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå xi(t) óêàçûâàþò íà îñòàòî÷íóþ äëèíó i�ãî òðåáîâà-
íèÿ â ìîìåíò t (ïîðÿäîê íóìåðàöèè òðåáîâàíèé íå èìååò çíà÷åíèÿ â ñèëó ñïåöèôèêè äèñöè-
ïëèíû EPS). Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ïðîöåññà X0(t) åñòü {Z+ × {∅ ∪R+

1 ∪R+
2 . . .}}. Çäåñü ∅

îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå, êîãäà L(t) = 0, Z+ = {0, 1, 2, . . .}. Ïóñòü òàêæå ïðîöåññ {Vt(u), t ∈ R+}
îïèñûâàåò âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ, êîòîðîå ïðèõîäèò â ìîìåíò t è èìååò â ýòîò ìîìåíò
äëèíó u. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ñìèòà äëÿ ðåãåíåðèðóþùèõ ïðîöåññîâ [131] (òî÷êàìè
ðåãåíåðàöèè ñëóæàò ìîìåíòû îêîí÷àíèÿ ïåðèîäîâ çàíÿòîñòè) ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.1) ïðîöåññû {Vt(u)} è X0(t) îáëàäàþò åäèíñòâåí-
íûìè ñòàöèîíàðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Òåîðåìà 2.2 îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñëåäóþùèõ ïðåäåëîâ:

v(s, u) = lim
t→∞

E[e−sVt(u)];

Pn(x1, . . . , xn) = lim
t→∞

Pn(t;x1, . . . , xn) = lim
t→∞

P(L(t) = n;xi(t) ∈ [xi, xi + dxi), i = 1, 2, . . . , n);

(2.6)

Pn = lim
t→∞

P(L(t) = n).

Â (2.6) Pn(x1, . . . , xn) îçíà÷àåò ñòàöèîíàðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðåáûâàíèÿ ïðîöåññà
X0(t) â ñîñòîÿíèè (n;x1, . . . , xn). Çäåñü íåÿâíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôèíàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ïðîöåññà X0(t) ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå òðåáîâàíèé n ≥ 1 îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ. Ýòî
óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ïðåäïîëîæèòü äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ô.ð. B(x) èìååò ïëîòíîñòü β(x).

Òåîðåìà 2.3. Â ñèñòåìå Ì/G/1� ÅÐS ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.1)

Pn(x1, . . . , xn) = P0λ
n

n∏
i=1

[1−B(xi)], n ≥ 1, ãäå P0 = P{∅}. (2.7)

11 Ýñêèç äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåí âïåðâûå â [120]. Ïðèìåí�åí ìåòîä ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ,
â êà÷åñòâå êîòîðûõ èñïîëüçîâàëèñü îáñëóæåííûå ÷àñòè äëèí (äîñòèãíóòîå îáñëóæèâàíèå) i-ãî òðåáîâàíèÿ,
i = 1, 2, . . . , L(t). Ïîâåäåíèå èññëåäóåìîãî ïðîöåññà îïèñûâàëîñü ñèñòåìîé èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ íåêîòîðûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.
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Ýòè ðåçóëüòàòû íàõîäÿòñÿ ïîñëå ñîñòàâëåíèÿ è ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîë-
ìîãîðîâà äëÿ ïëîòíîñòåé îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé êîìïîíåíò ïðîöåññà X0(t). Òå æå ðåçóëü-
òàòû â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè çàìåíå ïëîòíîñåé Pn(x1, . . . , xn) äèôôåðåíöèàëàìè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ô.ð., èñïîëüçóÿ îáîáùåííûå ôóíêöèè.

Ïëîòíîñòü Pn(x1, . . . , xn) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ xi, i =
1, 2, . . . , n â ñèëó òîãî, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå îá óïîðÿäî÷åííîñòè äîïîëíèòåëüíûõ êîîðäèíàò
ïðîöåññà X0(t) íå äåëàëîñü.

Îòìåòèì, ÷òî (2.7) áûëî ïîëó÷åíî â [79] ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññà A0(t) = {L(t), ai(t), i =
1, . . . , L(t); t ∈ R+} êàê âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò, íåîáõîäèìûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïóàññî-
íîâñêîãî õàðàêòåðà âûõîäÿùåãî ïîòîêà. Îòëè÷èå ïðîöåññà A0(t) îò X0(t) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî ai(t) èìååò ñìûñë íå îñòàòî÷íîé, à îáñëóæåííîé ÷àñòè äëèíû i�ãî òðåáîâàíèÿ. Ïëîòíî-
ñòè âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà A0(t) îïèñûâàþòñÿ ðàâåíñòâîì, àíàëîãè÷íûì (2.7) ïðè
ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíå ïåðåìåííûõ, ò. å.

Pn(a1, . . . , an) = P0λ
n

n∏
i=1

[1−B(ai)], n ≥ 1, ãäå P0 = P{∅}. (2.8)

Ïîïóòíî îòìåòèì, ÷òî îò (2.8) íåòðóäíî ïåðåéòè ê (2.7), îäíàêî íàéòè ïðîñòóþ ñâÿçü (2.7)
ñ (2.8) â îáðàòíóþ ñòîðîíó íå óäàåòñÿ.

Ñëåäñòâèå 2.1. ×èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå Ì/G/1 ñ äèñöèïëèíîé ÅÐS èìååò ãåîìåòðè-
÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Pn = (1− ρ)ρn, n = 0, 1, 2, . . . , (2.9)

èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî âèäà B(x) ïðè ôèêñèðîâàííîì ñðåäíåì β1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Pn =
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞

0
Pn(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn = P0ρ

n, n ≥ 1.

Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè
∑∞

n=0 Pn = 1 íàõîäèì P0 = 1− ρ. ut

Åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2.1 äàíî ïîñëå ñëåäñòâèÿ 3.3.

Câîéñòâà èíâàðèàíòíîñòè òàêîãî æå òèïà õàðàêòåðíû è äëÿ ìíîãîëèíåéíûõ ñèñòåì. Íàïðè-
ìåð, âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ n òðåáîâàíèé â êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå Ì/GI/∞ ñ ïóàññîíîâñêèì
âõîäÿùèì ïîòîêîì èíòåíñèâíîñòè λ èìååò âèä Pn = e−ρ ρn/n!, n = 0, 1, 2, . . .

Çàìå÷àíèå 2.2. Îòìå÷åííàÿ àíàëîãèÿ ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïîíÿòíîé, åñëè ðàññìîòðåòü ïðî-
öåññ îáñëóæèâàíèÿ â ñèñòåìå M/GI/1�EPS â íîâîì ìàñøòàáå âðåìåíè: èíòåðâàëû âðåìåíè,
â òå÷åíèå êîòîðûõ â ñèñòåìå îáñëóæèâàåòñÿ n > 1 òðåáîâàíèé, ñæèìàþòñÿ â n ðàç [79] (ýòà
èäåÿ ïðåäëîæåíà À.Ä.Ñîëîâüåâûì â 1975). Ïðè òàêîì èçìåíåíèè ìàñøòàáà âðåìåíè ñêîðîñòü
îáñëóæèâàíèÿ óæå íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò n, à ïîñòîÿííà è ðàâíà åäèíèöå. Îäíàêî ïðè ýòîì
óñëîæíÿåòñÿ ñòðóêòóðà âõîäÿùåãî ïîòîêà. Ñâîéñòâî îòñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ ñîõðàíÿåòñÿ,
íî èíòåíñèâíîñòü ñòàíîâèòñÿ ïåðåìåííîé, ðàâíîé nλ, åñëè â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ n òðåáîâàíèé,
n ≥ 1, è ðàâíîé λ, åñëè n = 0. Âõîäÿùèé ïîòîê íà îòðåçêå âðåìåíè, êîãäà â ñèñòåìå íàõî-
äèòñÿ n òðåáîâàíèé, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóïåðïîçèöèþ n íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ
ïîòîêîâ èíòåíñèâíîñòè λ. Òàêèì îáðàçîì, â íîâîì ìàñøòàáå âðåìåíè ñèñòåìà M/GI/1�ÅÐS
ïî âåðîÿòíîñòíîé ñòðóêòóðå ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó M̃/GI/∞ ñ ìàð-
êîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì ïåðåìåííîé èíòåíñèâíîñòè nλ, â êîòîðîé âíîâü ïîñòóïàþùåå òðå-
áîâàíèå ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò çàíÿòü ëþáîé ñâîáîäíûé ïðèáîð. Ñîäåðæàòåëüíî
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îïèñàííîå çäåñü ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïðîâîäèëîñü òåî-
ðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå íàøèõ íîâûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà ñèñòåìû ñ äèñöèïëèíîé
ÅÐS è äðóãèìè äèñöèïëèíàìè ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà [79, 160, 164, 166], ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
ïðèìåðîâ ñëó÷àéíîé çàìåíû âðåìåíè [23,88] â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Cëó÷àéíàÿ çàìåíà
âðåìåíè âïåðâûå ââåäåíà Âîëêîíñêèì â 1958 ã. [147] â êîíòåêñòå àáñòðàêòíîé òåîðèè ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ (ñì., íàïðèìåð, [23]) è èñïîëüçîâàëàñü, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ [128] (îáîáùåííàÿ ôîðìóëà Èòî äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé îò áðîóíîâñêîãî äâè-
æåíèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå ëþáîãî íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ìàðòèíãàëà ñ êâàäðàòè÷åñêîé âàðèà-
öèåé, ñòðåìÿùåéñÿ ê∞, â áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, èíòåãðèðîâàíèå ïî âîçðàñòàþùåìó ïðîöåññó
è ò.ï.). Â òåîðèè î÷åðåäåé ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå, íî äëÿ äðóãîãî êëàññà èññëåäóåìûõ ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ � âîçíèêàþùèõ â ñèñòåìàõ ñ ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà � âïåðâûå ïðèìåíåíî
â [79,159,160], ïîçâîëèâ, â ÷àñòíîñòè, äàòü òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ââåäåííûì â [155,156,158]
àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäàì.

Èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 2.2 äîêàæåì åùå îäíî ñëåäñòâèå òåîðåìû 2.3.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé P?
n(x1, . . . , xn) ñèñòåìû M̃/G/∞

èìåþò âèä

P?
n(x1, . . . , xn) = P?

0

λn

n

n∏
i=1

[1−B(xi)], n ≥ 1, (2.10)

ãäå

P?
n =

∫ ∞

0
. . .

∫ ∞

0
P?

n(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn = P?
0ρ

n/n, (2.11)

P?
0 = P{∅} = (1− ln(1− ρ))−1, ρ < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîãäà ñèñòåìà M/GI/1�EPS ñîäåðæèò n > 1 òðåáîâàíèé, òî �íîâîå� âðåìÿ
òå÷åò â íåé â n ðàç áûñòðåå ðåàëüíîãî âðåìåíè (ñì. çàìå÷àíèå 2.2). Ïîýòîìó îòíîøåíèå ñòàöèî-
íàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèÿõ (n;x1, . . . , xn), n ≥ 1 äëÿ ñèñòåì M/GI/1�EPS
è M̃/GI/∞ ðàâíî n. Â ñèëó ýòîãî ôàêòà èç ôîðìóëû (2.7) âûòåêàåò (2.10). Ðàâåíñòâî (2.10)
ïðèâîäèò ê (2.11), ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íîðìèðîâêè è ðÿäà Òåéëîðà äëÿ
íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà ôîðìóëó äëÿ ñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè P?

0 îòñóòñòâèÿ òðåáîâàíèé
â ñèñòåìå M̃/GI/∞. ut

2.3. Ýñêèç ìåòîäà äåêîìïîçèöèè íà ýëåìåíòû çàäåðæêè

Äàäèì ýñêèç àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ v(s, u) = E[e−sV(u)] â ñèñòåìå Ì/GI/1�ÅÐS.
Ïîä ñë.â. V (u) áóäåì ïîíèìàòü ïðîìåæóòîê âðåìåíè, çà êîòîðûé îñòàòî÷íàÿ äëèíà òðåáîâà-
íèÿ óìåíüøèòñÿ íà u. Ýêâèâàëåíòíî, ýòî ïðîìåæóòîê âðåìåíè, çà êîòîðûé òðåáîâàíèå (ñ÷è-
òàåì, ÷òî îíî ïîñòóïàåò â ñèñòåìó â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè) ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå îáñëóæåí-
íîé ÷àñòè äëèíû, ðàâíîå u. Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè ïðîõîæäåíèÿ ïî
ñèñòåìå íåêîòîðîãî âèðòóàëüíîãî òðåáîâàíèÿ äëèíû u (êîòîðîå áóäåì ñ÷èòàòü ïîìå÷åííûì)
ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè, ÷òî â ìîìåíò ñâîåãî ïîñòóïëåíèÿ îíî çàñòàåò ñèñòåìó â ñîñòîÿíèè
(n;x1, . . . , xn), è ðàçëîæåíèè ñë.â. V (u) íà ñóììó �ýëåìåíòîâ çàäåðæêè�. Äëÿ ýòîãî ñ êàæäûì
èç n òðåáîâàíèé, êîòîðûõ âñòðå÷àåò ïîìå÷åííîå ïðè ñâîåì ïîñòóïëåíèè, è ñ ñîáñòâåííî ïî-
ìå÷åííûì òðåáîâàíèåì (ïðåäêàìè) ñâÿçûâàþòñÿ âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû ïîðîæäåíèÿ ïîòîìêîâ,
ò.å. íåêîòîðîé ÷àñòè íîâûõ ïîñòóïëåíèé ïîñëå ïðèõîäà âèðòóàëüíîãî ïîìå÷åííîãî òðåáîâà-
íèÿ. Ñëó÷àéíûé ìåõàíèçì, îòíîñÿùèé íîâûå ïîñòóïëåíèÿ ê êàêîìó-ëèáî ïîòîìñòâó, îñíîâàí
íà ïðàâèëå: íîâîå òðåáîâàíèå, çàñòàþùåå â ñèñòåìå n òðåáîâàíèé, ñ÷èòàåòñÿ ïðÿìûì ïîòîìêîì
ëþáîãî (íî òîëüêî îäíîãî) èç íèõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/n. Äàëåå ââîäèòñÿ ñë.â. Φ(x, u) ýëåìåí-
òà çàäåðæêè ïîìå÷åííîãî òðåáîâàíèÿ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììàðíóþ äëèòåëüíîñòü
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îáñëóæèâàíèÿ ïðåäêà äëèíû x è åãî ïðÿìûõ ïîòîìêîâ çà îòðåçîê âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðî-
ãî îñòàòî÷íàÿ äëèíà ïîìå÷åííîãî òðåáîâàíèÿ óìåíüøèòñÿ íà u. Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Φ(x, u)
ìîæíî òàêæå òðàêòîâàòü êàê íåêîòîðûé (ìàðêîâñêèé) ôóíêöèîíàë îò ñîîòâåòñòâóþùåãî âåò-
âÿùåãîñÿ ïðîöåññà (îáðûâàþùåãîñÿ â ìîìåíò óõîäà ïîìå÷åííîãî òðåáîâàíèÿ èç ñèñòåìû), îïè-
ñûâàþùèé åãî âðåìÿ æèçíè, èëè, ÷òî ïðîùå, êàê äëèòåëüíîñòü ñïåöèôè÷íîãî îáðûâàþùåãîñÿ
(ñóá)ïåðèîäà çàíÿòîñòè (ýòî îäíî èç íîâûõ äëÿ òåîðèè î÷åðåäåé ïîíÿòèé, ïðèíöèïèàëüíî
îáîáùàþùåå õîðîøî èçâåñòíîå ïîíÿòèå ñòàíäàðòíîãî ïåðèîäà çàíÿòîñòè), êîòîðûé îòêðûâà-
åòñÿ òðåáîâàíèåì äëèíû x è îáðûâàåòñÿ â ìîìåíò, êîãäà ïðèðàùåíèå äîñòèãíóòîãî îáñëó-
æèâàíèÿ ïîìå÷åííîãî òðåáîâàíèÿ ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó u. Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå EPS
âåðîÿòíîñòíàÿ ñòðóêòóðà êîìïîíåíò ýòîãî ñóáïåðèîäà çàíÿòîñòè íàïîìèíàåò ñòðóêòóðó êîì-
ïîíåíò îáû÷íîãî ïåðèîäà çàíÿòîñòè ñ òåì ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì, ÷òî êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ
êîìïîíåíòà çàâèñèò îò ìîìåíòà îáðûâà è äëèíû ïîòîìêà, â ñâÿçè ñ ÷åì îíà �ñòîõàñòè÷åñêè
ìåíüøå� ïðåäûäóùåé (â ñìûñëå ââåäåííîãî Øòîéÿíîì (Stoyan) [133, 134] îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà
1
≤ äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ) 12

Îòìåòèì, ÷òî ïðè u → ∞ ñë.â. Φ(x, u) ïðåâðàùàåòñÿ â ñòàíäàðòíûé ïåðèîä çàíÿòîñòè,
ó êîòîðîãî äëèíà îòêðûâàþùåãî åãî òðåáîâàíèÿ ôèêñèðîâàíà è ðàâíà x. (ÏËÑ ô.ð. ñë.â.
Φ(x,∞) äàåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ (2.5). Èíûìè ñëîâàìè, ýòî âðåìÿ ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ
x = 0 ïðîöåññîì íåçàêîí÷åííîé ðàáîòû U(t) ïðè óñëîâèè U(0) = x.) Ïðè x ≥ u ñë.â. Φ(x, u) íå
çàâèñèò îò x. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî ââåñòè ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå D(u) d= Φ(x, u) ïðè x ≥ u.
Òåïåðü ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óêàçàííîì âûøå íà÷àëüíîì óñëîâèè � â ìîìåíò 0 ñèñòåìà
íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè (n;x1, . . . , xn) � ñïðàâåäëèâà äåêîìïîçèöèÿ

V (u) d=
n∑

i=1

Φ(xi, u) +D(u), (2.12)

ãäå âñå ñîñòàâëÿþùèå � íåçàâèñèìûå ñë. â. (Íåçàâèñèìîñòü ýòèõ ñë.â. � íåòðèâèàëüíûé ôàêò,
íàèáîëåå ýëåãàíòíî äîêàçûâàåìûé ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíîé çàìåíû âðåìåíè.) Ñîîòíîøåíèÿ òè-
ïà (2.12) ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè äëÿ ðàçâèâàåìîé äàëåå òåîðèè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êîìïîíåí-
òû ïðàâîé ÷àñòè (2.12) � àíàëîãè ýëåìåíòîâ çàäåðæêè ïîìå÷åííîãî òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìå
RR [155,164], îáîáùåííûå íà ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé: ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëèí B(x)
è îäíîâðåìåííîå îáñëóæèâàíèå âñåõ òðåáîâàíèé ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ, ïðè êîòîðîé êîðîò-
êèå ïî äëèíå òðåáîâàíèÿ �îáãîíÿþò� ïî ìîìåíòó óõîäà èç ñèñòåìû áîëåå äëèííûå òðåáîâàíèÿ,
ïîñòóïèâøèå ðàíåå. Ïîëîæèì ϕ(s, x, u) .= E[e−sΦ(x,u)] è δ(s, u) .= E[e−sD(u)]. Ðàññìàòðèâàÿ èíôè-
íèòåçèìàëüíûå èçìåíåíèÿ ñë. â. Φ(x, u), ìîæíî ñîñòàâèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ϕ(s, x, u) è δ(s, u) â îáëàñòè x < u

∂ϕ(s, x, u)
∂x

+
∂ϕ(s, x, u)

∂u
+
[
s+ λ− λ

∫ ∞

0
ϕ(s, y, u) dB(y)

]
ϕ(s, x, u) = 0, (2.13)

∂δ(s, u)
∂u

+
[
s+ λ− λ

∫ ∞

0
ϕ(s, y, u) dB(y)

]
δ(s, u) = 0, (2.14)

δ(s, 0) = ϕ(s, 0, u) = ϕ(s, x, 0) = 1.

Äëÿ âûâîäà ýòèõ óðàâíåíèé óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñòîõàñòè÷åñêèå ðàâåíñòâà, îïè-
ñûâàþùèå èçìåíåíèå ýëåìåíòà çàäåðæêè âèðòóàëüíîãî òðåáîâàíèÿ:

12 Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ òîëüêî äâóõ ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ îòíîøåíèé ïîðÿäêà
(1)

≤ è
(2)

≤ :

Bi(x)
(1)

≤ Bj(x), åñëè 1−Bi(x) ≤ 1−Bj(x) äëÿ ∀x ≥ 0;

Bi(x)
(2)

≤ Bj(x), åñëè
R∞

x
(1−Bi(y)) dy ≤

R∞
x

(1−Bj(y)) dy äëÿ ∀x ≥ 0.
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Φ(x+ ∆, u+ ∆) =

{
∆ + Φ(x, u), åñëè íå ïîÿâèëèñü ïîòîìêè,

∆ + Φ(x, u) + Φ(x, u), åñëè ïîÿâèëñÿ ïîòîìîê äëèíû x.
(2.15)

(Ðàâåíñòâî (2.15) âûïîëíÿåòñÿ â îáëàñòè x < u.) Àíàëîãè÷íî,

D(u+ ∆) =

{
∆ +D(u), åñëè íå ïîÿâèëèñü ïîòîìêè,

∆ +D(u) + Φ(x, u), åñëè ïîÿâèëñÿ ïîòîìîê äëèíû x.
(2.16)

Ïðèìåíÿÿ ê (2.15) and (2.16) ôîðìóëó ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïîëó÷àåì â
ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè ∆ → 0 ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.13) è (2.14).

Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñâîäÿùèõ ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.13)�(2.14) ê äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà è ðåøåíèÿ ïîñëåäíåãî ìå-
òîäîì õàðàêòåðèñòèê, ïîëó÷àåì

ϕ(s, x, u) =
{
δ(s, u) ïðè x ≥ u,
δ(s, u)/δ(s, u− x) ïðè x < u,

(2.17)

ãäå
δ(s, u) = e−(s+λ)u /ψ(s, u), u ≥ 0, (2.18)

à ôóíêöèÿ ψ çàäàåòñÿ ñâîèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà (ÏË) ïî u (àðãóìåíò q) ôóíêöèè ψ(s, u),
ÿâëÿþùåéñÿ ÏË ïî t (àðãóìåíò s) ôóíêöèè Ψ(t, u) äâóõ ïåðåìåííûõ

ψ̃(s, q) .=
∫ ∞

0
e−quψ(s, u) du =

s+ q + λβ(s+ q + λ)
(s+ q + λ)[q + λβ(s+ q + λ)]

, Re s > 0, q > −λπ(s). (2.19)

Ïðèìåíÿÿ ÏËÑ ê îáåèì ñòîðîíàì ðàâåíñòâà (2.12), ïðèõîäèì ê òåîðåìå 2.4.

Òåîðåìà 2.4. (1978) Â ñèñòåìå Ì/GI/1�EPS

E[e−sV(u) |(n; x1, . . . , xn)] = δ(s, u)
n∏

i=1

ϕ(s, xi, u), Re s > 0, (2.20)

ãäå ôóíêöèè ϕ è δ çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè (2.17)� (2.19).

Êîììåíòàðèè ê äîêàçàòåëüñòâó.13 Âïåðâûå (êðàòêèé è òðåáóþùèé äîïîëíèòåëüíîé àðãóìåí-
òàöèè) âûâîä (2.20) îñóùåñòâëåí â [78] (1978), äâà âàðèàíòà ïîëíûõ äîêàçàòåëüñòâ äàíû â
[156, 157] (1981), óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ âåðñèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîäåðæèòñÿ â [158] (1983). Îñ-
íîâíûå ðåçóëüòàòû c äîïîëíèòåëüíûì îáñóæäåíèåì ââåäåííûõ êîíñòðóêöèé âêëþ÷åíû â êíè-
ãó [164, ãë.2] (1989). ut

Çàìå÷àíèå 2.3. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.4 íå èñïîëüçîâàëîñü ðàâåíñòâî π(0+) = 1,
êîòîðîå èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.1), ïîýòîìó òåîðåìà 2.4 ñïðàâåäëèâà è ïðè
ρ ≥ 1.
13 Âûøå äàíî îáúÿñíåíèå, â îñíîâíîì, ê �âû÷èñëèòåëüíîé ÷àñòè� äîêàçàòåëüñòâà, ëèøü íàìåêíóâ íà îäíó èç

òðóäíîñòåé: äîêàçàòåëüñòâî íåçàâèñèìîñòè êîìïîíåíò äåêîìïîçèöèè (2.12). Î äðóãîé òðóäíîñòè â ðàìêàõ
îáçîðà ãîâîðèòü áåññìûñëåííî; âïðî÷åì, íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î íåé è î ñïîñîáàõ åå ïðåîäîëåíèÿ ñ ïî-
ìîùüþ íåòðèâèàëüíûõ êîíñòðóêöèé èç òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ áóäåò äàíî ïîçæå. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì
äîêàçàòåëüñòâî íåîäíîêðàòíî ìîäèôèöèðîâàëîñü. Âíåøíÿÿ ïðîñòîòà ýñêèçà ìåòîäà îáìàí÷èâà.

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÒÎÌ 6 � 4 2006



ÐÀÇÄÅËÅÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÎÐÀ 409

Çàìå÷àíèå 2.4. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü ïîëåçíû ýêâèâàëåíòíûå ôîðìû çàïèñè
ðàâåíñòâà (2.17). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì îäíó èç íèõ

ϕ(s, x, u) = e−(x∧u)(s+λ)+λ
R x∧u
0 ϕB(s,u−y) dy, x ∈ [0,∞),

ãäå

ϕB(s, t) .=
∫ ∞

0
ϕ(s, x, t) dB(x) =

∫ t

0

e−
R t

t−x(s+λ−λϕB(s,y)) dy dB(x)+(1−B(t)) e−
R t
0 (s+λ−λϕB(s,y)) dy .

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ÏËÑ ô.ð. îáðûâàþ-
ùåãîñÿ â ìîìåíò t ïåðèîäà çàíÿòîñòè â ñèñòåìå M/GI/1�EPS. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî-
ëó÷åíî íàìè â òåðìèíàõ ôóíêöèè ψ (ψ(s, t) .= exp(−λ

∫ t
0 ϕB(s, y) dy)) (òî÷íåå, â òåðìèíàõ

èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè ψ � ñì. ôîðìóëó (2.19)).

Çàìå÷àíèå 2.5. Áîëåå ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ î ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ èíòåðïðåòàöèè óðàâíåíèé
(2.13), (2.14) è ñïîñîáàõ èõ ñîñòàâëåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â [164]. Â [157] ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âîç-
ìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ åùå îäíîãî ïðèåìà, ñëåãêà îáëåã÷àþùåãî ñîñòàâëåíèå òàêèõ óðàâíå-
íèé: ïðèåìà ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ñîáûòèÿ (îêðàñêè òðåáîâàíèé), èíòåíñèâíî ðàçâèâàâ-
øåãîñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [84], [97], [100] ïî î÷åðåäÿì ñ ïðèîðèòåòàìè è ñèñòåìàì ñ äðóãîé
è áîëåå ïðîñòîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçíîâèäíîñòüþ äèñöèïëèíû ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà 14.

Ïðè ïóàññîíîâñêîì âõîäÿùåì ïîòîêå ïîñòóïëåíèå òðåáîâàíèÿ ñîçäàåò ìîìåíò ñëó÷àéíîãî
íàáëþäåíèÿ çà ñèñòåìîé (câîéñòâî PASTA), ñëåäîâàòåëüíî âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé â ìîìåíò
ïîñòóïëåíèÿ ñîâïàäàþò ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñîñòîÿíèé â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîýòîìó
ïðè ρ < 1 ìû âïðàâå ñíÿòü â (2.20) óñëîâèå ïî (n;x1, . . . , xn) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2.3, îïè-
ñûâàþùåé ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ôîðìó ñòàöèîíàðíîé ïëîòíîñòè ñîâìåñòíîé ô.ð. ÷èñëà L = n
òðåáîâàíèé ñ îñòàòî÷íûìè äëèíàìè, ïðèíàäëåæàùèìè áåñêîíå÷íî ìàëûì îêðåñòíîñòÿì òî÷åê
x1, . . . , xn. Ýòî äàåò

v(s, u) .= E[e−sV(u)] =
(1− ρ)δ(s, u)

1− λ
∫∞
0 ϕ(s, x, u)(1− B(x)) dx

,

÷òî ñ ó÷åòîì (2.17) � (2.19) ïðèâîäèò ê

Òåîðåìà 2.5. (1978) Â ñèñòåìå Ì/GI/1�EPS ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.1)

v(s, u) =
(1− ρ) e−u(s+λ)

ψ(s, u)− λ
∫ u
0

e−x(s+λ) ψ(s, u− x)(1−B(x)) dx− λ e−u(s+λ)
∫∞
u (1−B(x)) dx

, (2.21)

Re s > 0.
14 Òàêàÿ äèñöèïëèíà (òî÷íåå, êëàññ äèñöèïëèí) íàçâàí â [84] �ïàêåòíûì îáñëóæèâàíèåì â ðåæèìå ðàçäåëåíèÿ

ïðîöåññîðà�; â ñóùíîñòè, ýòî îáñëóæèâàíèå ïî ïðàâèëó EPS òîëüêî íåêîòîðîé ãðóïïû òðåáîâàíèé, ôîðìèðóå-
ìîé ïî ïðèíöèïó: îòñå÷ü âëèÿíèå áîëüøèíñòâà áóäóùèõ ïîñòóïëåíèé íà âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå ëþáîãî
òðåáîâàíèÿ èç îáñëóæèâàåìîé ãðóïïû. Â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ãðóïïû òðåáîâàíèé â ïðèáîð
ïîñòóïàþò âñå íàêîïèâøèåñÿ â î÷åðåäè òðåáîâàíèÿ, à ïîñëåäóþùèì ïîñòóïëåíèÿì çàïðåùàåòñÿ âõîä â ïðèáîð
äî ñëåäóþùåãî ìîìåíòà îñâîáîæäåíèÿ ïðèáîðà îò îáñëóæèâàíèÿ âñåé òåêóùåé ãðóïïû. Òåì ñàìûì ñîçäàþòñÿ
ïðåäïîñûëêè ê ïðèìåíåíèþ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ òåîðèè î÷åðåäåé, íå ïðèñïîñîáëåííûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ
E[e−sV(u)] â ñèñòåìå M/GI/1� EPS â åå �÷èñòîì� âèäå. Â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå òàêèå ìîäåëè íàçûâàþòñÿ
�gated processor�sharing�. Îíè ââåäåíû Êëåéíðîêîì â 1970 ã. â êîíòåêñòå çíà÷èòåëüíî áîëåå øèðîêîãî êëàññà
�ýãîèñòè÷åñêèõ� (sel�sh) äèñöèïëèí ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà (ñì. ññûëêó [49] â [83, ãë.4], à òàêæå [167, còð.13�
14]), ñðåäíèå õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ ñèñòåì íàéäåíû â [108]; ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê
ïîëó÷åíû â [84].
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Çàìåòèì, ÷òî (2.21) � ïðåîáðàçîâàíèå áåçãðàíè÷íî äåëèìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà [0,∞). Èíû-
ìè ñëîâàìè, ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü m-é ñòåïåíè v1/m(s, u), m = 1, 2, . . . , åñòü ÏËÑ íåêîòî-
ðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé15.

Áåç îñîáûõ òðóäíîñòåé òåîðåìà 2.5 îáîáùàåòñÿ íà íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ êëàññîâ òðåáî-
âàíèé [164, còð. 70]. ×òîáû äàòü ïðåäñòàâëåíèå î òàêîì îáîáùåíèè, ïîëîæèì λ = λ1 + λ2

(íèæíèå èíäåêñû ñîîòâåòñòâóþò êëàññó òðåáîâàíèé m = 1, 2), βm(s) áóäåò îáîçíà÷àòü ÏËÑ
ðàñïðåäåëåíèÿ äëèí òðåáîâàíèé Bm(x) êëàññà m, èìåþùåãî ïåðâûé ìîìåíò β1m < ∞. Ïóñòü
òàêæå ρm = λmβ1m è ρ = ρ1 + ρ2 < 1. Òîãäà ïðè β(s) = λ−1(β1(s) + β2(s)) (â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå ýòî ÏËÑ ô.ð. B(x) = λ−1(B1(x) + B2(x))) òåîðåìà 2.5 äàåò ÏËÑ ô.ð. ñòàöèîíàðíîãî
âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ äëèíû u, ïðèíàäëåæàùåãî êëàññó m (íåîáõîäèìîñòè â ïðè-
ñóòñòâèè èíäåêñà m â ëåâîé ÷àñòè (2.21) íå âîçíèêàåò â ñèëó òîãî, ÷òî ñë.â. Vm(u) îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåíà äëÿ êàæäîãî m, ïîñêîëüêó ñêîðîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé êàæäîãî êëàññà
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îáùèì ÷èñëîì n = i+j ïðèñóòñòâóþùèõ òðåáîâàíèé íåçàâèñèìî îò ÷èñëà
òðåáîâàíèé êëàññà 1 (i) è êëàññà 2 (j)). Ïðè òàêîì îáîáùåíèè ôîðìóëà (2.2) äëÿ ÏËÑ ô.ð.
áåçóñëîâíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå òðåáîâàíèÿ êëàññà m, î÷åâèäíî, ïðèíèìàåò âèä:

vm(s) =
∫ ∞

0
v(s, u) dBm(u).

Ïðèâåäåì òàêæå àíàëîã ñëåäñòâèÿ 2.1 äëÿ ñèñòåìû EPS ñ 2-ìÿ êëàññàìè òðåáîâàíèé:

Pij =

(
1−

2∑
m=1

ρm

)(
i + j
i

)
ρi
1ρ

j
2, i, j = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå ρ1 = λ1β11, ρ2 = λ2β12.

2.4. Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ. Èíòåðåñíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû M/GI/1�EPS.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé òåîðåìû 2.5 ïîëó÷åíû, â ÷àñòíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-
ïåðñèÿ ô.ð. ñë. â. V (u)

Ñëåäñòâèå 2.3.

E[V(u)] = u/(1− ρ). (2.22)

Ñëåäñòâèå 2.4.

Var[V (u)] = u2(1− ρ)−2 − 2(1− ρ)−1

∫ u

0
δ1(y) dy, (2.23)

ãäå

δ1(y) = E[D(u)] = u +
∫ u

0
(u− x)

∞∑
n=1

ρnfn∗(x) dx. (2.24)

Çäåñü fn∗(x) � n-êðàòíàÿ ñâåðòêà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íîé äëèíû òðåáîâàíèÿ
f(x) = (1−B(x))/β1, f

0∗(x) ≡ δ(x) (δ-ôóíêöèÿ Äèðàêà).

15 Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ óäîáíåå óñòàíîâèòü ñíà÷àëà ôàêò áåçãðàíè÷íîé äåëèìîñòè ô.ð. ñ
ÏËÑ δ(s, u) (ýòî äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèÿ (2.29) èç [164], íî ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2.18) è òåîðåìàìè èç [48, ãë.13, �7]), òî æå óòâåðæäåíèå îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì
äëÿ ô.ð. ñ ÏËÑ ϕ(s, x, u); çàòåì ìîæíî ïðèìåíèòü äåêîìïîçèöèþ (2.12) ñ ó÷åòîì ôàêòà áåçãðàíè÷íîé äåëè-
ìîñòè ñëîæíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èëè èñïîëüçîâàòü àíàëîã òåîðåìû äå Ôèíåòòè (de Finetti)
èç òåîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
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Ôîðìóëà (2.22) � õîðîøî èçâåñòíûé (c 1969) ðåçóëüòàò, óïîìèíàâøèéñÿ âûøå 16, ðàâåíñòâî
(2.23) àíîíñèðîâàíî â [78] è äîêàçàíî â [79, 178] ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, êî-
òîðûì óäîâëåòâîðÿþò E[Φ(x, u)j] è E[D(u)j], j = 1, 2 (ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áîëåå ïðîñòûì
âàðèàíòîì óðàâíåíèé (2.13) è (2.14))17. ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ äèñïåðñèè ïðè ðàñïðåäåëåíèÿõ
äëèí òèïà M , E2 è H2, ïîëó÷åííûå èç (2.23), (2.24), ïðèâîäÿòñÿ â [79, 156, 178] è [164, còð.
81�82].

Ïðèâåäåì òàêæå äðóãóþ ïîëåçíóþ ôîðìó çàïèñè äèñïåðñèè, ê êîòîðîé ìîæíî ïðèéòè ïîñëå
ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé (2.23) è (2.24) [156,164]

Var[V (u)] = 2(1− ρ)−2

∫ u

0
(u− x)(1−W (x)) dx, (2.25)

ãäå

W (x) = (1− ρ)
∞∑

n=0

ρnFn∗(x), (2.26)

Fn∗(x) =
∫ x

0
F (n−1)∗(x− y) dF (y), (2.27)

F (x) = F 1∗(x) = β−1
1

∫ x

0
(1−B(y)) dy. (2.28)

Çäåñü F 0∗(x) = 1(x) (ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà).
Â (2.26) W (x) = limt→∞ P{U(t) ≤ x} � ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà íåçàêîí÷åííîé

ðàáîòû, ñîâïàäàþùåå ñî ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì âðåìåíè îæèäàíèÿ â ñèñòåìå M/GI/1�
FCFS18.

Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëþáîãî ìîìåíòà ô.ð. ñë.â. V (u) ïîëó÷åíû â [173,
174] (1999), èñïîëüçóÿ ïðèåì, ïðåäëîæåííûé Î.Õåâèñàéäîì (Heaviside) [60] åùå â êîíöå XIX
âåêà. Äîêàçàòåëüñòâî çàíÿëî âñåãî íåñêîëüêî ñòðîê (ñì. ñëåäñòâèå 3.9), â îòëè÷èå îò áîëåå
ãðîìîçäêîãî âûâîäà â [185](2000).

Çàìå÷àíèå 2.6. Òåì íå ìåíåå, ïðåäûäóùèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ [164, �2.7] äî ñèõ
ïîð ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ïðîëèâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé
ñâåò íà ñòðóêòóðó ïîëó÷åííûõ ôîðìóë. Â ÷àñòíîñòè (ñì. [164, ôîðìóëà (2.66)]),

E[V(u)] = u/(1− ρ) = δ1(u) + λ(1− ρ)−1

∫ ∞

0
ϕ1(x, u)(1− B(x)) dx,

16 Èçâåñòíî íå ìåíåå äåñÿòêà ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ âûâîäà (2.22).
17 Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ââèäó áîëüøîé ñëîæíîñòè ÏËÑ ô.ð. ñë.â. V (u) (ôîðìóëà (2.21)) ñòàíäàðòíûé ñïîñîá âû÷èñ-

ëåíèÿ ìîìåíòîâ ýòîé ô.ð. ñ ïîìîùüþ (2.3) ñðàáàòûâàåò ôàêòè÷åñêè òîëüêî ïðè íàõîæäåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ (ôîðìóëà (2.22)). Ïðè ïîëó÷åíèè Var[V (u)] íåîáõîäèìî äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü v(s, u) ïî
s è ïåðåéòè äàëåå ê ïðåäåëó ïðè s → 0. Ýòè âû÷èñëåíèÿ íàñòîëüêî ãðîìîçäêè, ÷òî èõ óñïåøíîå çàâåðøåíèå
íåðåàëüíî. Èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå ôîðìóëà (2.23) áûëà âûâåäåíà ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé,
êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò E[Φ(x, u)j] è E[D(u)j], j = 1, 2 [79,164,178]. Â ÷àñòíîñòè, (2.24) � ðåçóëüòàò îáðàùåíèÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà s−2[1− λ(1− β(s))/s]−1. (Ïîäðîáíîñòè ñì. â [164, ñ.78-81].) Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì
óäàëîñü âûâåñòè è òðåòèé ìîìåíò ô.ð. ñë.â.V (u). Íåñêîëüêî ïîçæå (ñì. äàëåå ñëåäñòâèå 3.9) â [173, 174, 185]
áûëè íàéäåíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ëþáîãî ïîðÿäêà.

18 Ïîáî÷íûì ðåçóëüòàòîì íàøåãî âû÷èñëåíèÿ Var[V (u)] â ñèñòåìå M/GI/1�EPS ÿâëÿåòñÿ çíàìåíèòàÿ ôîðìóëà
Ïîëëà÷åêà�Õèí÷èíà äëÿ ô.ð. ñòàöèîíàðíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ â ñèñòåìå M/GI/1-FCFS. Èçâåñòíî íå ìåíåå
íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ åå ïîëó÷åíèÿ. Ïðîâåäåííûé àíàëèç äèñöèïëèíû EPS äàåò, ïîìèìî
èñêîìûõ ðåçóëüòàòîâ, è íîâûé âûâîä ôîðìóëû Ïîëëà÷åêà�Õèí÷èíà (2.26) (ýòî æå ðàâåíñòâî â òåðìèíàõ ÏËÑ
ïðèâåäåíî â (3.35)). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî (2.26) (èëè (3.35)) ÿâëÿåòñÿ êðàåóãîëüíûì êàìíåì ìíîãèõ èññëåäîâàíèé
â òåîðèè î÷åðåäåé. Íàïðèìåð, òàêîå íàïðàâëåíèå êàê òåîðèÿ ïðèîðèòåòíûõ î÷åðåäåé âîçíèêëî èç îáîáùåíèÿ
ñèñòåìû M/GI/1�FCFS íà ñëó÷àé äâóõ êëàññîâ òðåáîâàíèé ñ ðàçëè÷íûìè ôèêñèðîâàííûìè ïðèîðèòåòàìè.
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ãäå δ1(u) äàåòñÿ (2.24), à ϕ1(x, u)
.= E[Φ(x, u)] = δ1(u)−δ1(u−x) ïðè x < u è ϕ1(x, u) = δ1(u) ïðè

x ≥ u. Ýòî ÿâèëîñü îäíèì èç ôàêòîðîâ, ïîçâîëèâøèõ äîêàçàòü íåòðèâèàëüíóþ ïðåäåëüíóþ
òåîðåìó 2.7, à òàêæå âûÿñíèòü ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ òàê íàçûâàåìîãî �ïàðàäîêñà�, ñâÿçàí-
íîãî ñ êðàéíå ïðîñòûì âèäîì ôîðìóëû (2.22). Â ñóùíîñòè, ïðèâåäåííîå âûøå ðàçëîæåíèå
(÷àñòíûé ñëó÷àé äåêîìïîçèöèè (2.12) ïîñëå ñíÿòèÿ óñëîâèé) çàðàíåå äàåò îòâåò íà ïîñòàâëåí-
íûé â ñòàòüå [50, p. 674] (1989) âîïðîñ î �ïàðàäîêñàëüíîñòè� âèäà ôîðìóëû (2.22). Â [50] äàíî
îáúÿñíåíèå ýòîìó �ïàðàäîêñó�, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äîïîëíèòåëüíîå ê íàøåìó
áîëåå ðàííåìó îáúÿñíåíèþ.

Çàìå÷àíèå 2.7. Ìîæíî ñíÿòü â (2.20) óñëîâèå òîëüêî ïî (x1, . . . , xn), ïîëó÷èâ â èòîãå íåêî-
òîðûé àíàëîã òåîðåìû èç [155], ò.å. âû÷èñëèâ E[e−sV(u) |n] äëÿ ñèñòåìû M/GI/1�EPS. Îãðà-
íè÷èìñÿ çäåñü ëèøü ôîðìóëîé äëÿ ñðåäíåãî (óñëîâíîãî) âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ â
ñèñòåìå

(a) E[V|(u, n)] ≡ E[V(u)|n] = δ1(u) + nβ−1
1

∫ ∞

0
ϕ1(x, u)(1− B(x)) dx.

Èç (2.24) è (2.26) âûòåêàåò, ÷òî

(b) δ1(u) = (1− ρ)−1

∫ u

0
W (x) dx.

Òîãäà ñ ó÷åòîì ôîðìóë èç çàìå÷àíèÿ 2.6, ðàâåíñòâî (a) ñâîäèòñÿ ê

(c) E[V(u)|n] = u/(1− ρ) + (n− ρ/(1− ρ))ρ−1

∫ u

0
(1−W(x)) dx.

Ïðèâåäåì äàëåå ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìà ðàâåíñòâà (2.26), êîòîðàÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåç-
íîé äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîâ, óïðàâëÿþùèõ ñëó÷àéíûìè ôëþê-
òóàöèÿìè âðåìåíè îæèäàíèÿ â ñèñòåìå M/GI/1�FCFS ïðè íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ êëàññàõ
ðàñïðåäåëåíèé B(x) ñ òÿæåëûì õâîñòîì.

Çàìå÷àíèå 2.8. Â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå ðàâåíñòâî (2.26) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê 19

W (x) = e−λ
∞∑

n=0

λnHn∗(x)/n!, ãäå H(x) = H1∗(x) = −(ln(1− ρ))−1
∞∑

n=1

ρnFn∗(x)/n .

Îòìåòèì òàêæå âçàèìîñâÿçü êîíñòàíò ïåðåä çíàêîì ñóììû â ýòîé ôîðìóëå äëÿ H(x), P?
0 â

ñëåäñòâèè 2.2 è êîíñòàíòû â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïðèâåäåííîãî â [175, p. 183] ìåæäó ôîð-
ìóëîé (3.6) è ñëåäñòâèåì 3.4.

Âûðàæåíèå (2.25) ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü ðÿä äðóãèõ íîâûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû M/GI/1�EPS
[156,158,164]. Çäåñü îòìåòèì òîëüêî äâà èç íèõ. Ôîðìóëà (2.26) ñîâïàäàåò ñ îáðàòíûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì ÏËÑ ô.ð. ñòàöèîíàðíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ â ñèñòåìå M/GI/1�FCFS, âûïîëíåííûì
âïåðâûå Áåíåøåì (Bene�s) [18]. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå âåñîâûå êîýôôèöèåí-
òû â (2.26) ðàâíû ñòàöèîíàðíûì âåðîÿòíîñòÿì ñèñòåìû M/M/1�FCFS, êîòîðûå íå ñîâïàäàþò
ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû M/GI/1�FCFS (íî ñîâïàäàþò ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñîñòîÿ-
íèé ñèñòåìû M/GI/1�EPS â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1). Ïîïûòêè äàòü îáúÿñíåíèå ýòîãî ïðîñòîãî,
íî èíòðèãóþùåãî ôàêòà, ïðåäïðèíÿòûå Êëåéíðîêîì [82, ñòð.221] è Êóïåðîì [37, p.219], îêà-
çàëèñü áåçóñïåøíûìè. Îäíàêî ýòî ñäåëàë Ïðàáõó [112], êîòîðûé èíòåðïðåòèðîâàë ôîðìóëó

19 Ìû íå óòâåðæäàåì, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñëîæíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà õîðîøî èçâåñòíîé
ô.ð. W (x) ÿâëÿåòñÿ íîâûì, íî, ïî êðàéíåé ìåðå, îíî íåòèïè÷íî â òåîðèè î÷åðåäåé.
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(2.26) â òåðìèíàõ ëåñòíè÷íûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå Êóïåð è ×åí [39], îáúÿñíèâøèå ýòó ôîð-
ìóëó ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ àíàëèçà ñèñòåìû M/GI/1�LCFS�P. Äðóãîé ñïîñîá àíàëîãè÷-
íîé èíòåðïðåòàöèè ôîðìóëû (2.26) ñ ïîìîùüþ ñðàâíåíèÿ ñèñòåì FCFS è EPS îáñóæäàåòñÿ
â [164, còð. 86] (èäåÿ ñîñòîèò â ñîâïàäåíèè ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññîâ íåçàêîí÷åííîé ðàáîòû â
ñèñòåìå M/GI/1 c äèñöèïëèíàìè EPS è FCFS). Ôîðìóëà (2.23) ïîçâîëèëà óñòàíîâèòü åùå îäíî
íîâîå ñâîéñòâî ñèñòåìû M/GI/1�EPS, êîòîðîå íåîäíîêðàòíî óòî÷íÿëîñü â òå÷åíèå ÷åòâåðòè
âåêà (ñì. [156, 158], [164], [170, ïðåäëîæåíèå 3.1], [180], [34]). Ïîñëå íåäàâíåãî óòî÷íåíèÿ îíî
ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:

Ñëåäñòâèå 2.5. Åñëè ó ô.ð. B(x) ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ β(−s) <
∞, s > 0, òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû V (u) ïðèíàäëåæèò L�êëàññó ñòàðåþùèõ
ðàñïðåäåëåíèé20.

Èíûìè ñëîâàìè, ðàñïðåäåëåíèå ñë.â.V (u) èìååò ðàñïðåäåëåíèå P(V(u) ≤ x|B = u), äëÿ êîòî-
ðîãî

∫∞
0

e−rx(1 − P(V(u) ≤ x|B = u))dx ≥ E[V(u)]/(1 + rE[V(u)]) (â ñóùíîñòè, ýòèì è äàåòñÿ
îïðåäåëåíèå êëàññà L). Ñêàçàííîå ïîçâîëÿåò íàéòè òî÷íûå ãðàíèöû õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ
ñë.â. V (u), ðàçëè÷íûå îöåíêè ìîìåíòîâ è ò.ï.

Ïðèíöèïèàëüíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5 äàíî Øàññáåðãåðîì (Schassberger) [122]
(1984). Åãî ðåçóëüòàòû (âûâîä ôîðìóëû (2.21) â äðóãîì âèäå) ïîëó÷åíû ïðè àíàëèçå íåêîòîðîé
ìîäèôèêàöèè äèñöèïëèíû RR. Ìîäèôèêàöèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî âíîâü ïîñòóïàþùåå òðåáîâà-
íèå íåìåäëåííî ïîëó÷àåò ñâîé êâàíò îáñëóæèâàíèÿ (ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé âàðèàíò äèñöèïëèíû RR ðàññìàòðèâàåòñÿ â äèñêðåòíîì, à íå â íåïðåðûâíîì âðåìåíè) è
òîëüêî ïîñëå ýòîãî ñòàíîâèòñÿ â êîíåö î÷åðåäè, åñëè íå çàêîí÷èò îáñëóæèâàíèå çà îòâåäåííûé
êâàíò. Òåì ñàìûì óäàåòñÿ îáîéòè îñíîâíóþ òðóäíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ òåì, ÷òî ïîðÿäîê îáñëóæè-
âàíèÿ òðåáîâàíèé â ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàóíäàõ ïðè ñòàíäàðòíîé äèñöèïëèíå RR íå ñîõðàíÿ-
åòñÿ � èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ v(s, u) â ñèñòåìå
M/GI/1 ñî ñòàíäàðòíîé äèñöèïëèíîé RR (ñì. îêîí÷àíèå ðàçäåëà 2.4 â [170] èëè [164, �1.5]). Â
êà÷åñòâå äèñêðåòíîé åäèíèöû âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ ïîñòîÿííûé ðàçìåð êâàíòà, ïóàññîíîâñêèé
âõîäÿùèé ïîòîê àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïîòîêîì Áåðíóëëè, à B(x) � ïðîèçâîëüíûì àðèôìåòè÷åñ-
êèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ òåì æå âðåìåíí�ûì äèñêðåòîì. Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ [122]
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óñëîâíîãî âðåìåíè ïðåáû-
âàíèÿ òðåáîâàíèÿ â òàêîé ñèñòåìå. Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàöèîíàðíûõ
äëèòåëüíîñòåé ïðåáûâàíèÿ â ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìå RR ïðè ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ ðàçìåðå
êâàíòà ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñë.â. V (u) â ñèñòåìå M/GI/1�EPS, è âèä ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ïðåäåëà (â òåðìèíàõ ÏËÑ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé, êîòîðóþ ìîæíî ðåäóöèðîâàòü ê
(2.21).

Ñòàòüè Îòòà [109] (1984) è Ãðèøå÷êèíà [54] (1991) ñîäåðæàò îáîáùåíèÿ òåîðåìû 2.5 íåïðèí-
öèïèàëüíîãî õàðàêòåðà (ïîëó÷åíèå E[e−sV(u) zL] è E[e−sV(u)] äëÿ òîé æå ñàìîé ñèñòåìû EPS
è ñèñòåìû EPS ñ ãðóïïîâûìè ïîñòóïëåíèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî); äîêàçàòåëüñòâà, â ñóùíîñòè,
ïîâòîðÿþò àðãóìåíòàöèþ [78, 156, 158] â ïåðåôîðìóëèðîâàííîì âèäå (íàïðèìåð, â òåðìèíàõ
òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ïëþñ áàëëàñò íåïðèâû÷íîé äëÿ òåîðèè î÷åðåäåé òåðìèíîëîãèè
â [54]21). Âïðî÷åì, [54] ñîäåðæèò ðÿä íîâûõ èíòåðåñíûõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì. Ýòî ðåçêî êîí-
òðàñòèðóåò ñ [109], ÿâëÿþùåéñÿ, â ñóùíîñòè, ïðîèçâîäíîé îò ñòàòåé [78, 156, 158], à òàêæå îò
íåîïóáëèêîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ ßøêîâà (ñì. 2�óþ ññûëêó â ëèòåðàòóðå [109]).

Îòìåòèì äðóãóþ ñòàòüþ Ðèäæà è Ñåíãóïòû [115] (1994), â êîòîðîé ðàñêðûòû äîïîëíèòåëü-
íûå âîçìîæíîñòè èçëîæåííîãî âûøå ìåòîäà, ïðèìåíåííîãî ê ñèñòåìå ñ äèñöèïëèíîé äèñêðè-
ìèíàòîðíîãî ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà.
20 Î êëàññàõ ô.ð. â òåîðèè íàäåæíîñòè ñì., íàïðèìåð, [134]. Îòíîñèòåëüíî L� êëàññà ðàñïðåäåëåíèé ñì., â

÷àñòíîñòè, [80], à òàêæå öèòèðîâàííûå â ýòîé ñòàòüå ðàáîòû. Ê ïðèìåðó, L�êëàññ ô.ð. øèðå êëàññà HNBUE.
21 Áîëåå ïðîñòîå ðåøåíèå òîé æå çàäà÷è ñîäåðæèò ñòàòüÿ Ðèäæà è Ñåíãóïòû [114], îïèðàþùàÿñÿ íà ìåòîä [158].
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Áëèçêî ê òåîðåìå 2.5 ìîãëè ïîäîéòè òàêæå Ýéñåð (Asare) è Ôîñòåð (Foster) [12] (1983). Îíè
èñïîëüçîâàëè ïîäîáíûå íàøèì ôóíêöèîíàëû îò âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ, íî ñìîãëè âû÷èñëèòü
äëÿ íèõ òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. Êðîìå òîãî, ðàçëîæåíèå (2.12) íå ââîäèëîñü. Â
èòîãå ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì [12] îêàçàëîñü ëèøü ðàâåíñòâî (c) èç çàìå÷àíèÿ 2.7. Òåì íå ìåíåå,
Ôîñòåð � îäèí èç ïåðâûõ, êòî ïðèìåíèë ïîíÿòèÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ (íà ïîâåðõíîñòíîì
óðîâíå) äëÿ àíàëèçà ñèñòåìû M/M/1�EPS â ñòàòüå [51] (1973). Âûâîäó (c) èç çàìå÷àíèÿ 2.7
â ÷àñòíîì ñëó÷àå B(x) òèïà M ïîñâÿùåí �6 ýòîé ñòàòüè, ãäå óêàçàíà è �an important unsolved
problem� � îáîáùåíèå íà ñëó÷àé B(x) òèïà GI, ñäåëàííîå ïîçäíåå â [12]. Íàïîìíèì, ÷òî (ñ)
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.4.

Âàí äåí Áåðã [19] (1990) äàë åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5 ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðå-
íèÿ íåêîòîðîãî îáîáùåíèÿ ñèñòåìû M/M/1 ñ îäíèì èç âàðèàíòîâ áåðíóëëèåâñêîé îáðàòíîé
ñâÿçè. Íåêîòîðûå êîììåíòàðèè ê [19] (è [116], äîïîëíÿþùåé åå) ñîäåðæàòñÿ â [167, ñòð.27�28].
Èñïîëüçîâàííûé ìåòîä àíàëèçà âîñõîäèò ê ìåòîäó Øàññáåðãåðà [122], èñêóññòâåííî ìîäèôè-
öèðîâàííîìó ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ êîíñòðóêöèé èç òåîðèè î÷åðåäåé ñ
îáðàòíîé ñâÿçüþ (îá î÷åðåäÿõ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ñì., íàïðèìåð, êíèãó [42]).

Îïèñàííûé âûøå àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä äåêîìïîçèöèè íà ýëåìåíòû çàäåðæêè áûë ðàñïðî-
ñòðàíåí íà ñèñòåìó M/M/1�EPS ñ íåíàäåæíûì ïðèáîðîì, à òàêæå íà äèñöèïëèíó EPS â ñëó-
÷àéíîé ñðåäå [105]. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ïîçâîëèëî âïåðâûå èññëåäî-
âàòü íåñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû â ñèñòåìå M/GI/1�EPS è íàéòè èõ ðàñïðåäåëåíèÿ [164,167,172],
[182,175] â òåðìèíàõ ìíîãîìåðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ýòè ðåçóëüòàòû äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ, ïî�
âèäèìîìó, íåäîñòèæèìûìè ñ ïîìîùüþ äðóãèõ óïîìÿíóòûõ íàìè ìåòîäîâ.

2.5. Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé B(x) = 1−e−µx, òîãäà β(s) = µ/(s+ µ) è β1 = 1/µ. Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì
òåîðåìû 2.5 ÿâëÿåòñÿ

Ñëåäñòâèå 2.6. Â ñèñòåìå M/M/1�EPS ïðè ρ < 1

v(s, u) =
(1− ρ)(1− ρr2) exp(−u(s+ λ− λr))

(1− ρr)2 − ρ(1− r)2 exp(−µu(1− ρr2)/r)
, (2.29)

ãäå r = π(s) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.4) ïðè β(s) = µ/(s+ µ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [164, c.73-75], [179]. Îñíîâíûå ýòàïû: óðàâíåíèå (2.4) ñâîäèòñÿ ê êâàä-
ðàòíîìó îòíîñèòåëüíî r; óðàâíåíèå (2.14) óïðîùàåòñÿ, ïîçâîëÿÿ â èòîãå ïðåîáðàçîâàòü ðàâåí-
ñòâî (2.21) ê âèäó

v(s, u) = (1− ρ) e−u(s+λ)
[
ψ(s, u) + µ−1∂ψ(s, u)/∂u

]−1 ;

ôîðìóëà (2.19) ñâîäèòñÿ ê ψ̃(s, q) = (q + s+ µ)/[(q − q1)(q − q2)], ãäå q1 = −λr, q2 = −µ/r �
äâà ïðîñòûõ ïîëþñà, è íàõîäèòñÿ åå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (ïî àðãóìåíòó q) ñ ïîìîùüþ
êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Êîøè î âû÷åòàõ. ut

Ôîðìóëà (2.29) âïåðâûå ïîëó÷åíà â [35] (1970). Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà â [35] îñíîâàí íà
èñïîëüçîâàíèè ïðîöåññîâ ðîæäåíèÿ è ãèáåëè äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ; òåõíè÷åñ-
êè îí äîâîëüíî ãðîìîçäîê (ïðèõîäèòñÿ, íàïðèìåð, ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà) è íåïðèãîäåí äëÿ àíàëèçà áîëåå îáùèõ ñëó÷àåâ.
Îòìåòèì, ÷òî (2.29) ìîæíî òàêæå âûâåñòè èç òåîðåìû ñòàòüè [155] ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðå-
äåëüíîãî ïåðåõîäà, îòðàæàþùåãî óñòðåìëåíèå ê íóëþ ðàçìåðà êâàíòà. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ
ðåøàòü òîëüêî äâà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé äåòåðìèíèðîâàííîãî (âûðîæäåííîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ äëèí òðå-
áîâàíèé ñ ÏËÑ β(s) = e−su; ïðè ýòîì βi = ui, i = 1, 2, . . . ; v(s, u) = v(s). Ñïðàâåäëèâî
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Ñëåäñòâèå 2.7. B cèñòåìå M/D/1�EPS ïðè ρ = λu < 1

v(s) =
(1− ρ)(s+ λ)2 e−u(s+λ)

s2 + λ[s+ (s+ λ)(1− ρ)] e−u(s+λ)
, Re s > 0. (2.30)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [164, c.73], [179]. Ñòàðòîâàÿ òî÷êà: ôîðìóëà ïåðåä (2.21). Ïîñëå ïðå-
îáðàçîâàíèé, äåëî ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè

∂δ(s, t)/∂u+ (s+ λ)δ(s, t)− λδ2(s, t) = 0

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì δ(s, 0) = 1. Ðåøåíèå èìååò âèä
δ(s, t) = (s+ λ)/

(
λ+ s et(s+λ)

)
, t ≤ u. Â èòîãå ïðèõîäèì ê (2.30). ut

Ðåøåíèå äëÿ v(s), ïðåäñòàâëåííîå ðàâåíñòâîì (2.30), ïîëó÷åíî òàêæå â [19] è [109]. Åùå
îäíèì èç ñëåäñòâèé ÿâëÿåòñÿ âòîðîé ìîìåíò ñë.â. V â ñèñòåìå M/D/1�EPS:

Ñëåäñòâèå 2.8.

Var[V ] = u2(1− ρ)−2 − 2u2ρ−2(1− ρ)−1(eρ−1− ρ).

2.6. Ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè.

Äëÿ Var[V (u)] äîêàçàíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè [79,156,164]. Ïóñòü èíäåêñû M ,
Em, Hm îáîçíà÷àþò òèï ô.ð. B(x) ñ îäèíàêîâûì ïåðâûì ìîìåíòîì.

Ñëåäñòâèå 2.9. Â ñèñòåìå M/GI/1�EPS ïðè ρ < 1

VarEm [V (u)] ≤ VarM [V (u)] ≤ VarHm [V (u)]. (2.31)

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Âûâîä íåðàâåíñòâà (2.31) îñíîâàí íà óñòàíîâëåíèè ñâÿçè ìåæäó ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí V (u) â ñèñòåìàõ EPS (ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè äëèí èç êëàññîâ

Em,M,Hm) â òåðìèíàõ îòíîøåíèé ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîðÿäêà òèïà
(2)

≤ (ñì. ñíîñêó 12).

Ïðè ýòîì îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò ôîðìóëà (2.25). Ïîäðîáíîñòè ñì. â [156,164]. ut
Ïðèâåäåì åùå îäíî äîâîëüíî ïðîñòîå ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ô.ð. ñë.â. V (u) â ñèñòåìå EPS.

Ñëåäñòâèå 2.10. Âåðîÿòíîñòü P(V (u) > t) íå óáûâàåò ïî u ≥ 0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
êàæäûé ìîìåíò vj(u) = E[V(u)j], j ∈ N íå óáûâàåò ïî u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà âñåõ ðåàëèçàöèÿõ óïðàâëÿþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â ñèñòåìå M/G/1�
EPS òî÷êà âûõîäà òðåáîâàíèÿ äëèíû u2 > u1 íàõîäèòñÿ ïðàâåå òî÷êè âûõîäà òðåáîâàíèÿ äëè-
íû u1 (u1, u2 ∈ R+). ut

Èíòåðåñíûé ïðèìåð ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè, îáíàðóæåííîãî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (2.25),
ñîäåðæèò [150].

2.7. Àñèìïòîòèêà

Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè äèñïåðñèè. Ðàññìîòðèì ñïîñîá óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèÿ Var[V (u)] â
ñèñòåìå M/GI/1�EPS, ñîñòîÿùèé â ïîëó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê äèñïåðñèè ïðè ìàëîé
è áîëüøîé äëèíå òðåáîâàíèÿ. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ïðàâîé ÷àñòè (2.25) â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå
u = 0 è îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûìè ÷åòûðüìÿ ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ
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Ñëåäñòâèå 2.11. Â ñèñòåìå M/GI/1�EPS ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.1)

Var[V (u)] ∼ ρ(1− ρ)−2u2 − λ(3(1− ρ))−1u3, u→ 0. (2.32)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:
(a) ñóùåñòâóþò ïåðâûå òðè ìîìåíòà ðàñïðåäåëåíèÿ B(x) (βi, i = 1, 2, 3). Èíòåðïðåòèðóåì
W (x) â (2.26) êàê ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè æèçíè îáðûâàþùåãîñÿ ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ ñ
ðàñïðåäåëåíèåì (íåñîáñòâåííûì) ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîìåíòà-
ìè âîññòàíîâëåíèÿ G(x) = ρF (x) (G(0) = 0, G(+∞) = ρ < 1) è âåðîÿòíîñòüþ îáðûâà (1 − ρ).
Çäåñü F (x) ïðèâåäåíî â (2.28). Â äîïîëíåíèå ê ïðåäïîëîæåíèþ (a): βi < ∞, i = 1, 2, 3, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî:
(b) ðàñïðåäåëåíèå G(x) îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû Θ > 0∫ ∞

0

eΘx dG(x) = λ

∫ ∞

0

eΘx(1−B(x)) dx = 1 è C = λ

∫ ∞

0

eΘx x(1−B(x)) dx <∞.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ r1 =
∫∞
0 (1−W (y)) dy = ρ(1− ρ)−1f1, fj = βj+1((j + 1)β1)−1, j = 1, 2, . . . ,

r2 =
∫ ∞

0
y(1−W (y)) dy = 2(1− ρ)−1

(
f2 + 2ρ(1− ρ)−1f2

1

)
.

Ñëåäñòâèå 2.12. Äëÿ ñèñòåìû M/G/1�EPS ïðè ρ < 1 è ïðåäïîëîæåíèÿõ (a), (b), ñäåëàí-
íûõ âûøå,

Var[V (u)] ∼ 2(1− ρ)−2
(
r1u− r2 + (1− ρ) e−Θu /[CΘ3]

)
, u→∞. (2.33)

Äîêàçàòåëüñòâî. (Âïåðâûå � â [156], óòî÷íåíèÿ � â [161], ñì. òàêæå [164, c.82-85].) Â ïðåä-
ïîëîæåíèè (a) ïåðåïèøåì (2.25) â òåðìèíàõ r1 è r2

Var[V (u)] = 2(1− ρ)−2

[
r1u− r2 +

∫ ∞

u
(x− u)(1−W (x)) dx

]
, (2.34)

ãäå r1 è r2 ïðèâåäåíû âûøå. (Ðàâåíñòâî (2.34) � òðåòüÿ ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà çàïèñè Var[V (u)];
ïåðâûå äâå äàþòñÿ ðàâåíñòâàìè (2.23) è (2.25).) Äîïîëíèòåëüíî ê (a) ââåäåì òåïåðü ïðåäïîëî-
æåíèå (b). Â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2 [48, ãë.11, �6, c.443] äëÿ 1−W (x) ïðè x→∞ ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà 1−W (x) ∼ (1− ρ) e−Θx /[CΘ], êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíîé àñèìïòîòè÷åñêîé
îöåíêîé Êðàì�åðà äëÿ ðèñêà ðàçîðåíèÿ â îáîáùåííîì ïóàññîíîâñêîì ïðîöåññå. Òîãäà ïîñëåäíèé
÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.34) ïðè u → ∞ àñèìïòîòè÷åñêè ðàâåí (1− ρ) e−Θu /[CΘ3],
÷òî ïðèâîäèò ê (2.33). ut

Îòìåòèì, ÷òî ïðè B(x) = 1 − e−µx ôîðìóëà (2.33) ñòàíîâèòñÿ òî÷íîé äëÿ âñåõ u ≥ 0 è
ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê âèäó

Var[V (u)] = 2ρu/[µ(1− ρ)3]− 2ρ[1− e−µ(1−ρ)u]/[µ2(1− ρ)4].

Áîëåå ãðóáàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ (2.33) àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà Var[V (u)] ∼ 2(r1u− r2)/(1− ρ)2

ïðè u → ∞ ïîëó÷åíà ðàíåå â [79, 157]. Äåñÿòü ëåò ñïóñòÿ òàêîé æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èë âàí
äåí Áåðã [19]. Îòìåòèì, ÷òî òî÷íîñòü ýòîé ôîðìóëû, à òàêæå àñèìïòîòèêè (2.32) äîñòàòî÷íî
âûñîêà (ñì. [156,164] è [19] äëÿ ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ).
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Çàìå÷àíèå 2.9. Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ âïîëíå ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äàæå åùå áîëåå ãðó-
áîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèâåäåííûìè âûøå àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêîé äèñïåðñèè:
Var[V (u)] ∼ 2r1u/(1− ρ)2 ïðè u→∞ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî β2 <∞. Ýòà ôîðìóëà ýêâèâàëåíò-
íà ñëåäóþùåìó àñèìïòîòè÷åñêîìó ðàçëîæåíèþ âòîðîãî ìîìåíòà ô.ð. ñë.â. V (u) â ñèñòåìå
M/GI/1�EPS

v2(u) = v2
1(u) + λβ2(1− ρ)−3u+ o(u), u→∞.

Ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ñîâïàäàåò ñ òî÷íûìè ôîðìóëàìè ïðè âñåõ u ≥ 0 äëÿ äèñïåðñèè
ñë.â. Π(u) äëèòåëüíîñòè ñòàíäàðòíîãî ïåðèîäà çàíÿòîñòè, îòêðûâàåìîãî òðåáîâàíèåì äëèíû u
â ñèñòåìå M/G/1 (ÏËÑ ô.ð. ñë.â. Π(u) ïðèâåäåíî â (2.5)), è äëÿ Var[V (u)] â ñèñòåìå M/GI/1�
LCFS�P (ñð. ñ çàìå÷àíèåì 2.1).

Àíàëèç îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ â çàìå÷àíèè 2.9 ïðîâåäåí â ñëåä-
ñòâèè 2.12, êîòîðîå äàåò, â ÷àñòíîñòè, è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

∫∞
u (x− u)(1−W (x)) dx â (2.34)

ê íóëþ ïðè u→∞.

2.8. Ñâÿçü ñ òåîðèåé ñòðàõîâîãî ðèñêà

Óñëîâèÿ (a), (b), ââåäåííûå ïåðåä ñëåäñòâèåì 2.12, èçâåñòíû êàê óñëîâèÿ Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà
â òåîðèè ñòðàõîâîãî ðèñêà. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå óñëîâèå (a) çàäàåòñÿ êàê

f(−Θ) =
∫ ∞

0

eΘx dF (x) = ρ−1 <∞, Θ > 0. (2.35)

Ýòî ýêâèâàëåíòíî ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ
(ýêñïîíåíöèàëüíûé ìîìåíò) ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Äðóãèìè ñëîâàìè, ÏËÑ f(s) = (1− β(s))/(sβ1)
ñóùåñòâóåò â íåïóñòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ (ó f(s) àáñöèññà àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè sb < 0), îò-
êóäà âûòåêàåò, ÷òî õâîñò 1− F (x) (à ñëåäîâàòåëüíî, è 1− B(x)) ýêñïîíåíöèàëüíî îãðàíè÷åí:
ñóùåñòâóþò K <∞, ε > 0 è x0 ≥ 0, òàêèå, ÷òî

1−B(x) ≤ K e−εx, x ≥ x0. (2.36)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (2.35) âûäåëÿåò âî ìíîæåñòâå ô.ð. B(x) êëàññ ðàñïðåäåëåíèé ñ
òàê íàçûâàåìûì ëåãêèì õâîñòîì (ïðèìåðû: ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ, ô.ð. Âåéáóëëà B(x) = 1 −
exp(−cxb) ïðè c > 0 è b ≥ 1 è ëþáàÿ ô.ð. ñ îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì). Óñëîâèå (2.35) íå âû-
ïîëíÿåòñÿ, êîãäà f(s) èìååò ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü â íóëå (f(−ε) = ∞ ïðè ∀ε > 0), è ýòî
âûäåëÿåò êëàññ K ðàñïðåäåëåíèé íà (0,∞) c òàê íàçûâàåìûì òÿæåëûì õâîñòîì (heavy-tailed)
(ïðèìåðû: ô.ð. Âåéáóëëà ïðè c > 0 è b ∈ (0, 1), ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñåìåéñòâî
ô.ð. Ïàðåòî è ò.ä.). Ðàñïðåäåëåíèÿ èç êëàññà K èìåþò ðÿä ïàòîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ, îñíîâíûå
èç êîòîðûõ: îòñóòñòâèå íåêîòîðûõ (èëè âñåõ) ñòàðøèõ ìîìåíòîâ, îòñóòñòâèå õàðàêòåðèçàöèè
â òåðìèíàõ ÏËÑ, áîëåå ìåäëåííîå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíîå, óáûâàíèå õâîñòà. Èçâåñòíû ðàç-
ëè÷íûå ïîäêëàññû òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé è î íåêîòîðûõ èç íèõ ìû íàïîìíèì. Ñàìûì óçêèì
ÿâëÿåòñÿ êëàññ ô.ð. B(x) (B(x) < 1 ïðè ∀x ≥ 0) ñ ïðàâèëüíî ìåíÿþùèìñÿ (regularly varying)
õâîñòîì, îáîçíà÷àåìûé äàëåå ÷åðåç RV (−a):

B(x) ∈ RV (−a), a ≥ 0, åñëè lim
x→∞

1−B(tx)
1−B(x)

= t−a, ∀t > 0. (2.37)

Èç (2.37) âûòåêàåò, ÷òî 1 − B(x) ∼ x−a`(x), ãäå `(x) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ (íà áåñêîíå÷-
íîñòè) ôóíêöèÿ, ò.å. ïîëîæèòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé `(tx)/`(x) → 1 ïðè
x → ∞ è ∀t > 0 (ïðèìåðû `(x): ôóíêöèè, ñõîäÿùèåñÿ ê ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòå, ëîãàðèô-
ìû, ln(ln(e +x)) è ò.ä.). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ∀ε > 0 ∃x0, òàêîå, ÷òî

x−ε ≤ `(x) ≤ xε, x > x0.
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Äðóãîé ïîäêëàññ K � êëàññ S ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ ô.ð. (1− B(x) > 0 ïðè x ≥ 0), ââåäåí
Â.Ï.×èñòÿêîâûì (1964) â êîíòåêñòå âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ, ðàññìîòðåí â [13] (1972) è èçó÷åí â
êíèãå À.À. Áîðîâêîâà (1972) â êîíòåêñòå ïðîöåññîâ â òåîðèè î÷åðåäåé. Êëàññ S îïðåäåëÿåòñÿ
òàê:

B(x) ∈ S, åñëè lim
x→∞

1−Bn∗(x)
1−B(x)

= n, n ≥ 2. (2.38)

Åñëè óñëîâèå â (2.38) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî n ≥ 2, òî îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ n ≥ 2.
Â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå (2.38) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

P(B1 + . . .+Bn > x) ∼ P(max{B1, . . . , Bn} > x) ∼ n(1−B(x)),

ãäå B1, . . . , Bn � íåçàâèñèìûå êîïèè ñë.â. B ñ ô.ð. B(x).
Åñëè B(x) ∈ S, òî limx→∞ eεx(1 − B(x)) = ∞, ε > 0, ò.å. (2.36) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîëåçíûì

ñâîéñòâîì S ÿâëÿåòñÿ: äëÿ ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà K(ε) <∞, òàêàÿ, ÷òî
ïðè n ≥ 1 è x ≥ 0 èìååò ìåñòî

1−Bn∗(x)
1−B(x)

≤ K(ε)(1 + ε)n.

Íåêîòîðûå äðóãèå ñâîéñòâà S: åñëè B(x) ∈ S è 1−B(x) ∼ 1−G(x), òî G(x) ∈ S;
åñëè B(x) ∈ S è 1−G(x) = o(1−B(x)) ïðè x→∞, òî B(x)∗G(x) ∈ S, ïðè÷åì 1−B(x)∗G(x) ∼
1−B(x);
åñëè B(x) ∈ S è 1 − G(x) = c(1 − B(x)) ïðè x → ∞ è c > 0, òî G(x) ∈ S, B(x) ∗ G(x) ∈ S,
ïðè÷åì 1−B(x) ∗G(x) ∼ (1 + c)(1−B(x)).
Îòìåòèì åùå, ÷òî êëàññ S íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâåðòêè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L◦ êëàññ ô.ð. B(x) ñ äëèííûì õâîñòîì (long-tailed), êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì

1−B(x− y) ∼ 1−B(x) ïðè x→∞ è âñåõ y > 0.

Èç (2.37) ñëåäóåò, ÷òî B(x) ∈ L◦ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1 − B(log x)) ∈ RV (0), ãäå
RV (0) � êëàññ ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé. Îñíîâíîå ñâîéñòâî L◦: åñëè ñë.â. B ∈ L◦ è Y
� ëþáàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ñë.â., íå çàâèñÿùàÿ îò B, òî P(B − Y > x) ∼ P(B > x).

Ìåæäó ââåäåííûìè êëàññàìè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îò-
íîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ RV (−a) ⊂ S ⊂ L◦ ⊂ K. Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ ïî êëàññàì ô.ð. ñ òÿ-
æåëûì õâîñòîì è èõ ñâîéñòâàì ìîæíî íàéòè â [22], [46] è ÷àñòè÷íî â [48]. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ
òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, íåèçâåñòíî, êàê ðàñïîçíàòü ô.ð. B(x) ∈ S ïî âèäó åå
ÏËÑ β(s) (íå ñóùåñòâóåò õàðàêòåðèçàöèè êëàññà S â òåðìèíàõ ÏËÑ, êëàññ S õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ â äðóãèõ òåðìèíàõ, ñì., íàïðèìåð, [22, p.430]22). Îäíàêî èñõîäíûå äàííûå è ðåçóëüòàòû
ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè î÷åðåäåé, êàê ïðàâèëî, ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ÏËÑ. Ïîýòîìó
ïðè èçó÷åíèè î÷åðåäåé ñ ô.ð. èç êëàññîâ RV (−a) 23 èëè S íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî ïðè-
ìåíÿòü íåòðàäèöèîííûå èíñòðóìåíòû èññëåäîâàíèé: ðàçëè÷íûå âàðèàíòû òåîðåìû Êàðàìàòà

22 Â ÷àñòíîñòè, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü 1−W (x) è 1−F (x) â (2.40) � îäíà èç õàðàêòåðèçàöèé êëàññà
S: W (x) ∈ S ⇔ F (x) ∈ S.

23 Äëÿ êëàññà RV (−a) èçâåñòíà, â ÷àñòíîñòè, õàðàêòåðèçàöèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ 1−B(x) ïðè x →∞
â òåðìèíàõ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ÏËÑ β(s) â ðÿä Òåéëîðà ïðè s ↓ 0 (ñì. òåîðåìó 8.1.6 â [22, pp.333-
334], íàçûâàåìóþ èíîãäà òàóáåðîâîé òåîðåìîé Áèíãõåìà è Äîíè (Bingham and Doney) (1974)). Â ñóùíîñòè,
óïîìÿíóòàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ ôîðìàëüíîãî îáîñíîâàíèÿ äëÿ êëàññà RV (−a) ïåðâîãî
ïðèíöèïà îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, óñòàíîâëåííîãî Õåâèñàéäîì [60] â áîëåå îáùåì ñëó÷àå; ñì. ïî ýòîìó
ïîâîäó [5].
Î íàêëàäûâàåìûõ íà B(x) óñëîâèÿõ, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ îáîñíîâàíèå ïðèíöèïîâ Õåâèñàéäà, ñì.

òàêæå [43, p.254].
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ïðè B(x) ∈ RV (−a), òåñíî ñâÿçàííîé ñ òàóáåðîâîé òåîðåìîé Õàðäè�Ëèòòëâóäà, äðóãèå òàó-
áåðîâû è àáåëåâû òåîðåìû, íåòðèâèàëüíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ, ðàçðàáîòàííûå â
àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, òåîðèþ áîëüøèõ óêëîíåíèé,
à òàêæå ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ èç ïðîäâèíóòîé â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ òåîðèè ïðàâèëüíî
ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé, íàçûâàåìîé òåîðèåé äå Õààíà 24, è ò.ä.

Ýòî � îáëàñòü î÷åíü àêòèâíûõ èññëåäîâàíèé. Ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â òåîðèè î÷åðå-
äåé ïðèâûêëè èìåòü äåëî ñ âåðîÿòíîñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, èìåþùèìè ëåãêèé õâîñò. Íî
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíí�àÿ äèíàìèêà ïîòîêîâ òðàôèêà â ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ
îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè ñî ñòåïåííûìè õâîñòàìè è, êàê ïðàâèëî, áåñêîíå÷íîé äèñïåðñè-
åé (òàê íàçûâàåìûé the Noah e�ect â èíôîðìàòèêå), êðîìå òîãî, óáûâàíèå àâòîêîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèé ïðîöåññîâ òðàôèêà èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé, à íå ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð (ôåíî-
ìåí �ñàìîïîäîáíîñòè� (self-similar) èëè �ôðàêòàëüíîñòè� (fractal), äðóãîé òåðìèí � the Joseph
e�ect). Òàêèå íåîæèäàííûå ýôôåêòû âïåðâûå îáíàðóæåíû òîëüêî â 1993 ã. â ñåòè ETHERNET.

Ïîäîáíûå ñëó÷àè èçó÷àëèñü â òåîðèè ñòðàõîâîãî ðèñêà [46,139], îäíàêî ïåðåôîðìóëèðîâêà
ðåçóëüòàòîâ ýòîé òåîðèè íà ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé. Îò-
íîñèòåëüíî ïðîñòî ïîëó÷àþòñÿ ðåçóëüòàòû, êîãäà B(x) ∈ RV (−a) è a /∈ N. (Ñëó÷àè, êîãäà
a = 1, 2, . . ., ñëîæíåå è èçó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðèè äå Õààíà.) ×àñòî (íî íå âñåãäà) òå æå ðå-
çóëüòàòû îêàçûâàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è â áîëåå îáùèõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà, íàïðèìåð, B(x) ∈ S.
Îòìåòèì, ÷òî ïðàêòè÷åñêàÿ âàæíîñòü ô.ð. ñ òÿæåëûì õâîñòîì â òåîðèè ñòðàõîâîãî ðèñêà áû-
ëà îáíàðóæåíà íà íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé ðàíüøå, ÷åì â èíôîðìàòèêå è òåîðèè î÷åðåäåé �
èìåííî ïðè òàêîì êëàññå ô.ð. âîçíèêàåò èíîé ìåõàíèçì ðàçîðåíèÿ, è ïîýòîìó íåîáõîäèìû áî-
ëåå òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ âîçìîæíîñòÿìè êëàññè÷åñêèõ ñõåì.
Îòìåòèì, ÷òî â êîíòåêñòå òåîðèè ñòðàõîâîãî ðèñêà âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ çà áåñêîíå÷íûé ïðî-
ìåæóòîê âðåìåíè â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûõ ñòðàõîâûõ ñóìì è ïðåìèé åñòü 1−W (x), ãäå ô.ð.
W (x) äàåòñÿ (2.26) 25. Äàæå ïðîñòàÿ ôîðìóëà (3.35) äî ñèõ ïîð ïîçâîëÿåò íàõîäèòü íåêîòîðûå
íîâûå àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû FCFS äëÿ ô.ð. B(x) èç êëàññà S. Àíàëîãîì ôîðìóëû
äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ 1−W (x, t) íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè (â òåðìèíàõ äâîéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé) ñëóæèò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Òàêà÷à â òåîðèè î÷åðåäåé (ñì. ðàâåíñòâî (3.30)).

2.9. Äðóãèå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû.

Ïðèâåäåì ñíà÷àëà ðåçóëüòàò (àíîíñèðîâàííûé â [184, 185] è äîêàçàííûé â [170]), ïîçâîëÿ-
þùèé èçó÷àòü ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèå Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà íå âûïîëíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, íå
ñïðàâåäëèâî (2.35) è β2 = ∞.

Ñëåäñòâèå 2.13. Ïóñòü B(x) ∈ RV (−a) (ñì. îïðåäåëåíèå (2.37)) ïðè a ∈ (1, 2). Òîãäà â
ñèñòåìå M/GI/1�EPS ïðè ρ < 1

Var[V (u)] ∼ 2Γ(2− a)
Γ(4− a)

λ

(1− ρ)3(a− 1)
u3−a`(u), u→∞, (2.39)

ãäå `(u) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ (íà áåñêîíå÷íîñòè) ôóíêöèÿ è ãàììà-ôóíêöèÿ Γ : (0,∞) →
R+ îïðåäåëÿåòñÿ êàê Γ(t) =

∫∞
0 xt−1 e−x dx, t > 0.

24 Â òåîðèè ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé (òåîðèè Êàðàìàòà (J.Karamata), êîòîðûé äàë õàðàêòåðèçàöèþ
òàêèõ ôóíêöèé) èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ âèäà h(tx)/h(x) → g(t) = O(t−a), x → ∞ ïðè
∀t > 0. Â òåîðèè äå Õààíà (L.de Haan) èçó÷àþòñÿ áîëåå îáùèå ñîîòíîøåíèÿ âèäà (h(tx)−h(x))/h(x) → k(t) ∈
R, x →∞ ïðè ∀t > 0.

25 Õ.Êðàìåð â 1930 ã. íàøåë ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ô.ð. W (x), à ÏËÑ ýòîé ô.ð. â êîíòåêñòå òåîðèè î÷åðåäåé
(ôîðìóëà (3.35) íàøëè Ïîëëà÷åê (F.Pollaczek) (1930) è À.ß.Õèí÷èí (1932). Åùå îäíà åå èíòåðïðåòàöèÿ �
ðàñïðåäåëåíèå ìàêñèìóìà ïðîöåññà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñ îòðèöàòåëüíûì ñíîñîì (cì. òàêæå çàìå÷àíèå
2.8).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè 1−B(x) ∼ x−a`(x), a ∈ (1, 2) èç óòâåðæäåíèÿ (d) ïðåäëîæåíèÿ A3.8
â [46] âûòåêàåò, ÷òî β2 = ∞, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 2.12 è çàìå÷àíèå 2.9 íå ïðèìåíèìû â ýòîì
ñëó÷àå. Â ñèëó ëåììû 1 èç [48, c.190] (èëè ëåììû 8.1.5 â [22]) ñóùåñòâóåò ìîìåíò β1+ε < ∞
ïîðÿäêà 1 + ε, ε ∈ (0, 1), êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èñêîìîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå
èç ôîðìóëû (2.25) ñ ïîìîùüþ äâóõ òåîðåì. Ïî òåîðåìå Êîýíà�Ïýéêñà [22, Th.8.10.3], ýêâèâà-
ëåíòíîé âàðèàíòó II òåîðåìû Êðàì�åðà�Ëóíäáåðãà â òåîðèè ñòðàõîâîãî ðèñêà [46, Th.1.3.8]

1−W (x) ∼ ρ(1− ρ)−1(1− F (x)), x→∞, (2.40)

ïðè÷åì ô.ð. W (x) è F (x) ïðèíàäëåæàò êëàññó S. 26. Òàê êàê RV (−a) ⊂ S, òî ïîñëå èñïîëü-
çîâàíèÿ â (2.40) ôîðìóëû (2.28) è ïðèìåíåíèÿ îäíîãî èç âàðèàíòîâ òåîðåìû Êàðàìàòà ([22,
Prop.1.5.8], [48, c.341])27, ïðàâàÿ ÷àñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà (2.40) ðåäóöèðóåòñÿ ê âèäó
λ(1− ρ)−1(a− 1)−1x1−a`(x). Òåïåðü ïðåäåë ïðè u → ∞ èíòåãðàëà â (2.25) ïîñëå ïîäñòàíîâêè
x = ut (`(ut) ∼ `(t) ïðè u→∞ è ∀t) ñâîäèòñÿ ê áåòà-èíòåãðàëó (èíòåãðàëó Ýéëåðà ïåðâîãî ðî-
äà) B(p, q) =

∫ 1
0 (1− t)p−1tq−1 dt ïðè p = 2 è q = 2− a. Ìíîæèòåëü ïåðåä áåòà-èíòåãðàëîì ñòàë

àñèìïòîòè÷åñêè ðàâåí 2λ(1− ρ)−3(a− 1)−1u3−a`(u). Îñòàëîñü âñïîìíèòü, ÷òî áåòà-èíòåãðàë
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãàììà-ôóíêöèè êàê B(p, q) = Γ(p)Γ(q)/Γ(p+ q), ÷òî ïðèâîäèò ê (2.39). ut

Èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëü-
íûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ïðîâîäèòü â ôîðìå ïðåäåëüíûõ òåîðåì. Ìíîãèå èç íèõ ïîëó÷åíû â óñëî-
âèÿõ âûñîêîé çàãðóçêè.

Èçó÷åíèå ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ â óñëîâèÿõ áîëüøîé çàãðóçêè ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ
ïîäõîäîâ. Ïåðâûé ïîäõîä ñâÿçàí ñ àñèìïòîòè÷åñêèì àíàëèçîì ÿâíûõ ôîðìóë èëè óðàâíå-
íèé, îïèñûâàþùèõ ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà òðåáîâàíèé èëè âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ
â ñèñòåìå. Ïåðâûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû â òåîðèè î÷åðåäåé î âèäå ô.ð. íàäëåæàùèì îáðàçîì
íîðìèðîâàííûõ ñë.â. ÷èñëà òðåáîâàíèé èëè âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â óñëîâèÿõ âûñîêîé çàãðóçêè
áûëè ïîëó÷åíû èìåííî òàêèì îáðàçîì. Ïîäìå÷åííûå çàêîíîìåðíîñòè îêàçàëèñü ñïðàâåäëè-
âûìè è â áîëåå îáùèõ óñëîâèÿõ, êîãäà ÿâíûå ôîðìóëû óæå îòñóòñòâîâàëè. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåçóëüòàòû ïîëó÷àëè ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ïîäõîäà, ñâÿçàííîãî ñ èçó÷åíèåì íà îñíîâå òåîðèè
ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, âîçíèêàþùèõ â ðàññìàòðè-
âàåìûõ ñèñòåìàõ. Þ. Â. Ïðîõîðîâûì áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â îñíîâå ÿâëåíèé, âîçíèêàþ-
ùèõ â íàãðóæåííûõ ñèñòåìàõ, ëåæèò ïðèíöèï èíâàðèàíòíîñòè (íûíå íàçûâàåìûé ïðèíöèïîì
Äîíñêåðà�Ïðîõîðîâà), ïîçâîëÿþùèé ñ ïîìîùüþ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà àïïðîêñèìèðîâàòü äî-
âîëüíî ñëîæíûå ïðîöåññû, ïîðîæäåííûå ñóììàìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí [27, 36, 88, 152]. Â ýòèõ
èññëåäîâàíèÿõ â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîãî ôèãóðèðóåò âèíåðîâñêèé ïðîöåññ èëè åãî ìíîãîìåðíûå
àíàëîãè.

Ïðèìåíåíèå îáùèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåì ñ ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà â
óñëîâèÿõ áîëüøîé çàãðóçêè ñòàëêèâàåòñÿ ñ ñåðüåçíûìè òðóäíîñòÿìè èç-çà áîëåå ñëîæíîé
ñòðóêòóðû âîçíèêàþùèõ ïðîöåññîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ñèñòåìàìè îáñëóæèâàíèÿ.

26 Îòìåòèì, ÷òî (2.40) ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû Êðàì�åðà (ñì. ôîðìóëó äëÿ
1 −W (x) â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 2.12) â òîì ñìûñëå, ÷òî îöåíêó Êðàì�åðà íåëüçÿ ïîëó÷èòü èç (2.40) ñ
ïîìîùüþ ôîðìàëüíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ (2.40) íà êëàññ ô.ð. ñ ëåãêèì õâîñòîì.

27 Â ñóùíîñòè, òåîðåìà Êàðàìàòà óòâåðæäàåò, ÷òî èíòåãðàëû îò ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé ñíîâà ïðà-
âèëüíî ìåíÿþòñÿ è òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò óðåçàííûå ìîìåíòû ô.ð. èç êëàññà RV . Â ÷àñòíîñòè, ïðè
x0 > 0 òàêîì, ÷òî `(x) ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà íà [x0,∞)), èìåþò ìåñòî:

(a)

Z x

x0

ta`(t) dt ∼ `(x)

Z x

x0

ta dt ∼ (a + 1)−1xa+1`(x) ïðè x →∞ è a > −1,

(b)

Z ∞

x

ta`(t) dt ∼ −(a + 1)−1xa+1`(x) ïðè x →∞ è a < −1.
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Îñíîâûâàÿñü íà ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòàõ,íîâûå ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåì ñ
ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà ìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷èòåëüíî ïðîùå ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ïîäõîäà.
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç íèõ.

Òåîðåìà 2.6. Â ñèñòåìå M/GI/1�EPS

lim
ρ↑1

P(L(1− ρ)/ρ < x) = 1− exp(−x), x > 0. (2.41)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [165,54]. ut
Òî æå ñàìîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñèñòåìû M/GI/1�FCFS, íî ïðè äîïîëíè-

òåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî β2 < ∞. Ýòî õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò, âîñõîäÿùèé ê êëàñ-
ñè÷åñêèì ñòàòüÿì Êèíãìàíà, ñì., íàïðèìåð, [36, Ch.7, �2]. Ñëó÷àé β2 = ∞ (íàïðèìåð, êîãäà
B(x) ∈ RV (−a), 1 < a < 2) çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå è òîëüêî ñ êîíöà XX âåêà íàìåòèëñÿ ïðîãðåññ
â äîêàçàòåëüñòâàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ñèñòåìû FCFS. Ïðèâåäåííûé ðå-
çóëüòàò äëÿ äèñöèïëèíû EPS âåðåí è â ñëó÷àå β2 = ∞.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [54, 125, 168] ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ. Äîêàçà-
òåëüñòâî â [168],ïîâèäèìîìó, íàèáîëåå ïðîñòîå íàèáîëåå ïðîñòîå; îíî îñíîâàíî íà ðàçëîæåíèè
â ðÿä Òåéëîðà ôîðìóëû (2.21) äëÿ E[e−sV(u)] â ñèñòåìå EPS.

Òåîðåìà 2.7. Â ñèñòåìå M/GI/1�EPS ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì u ∈ [0,∞)

lim
ρ↑1

P(V(u)(1− ρ)/u < x) = 1− exp(−x), x ≥ 0. (2.42)

Ñëåäñòâèå 2.14.

lim
ρ↑1

v(s(1− ρ)) =
∫ ∞

0
(1 + su)−1 dB(u). (2.43)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ v(s, u) â �2.1, òåîðåìû 2.7 è òåîðåìû î ìàæîðèðóåìîé
ñõîäèìîñòè. Ñì. [168]. ut

Çàìå÷àíèå 2.10. Ôîðìóëà (2.43) äàåò ÏËÑ ô.ð. ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ñë.â.: B è
ýêñïîíåíöèàëüíîé ñ åäèíè÷íûì ñðåäíèì.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàò äëÿ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ÷èñëà òðåáîâàíèé L(t) â ìîìåíò t â ñèñòåìå
M/GI/1�EPS ïðè ρ > 1

Òåîðåìà 2.8. Â ñèñòåìå M/GI/1�EPS ïðè ëþáîì ρ = λβ1 > 1 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèé
âàðèàíò óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë

lim
t→∞

L(t)
t

= γ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, (2.44)

ãäå γ = λ(1− π(0)) > 0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

λ

∞∫
0

e−γx(1−B(x))dx = 1. (2.45)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âïåðâûå äîêàçàíî â [54], îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ñëîæíîå è îïèðàåòñÿ íà
ýêçîòè÷åñêèå òåîðåìû èç òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò â êà÷åñòâå
ïðîñòîãî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû èç [164] î ô.ð. íåñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ÷èñëà òðåáîâàíèé, äî-
êàçàòåëüñòâî ñì. â [181]. ut
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Ðàññìîòðèì êîíòèíóóì ñèñòåì M/GI/1�EPS è äëÿ êàæäîé èç íèõ áóäåì íàáëþäàòü ñòàöèî-
íàðíîå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ äëèíû u. Ýòè íàáëþäåíèÿ äàþò ïðîöåññ {V (u) : u ≥ 0}.
Èç ðåçóëüòàòîâ [158,50] âûòåêàåò, ÷òî ýòîò ïðîöåññ èìååò ñòàöèîíàðíûå è íåçàâèñèìûå ïðèðà-
ùåíèÿ (íî íå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå). Ïóñòü N (x) � ô.ð. íîðìàëüíîãî çàêîíà ñî ñðåäíèì
0 è äèñïåðñèåé 1.

Òåîðåìà 2.9. Åñëè ρ < 1 è Var[V (u)] <∞, òî â ñèñòåìå M/GI/1�EPS

lim
u→∞

P

(
V(u)− u(1− ρ)−1

(λβ2u)1/2(1− ρ)−3/2
≤ x

)
= N (x). (2.46)

Òåîðåìà 2.10. Åñëè ρ = 1 è Var[V (u)] <∞, òî â ñèñòåìå M/G/1�EPS

lim
u→∞

P
(
λβ2V(u)/u2 ≤ x

)
= G1/2(x), (2.47)

ãäå G1/2(x) = 2[1 − N (x−1/2)], x > 0 óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïîêàçàòåëåì 1/2 è ÏËÑ

e−
√

2s .

Äâå ïîñëåäíèå òåîðåìû âîñõîäÿò ê Ïðàáõó [112, ãë.3], êîòîðûé äîêàçàë èõ àíàëîãè â êîíòåêñòå
òåîðèè çàïàñîâ è äëÿ äðóãîé ñèñòåìû, èíòåðïðåòèðóåìîé êàê ñèñòåìà M/GI/1�LCFS�P â
òåîðèè î÷åðåäåé. Äëÿ îáñóæäåíèÿ äðóãèõ ïðåäåëüíûõ òåîðåì ñì. [54,165,184].

Ïðèâåäåì åùå îäèí àñèìïòîòè÷åñêèé ðåçóëüòàò. Òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ÏËÑ áåçóñëîâíîãî
âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå M/GI/1�EPS äàåòñÿ (2.2) è (2.21).

Òåîðåìà 2.11. Äëÿ ñèñòåìû M/GI/1�EPS ïðè B(x) ∈ RV (−a), a > 1, a /∈ N è ρ < 1
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

a) 1−B(x) ∼ x−a`(x) ïðè x→∞;
b) P(V > x) ∼ (1− ρ)−ax−a`(x) ïðè x →∞.

Àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî, îïèðàþùååñÿ íà ðåçóëüòàòû [158] (ñì. �2.3 è �2.4 îáçîðà),
äàíî âïåðâûå â [185]. Äëÿ ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé òåîðåìû è äðóãèõ ñïîñîáîâ äîêàçàòåëüñòâ
ñì. [69,70,170] è öèòèðîâàííûå òàì ðàáîòû. Â âåðîÿòíîñòíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ îáû÷íî èñïîëü-
çóåòñÿ íåðàâåícòâî Ìàðêîâà (ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøå-
âà).

3. ÒÅÎÐÈß ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß M/GI/1�EPS. ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÉ
ÐÅÆÈÌ.

3.1. Íåñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà òðåáîâàíèé

Îáñóäèì ðÿä ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû EPS, îáîáùàþùèõ è óñèëèâàþùèõ òåîðå-
ìû 2.4 è 2.5, äàþùèõ îáîñíîâàíèå ìåòîäà àíàëèçà è ïðèâîäÿùèõ, êðîìå òîãî, ê ïîëó÷åíèþ
íåñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà ÷èñëà òðåáîâàíèé {L(t), t ∈ R+}. Ïóñòü â ìîìåíò
t = 0+ íà÷èíàåòñÿ ïåðâûé ïåðèîä çàíÿòîñòè ñèñòåìû è â ýòîò ìîìåíò îíà íàõîäèòñÿ â ñî-
ñòîÿíèè (n;x1, . . . , xn), ò.å. ñîäåðæèò L(0+) = n òðåáîâàíèé, n > 0, ñ îñòàòî÷íûìè äëèíàìè
xi ∈ [xi, xi + dxi), i = 1, 2, . . .. Ïîëîæèì ζ = inf{t > 0 : L(t) = 0}. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ
{L(t), t ∈ [0, ζ)} íà ïåðâîì ïåðèîäå çàíÿòîñòè (ñ÷èòàåì L(t) = 0 ïðè t > ζ). Ââåäåì íåïðå-
ðûâíûé àääèòèâíûé ôóíêöèîíàë, ïîñòðîåííûé íà òðàåêòîðèÿõ ïðîöåññà {L(t)} (òî÷íåå, íà
òðàåêòîðèÿõ ïðîöåññà X0(t), îïèñàííîãî ïåðåä òåîðåìîé 2.2):

X(t) =
∫ t

0

du

L(u) ∨ 1
. (3.1)
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X(0) = 0, X(t) = X(ζ−) ïðè t > ζ è limt→∞X(t) = ∞. Çàìåòèì, ÷òî
X(t) <∞ ïðè t <∞.

Ñëó÷àéíàÿ çàìåíà âðåìåíè, ñâÿçàííàÿ ñ ïðîöåññîì {X(t)}, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

τ(t) = inf{u > 0 : X(u) ≥ t}, t ∈ [0,∞). (3.2)

Ýòî âîçðàñòàþùàÿ êóñî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ñåìåéñòâî òàêèõ ôóíêöèé îáðàçóåò ïðîöåññ
{τ(t)} ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè. Ïóñòü τ(0) = 0 è τ(t) = ∞, åñëè {u > 0 : X(u) ≥
t} = ∅, ÷òî äîîïðåäåëÿåò {τ(t)} äëÿ âñåõ ω. Îòìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàíííîì t ñë.â.
τ(t) åñòü ìàðêîâñêèé ìîìåíò ïðîöåññà X0(t) îòíîñèòåëüíî âîçðàñòàþùåãî ñåìåéñòâà σ-àëãåáð.
Ïîëîæèì

M(t) = L(τ(t)) (3.3)

è áóäåì ñ÷èòàòü M(t) = 0 ïðè τ(t) = ∞. Ðàâåíñòâî (3.3) îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññ {M(t)}, îïðåäå-
ëåííûé ïî÷òè íàâåðíîå, ïîëó÷åí èç ïðîöåññà {L(t)} ñëó÷àéíîé çàìåíîé âðåìåíè (3.2). (Î ñëó-
÷àéíîé çàìåíå âðåìåíè ñì., íàïðèìåð, [23], [136] èëè [149].) Ïðîöåññ {M(t)} íåïðåðûâåí ñïðàâà;
ðàññìàòðèâàåìûé âìåñòå ñî ñâîèìè äîïîëíèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè x1(τ(t)), . . . , xL(τ(t))(τ(t)),
ýòîò ïðîöåññ îáëàäàåò ñòðîãî ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì. Äðóãèå ïîäðîáíîñòè î ñòðîåíèè ïðåîá-
ðàçîâàííûõ ïðîöåññîâ â ýòîé è ðîäñòâåííûõ ñèñòåìàõ ìîæíî íàéòè â [159,160,163,164].

Ïóñòü ζm = inf{t : M(t) = 0}. Îòìåòèì, ÷òî X(ζ) = ζm. Êðîìå òîãî,

τ(X(t)) = t, X(τ(t)) = t äëÿ êàæäîãî t. (3.4)

Òåîðåìà 3.1. Ìåæäó òðàåêòîðèÿìè ïðîöåññîâ {L(t)} è {M(t)} ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äî-
ïîëíèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ïðè êîòî-
ðîì äëÿ êàæäîãî ôèêñèðoâàííîãî t

τ(t) =
∫ t

0
M(u) du. (3.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ïîäðîáíîñòè ñì. â [164, c.93-94].) Ðàâåíñòâî (3.5) äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû Ëåáåãà, èãðàþùåé öåíòðàëüíóþ ðîëü â ñëó÷àéíîé çàìåíå âðåìåíè [23]: åñëè {X(t), t ≥
0} � íåîòðèöàòåëüíûé ïðîöåññ ñ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèìè òðàåêòîðèÿìè è {τ(t), t ≥ 0}
� ïðîöåññ, îïðåäåëÿåìûé (3.2) (ò.å. ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ê X(t) ôóíêöèè), òî äëÿ ëþáîãî
ïðîöåññà {Y (t), t ≥ 0} ñ èçìåðèìûìè ïî Áîðåëþ òðàåêòîðèÿìè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫ ∞

0
Y (t)X(dt) =

∫ X(∞)

0
Y (τ(t)) dt.

Òåïåðü ïðèìåíèì ýòó ôîðìóëó ïðè ôèêñèðîâàííîì t ê ïðîöåññó {X(t), t ≥ 0}, îïðåäåëÿ-
åìîìó ðàâåíñòâîì (3.1), ïîëàãàÿ Y (t) = 1(0,τ(b)](t)L(t). Ó÷èòûâàÿ (3.4), èìååì 1(0,τ(b)](τ(t)) =
1(0,τ(b)]. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû Ëåáåãà â ñèëó (3.3) ñâîäèòñÿ ê

∫ b
0 M(t) dt. Ëåâàÿ ÷àñòü ñ

ó÷åòîì (3.1) ïðèíèìàåò âèä∫ ∞

0
1(0,τ(b)](t)(L(t) ∨ 1)

1
L(t) ∨ 1

dt = τ(b).

Ýòî äàåò (3.5). ut
Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî (ñòðîãî âîçðàñòàþùèå) òðàåêòîðèè ïðîöåññà {τ(t)} àáñîëþòíî

íåïðåðûâíû. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t ñë.â. τ(t) â (3.5) èíòåðïðåòèðóåòñÿ òàê: τ(t) íà
ìíîæåñòâå {ζm > t} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó îáñëóæåííûõ ê ìîìåíòó t äëèí òðåáîâàíèé.
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Ïðîöåññ {M(t)} èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðîöåññ ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå M̃/G/∞ ñ ìàð-
êîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì ïåðåìåííîé èíòåíñèâíîñòè λL(t) (ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 2.2). Åùå
îäíà èíòåðïðåòàöèÿ ïðîöåññà {M(t)} ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè êàæäîãî òðåáîâàíèÿ êàê ÷àñòèöû
ñî âðåìåíåì æèçíè, ðàñïðåäåëåííûì ñîãëàñíî B(x) (ñð. ñ ýñêèçîì ìåòîäà). Êàæäàÿ ÷àñòèöà çà
âðåìÿ ñâîåé æèçíè ïîðîæäàåò äðóãèå ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Òîãäà {M(t)} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñóììó n ïàðàëëåëüíî ïðîòåêàþùèõ íåçàâèñèìûõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ïîðîæäåíèÿ íîâûõ ÷à-
ñòèö (ïîòîìêîâ), êàæäûé èç êîòîðûõ îáðàçóåòñÿ åäèíñòâåííîé ÷àñòèöåé (ïðåäêîì) èç L(0) = n
ñ îñòàâøèìñÿ âðåìåíåì æèçíè x è îáðûâàåòñÿ â ìîìåíò t. Ñêàçàííîå ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü
{M(t)} ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè (n;x1, . . . , xn) êàê

M(t) =
n∑

i=1

Nxi(t), (3.6)

ãäå Nx(t) � ÷èñëî ÷àñòèö â ìîìåíò t â îòäåëüíîì âåòâÿùåìñÿ ïðîöåññå, ïîðîæäåííîì åäèí-
ñòâåííûì ïðåäêîì ñî âðåìåíåì æèçíè x. Òðàåêòîðèè êàæäîãî ïðîöåññà {Nx(t)} íåïðåðûâíû
ñïðàâà.

Âðåìÿ æèçíè òàêîãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà, îáðûâàþùåãîñÿ â ìîìåíò t, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Φ(x, t) =
∫ t

0
Nx(u) du. (3.7)

(Â èíîé òåðìèíîëîãèè Φ(x, t) áûëî ââåäåíî êàê �ýëåìåíò çàäåðæêè�.) Â (3.6) è (3.7) âðåìÿ
èçìåðÿåòñÿ ïî íîâîé øêàëå.

Íåçàâèñèìîñòü ñîñòàâëÿþùèõ äåêîìïîçèöèè (2.12) ñòàíîâèòñÿ òåïåðü î÷åâèäíîé.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ϕ(z, s, x, t) .= E[e−sΦ(x,t) zNx(t)] äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ âðåìåíè æèçíè Φ(x, t) è ÷èñëà ÷àñòèö Nx(t) â âåòâÿùåìñÿ ïðîöåññå ñ åäèíñòâåííûì
ïðåäêîì äëèíû x.

Òåîðåìà 3.2. (1986) Íà ïåðâîì ïåðèîäå çàíÿòîñòè ñèñòåìû, â êîòîðóþ ïðåîáðàçîâàíà ñè-
ñòåìà M/GI/1�EPS ïîñðåäñòâîì ñëó÷àéíîé çàìåíû âðåìåíè (3.2), âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

E[e−sτ(t) zM(t)1(ζm>t)|(n; x1, . . . , xn)] =
n∏

i=1

ϕ(z, s, xi, t), (3.8)

ãäå

ϕ(z, s, x, t) =
{
δ(z, s, t) ïðè x ≥ t,
δ(z, s, t)/δ(z, s, t− x) ïðè x < t,

(3.9)

δ(z, s, t) = z e−(s+λ)t /ψ(z, s, t), t ≥ 0. (3.10)

Çäåñü ôóíêöèÿ ψ çàäàåòñÿ ñâîèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ïî t (àðãóìåíò q) ôóíêöèè ψ(z, s, t)

ψ̃(z, s, q) =
∫ ∞

0

e−qt ψ(z, s, t) dt =
q + s+ λ− λz + λzβ(q + s+ λ)
(q + s+ λ)(q + λβ(q + s+ λ))

, (3.11)

Re s > 0, q > −λπ(s), |z| ≤ 1, π(s) = E[e−sζ ] � ðåøåíèå (2.4).

Êîììåíòàðèè ê äîêàçàòåëüñòâó.Ïîäðîáíîñòè ñì. â [164]. Ôîðìóëû (3.9) � (3.11) ÿâëÿþòñÿ ðåøå-
íèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðûå àíàëîãè÷íû ïî òèïó óðàâíåíèÿì (2.13), (2.14) è îòëè÷àþòñÿ
îò íèõ òîëüêî íàëè÷èåì åùå îäíîãî ïåðåìåííîãî z â íåèçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ δ(z, s, t), ϕ(z, s, x, t)
è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ϕ(z, s, 0, t) = 1, ϕ(z, s, x, 0) = δ(z, s, 0) = z. Ýòè óñëîâèÿ îòðàæàþò
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òîò ôàêò, ÷òî Φ(0, t) = Φ(x, 0) = 0, N0(t) = 0 è Nx(0) = 1. Óðàâíåíèÿ âûâîäÿòñÿ ïðè ðàññìîò-
ðåíèè èíôèíèòåçèìàëüíûõ èçìåíåíèé ôóíêöèé ϕ è δ = ϕ ïðè x ≥ t. Ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèé
àíàëîãè÷íî âûâîäó óðàâíåíèé (2.14) è (2.13) äëÿ δ(s, u) = δ(1, s, u) è ϕ(s, x, u) = ϕ(1, s, x, u).
Òåõíè÷åñêàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2 çàêëþ÷àåòñÿ â ôîðìàëüíîì ðàñïðîñòðàíåíèè
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4 íà ñëó÷àé ó÷åòà òåêóùåãî ÷èñëà ïîòîìêîâ. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî
ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ψ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (ñð. ñ çàìå÷àíèåì 2.4)

ψ(z, s, t) .= exp
[
−λ
∫ t

0
ϕB(z, s, u) du

]
, ãäå ϕB(z, s, t) =

∫ ∞

0
ϕ(z, s, x, t) dB(x),

îòêóäà ñëåäóåò ∫ t

0
ϕB(z, s, y) dy = −λ−1 lnψ(z, s, t), (3.12)

à òàêæå ϕB(z, s, t) = −λ−1 ∂
∂tψ(z, s, t)/ψ(z, s, t) è π(s) = −λ−1 limt→∞ lnψ(1, s, t). ut

Çàìå÷àíèå 2.3 ñïðàâåäëèâî è äëÿ òåîðåìû 3.2. Ïóñòü â ìîìåíò t = 0 ñèñòåìà M/GI/1�EPS
íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè (n;x1, . . . , xn). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

pn,x(z, s) =
∫ ∞

0

e−st E[zL(t)1(ζ>t)|(n; x1, . . . , xn)] dt, n ≥ 1, Re s > 0, |z| ≤ 1, (3.13)

pn(z, s) =
∫ ∞

0

e−st E[zL(t)1(ζ>t)|L(0) = n] dt.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôóáèíè, ìîæíî ïåðåïèñàòü (3.13) â ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

pn,x(z, s) = E

[∫ ζ

0

e−st zL(t)|(n; x1, . . . , xn)
]

dt. (3.14)

Çàìåíÿÿ â (3.14) ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ íà τ(t) (ìû èíòåãðèðóåì ïî âîçðàñòàþùåìó
ïðîöåññó) è ñíîâà ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóáèíè, ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ó÷åòîì (3.3) è (3.5)

pn,x(z, s) = z

∫ ∞

0

∂

∂z

(
E[e−sτ(t) zM(t)1(ζm>t)|(n; x1, . . . , xn)]

)
dt. (3.15)

Ïîñëå ñíÿòèÿ óñëîâèÿ ïî îñòàòî÷íûì äëèíàì òðåáîâàíèé, íàõîäÿùèõñÿ â ñèñòåìå â ìîìåíò
t = 0, ïðèõîäèì ñ ó÷åòîì (3.12) ê óòâåðæäåíèþ [163,164,165]

Òåîðåìà 3.3. Ïðè ëþáîì êîíå÷íîì ρ ñïðàâåäëèâo ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ÷èñëà òðåáîâàíèé â ìîìåíò t íà ïåðâîì
ïåðèîäå çàíÿòîñòè ñèñòåìû M/G/1�EPS, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ ïðè íàëè÷èè n òðåáîâàíèé

pn(z, s) =
z

λn

∫ ∞

0

∂

∂z

[
− ∂

∂t
lnψ(z, s, t)

]n

dt, Re s > 0, |z| ≤ 1, (3.16)

ãäå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè ψ çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì (3.11).

Îãðàíè÷èâàÿñü ñëó÷àåì n = 1 (ïåðâûé ïåðèîä çàíÿòîñòè îòêðûâàåòñÿ åäèíñòâåííûì òðå-
áîâàíèåì), ìîæíî ïîëó÷èòü p1(z, s) â ÿâíîì âèäå.

Òåîðåìà 3.4. Â ñèñòåìå M/G/1�EPS ïðè ëþáîì êîíå÷íîì ρ

p1(z, s) =
z(1− π(s))

s+ λ(1− z)(1− π(s))
, Re s > 0, |z| ≤ 1. (3.17)
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Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. (Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî äàíî âïåðâûå â [164, c.97-98], ñì. òàêæå [165,
166,176].) Ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü ψ̃(z, s, q) (ñì. (3.11))
â âèäå

ψ̃(z, s, q) = κ̃1(s, q)− zκ̃2(s, q).

Â ýòîì ðàâåíñòâå

κ̃1(s, q) = [q + λβ(q + s+ λ)]−1, κ̃2(s, q) = (λ− λβ(q + s+ λ))κ̃1(s, q)(q + s+ λ)−1. (3.18)

Èç (3.18) ñëåäóåò, ÷òî íåèçâåñòíûå ôóíêöèè κi(s, t) = L−1(κ̃i(s, q)), i = 1, 2 ÿâëÿþòñÿ ïëîò-
íîñòÿìè ôóíêöèé âîññòàíîâëåíèÿ îáðûâàþùèõñÿ ïðîöåññîâ âîññòàíîâëåíèÿ. Çäåñü L−1 � îïå-
ðàòîð îáðàùåíèÿ (äâóìåðíîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà (êîíòóðíûé èíòåãðàë Áðîìâè÷à); àð-
ãóìåíòó q ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííàÿ t. (Íåò íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíÿòü L−1 ê îäíîìåðíîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà κi(s, t).)

Ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ íåñîáñòâåííîãî óðàâíåíèÿ âîññòàíîâëåíèÿ ê ñîáñòâåííîìó [48,
ãë.11, �6], îïèðàþùèìñÿ íà ïðåäåëüíóþ òåîðåìó äëÿ îáðûâàþùèõñÿ ïðîöåññîâ âîññòàíîâëåíèÿ,
íàõîäÿòñÿ àñèìïòîòèêè κi(s, t) eλπ(s)t ïðè t→∞. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ñíà÷àëà
ïðîâåðèòü íåêîòîðûå óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå âîçìîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé íåñîáñòâåííûõ
óðàâíåíèé âîññòàíîâëåíèÿ, è äàëåå ââåñòè íîâóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó (â òåîðèè ñòðàõîâîãî
ðèñêà ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíîé ìåðû íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ýñøåðà (Esscher
transformation)[47], â èòîãå èç-çà íåãî ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæè-
òåëü â ëåâîé ÷àñòè ïðèâîäèìûõ äàëåå ôîðìóë). Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äâóõ ïîëó÷åííûõ
ñîáñòâåííûõ óðàâíåíèé âîññòàíîâëåíèÿ íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ óçëîâîé òåîðåìû âîññòàíîâëå-
íèÿ [131]è èìåþò âèä

lim
t→∞

κ1(s, t) eλπ(s)t = [C1(s)(λ− λπ(s))]−1, lim
t→∞

κ2(s, t) eλπ(s)t = [C2(s)(s+ λ− λπ(s))]−1,

ãäå C1(s) < ∞ è C2(s) < ∞ � íåêîòîðûå çàâèñÿùèå îò s êîíñòàíòû. Èç óïîìÿíóòûõ âûøå
óñëîâèé âûòåêàåò, ÷òî C1(s) = C2(s) ïðè s > 0. Òîãäà èç ïðèâåäåííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò

lim
t→∞

κ2(s, t)/κ1(s, t) = λ(1− π(s))/(s+ λ− π(s)). (3.19)

Ïðè n = 1 â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.16) ìîæíî ïîìåíÿòü
ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî z è ïî t, ïîëó÷àÿ ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ

p1(z, s) =
z

λ
lim
t→∞

κ2(s, t)
κ1(s, t)− zκ2(s, t)

.

Ôîðìóëà (3.19) ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ê âèäó (3.17). ut
Ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà {L(t)} íà âcåé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè [0, ∞) ìîæíî òåïåðü íàé-

òè ñ ïîìîùüþ áîëåå ñòàíäàðòíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ [65], ðàññìàòðèâàÿ äâà
ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ, îáðàçîâàííûå ìîìåíòàìè íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïå-
ðèîäîâ çàíÿòîñòè. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî â ìîìåíò t = 0 ñèñòåìà ñâîáîäíà îò òðå-
áîâàíèé 28. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå g0(z, s)

.=
∫∞
0

e−st E[zL(t)|L(0) = 0] dt. Íåòðóäíî ïîêàçàòü [164,
c.99], ÷òî ôóíêöèÿ g0(z, s) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ g0(z, s) = η(s)/λ+ η(s)p1(z, s), â êîòîðîì
η(s) = λ/(s+ λ− λπ(s)) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïëîòíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ â ïðîöåññå
âîññòàíîâëåíèÿ, îáðàçîâàííîì ìîìåíòàìè íà÷àëà î÷åðåäíîãî ïåðèîäà çàíÿòîñòè. Ñëåäîâàòåëü-
íî,

g0(z, s) = [1 + λp1(z, s)](s+ λ− λπ(s))−1, Re s > 0, |z| ≤ 1. (3.20)

28 Ïåðåõîä îò íóëåâûõ ê ïðîèçâîëüíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì íå âûçûâàåò ïðèíöèïèàëüíûõ çàòðóäíåíèé, íî
ïðèâîäèò ê áîëåå ãðîìîçäêèì ðåçóëüòàòàì.
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Çàìå÷àíèå 3.1. Ôîðìóëà (3.20), ñâÿçûâàþùàÿ õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà ÷èñëà òðåáîâàíèé
íà [0,∞) ïðè íà÷àëüíîì ócëîâèè P(L(0) = 0) = 1 ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ýòîãî ïðîöåññà íà ïåðèî-
äå çàíÿòîñòè, ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé êîíñåðâàòèâíîé äèñöèïëèíû. Äèñöèïëèíîé îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî âèä ôóíêöèè p1(z, s), ÷òî ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå òðóäíûì ýòàïîì àíàëèçà.

Ðàâåíñòâà (3.17) è (3.20) ïðèâîäÿò ê óòâåðæäåíèþ [164,165,166]

Òåîðåìà 3.5. Ôóíêöèÿ

g0(z, s) = [s+ λ(1− z)(1− π(s))]−1 (3.21)

çàäàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà òðåáîâàíèé â ìî-
ìåíò t â ñèñòåìå M/GI/1�EPS ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè P(L(0) = 0) = 1.

Îäíèì èç ñëåäñòâèé òåîðåìû 3.5 ÿâëÿåòñÿ âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà âåðîÿòíîñòè îòñóò-
ñòâèÿ òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìå EPS â ìîìåíò t

Ñëåäñòâèå 3.1.

g0(0, s) ≡ p̃00(s) =
∫ ∞

0

e−st P00(t) dt = [s + λ− λπ(s)]−1. (3.22)

Çäåñü è äàëåå äîïîëíèòåëüíûé íèæíèé èíäåêñ 0 áóäåò óêàçûâàòü íà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû â ìîìåíò t = 0.

Ôîðìóëà (3.22) ïîêàçûâàåò, ÷òî P00(t) ïðèíàäëåæèò êëàññó ñòàíäàðòíûõ p-ôóíêöèé, ââå-
äåííîìó Êèíãìàíîì ïðè èçó÷åíèè ôåíîìåíîâ ðåãåíåðàöèè29. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãèå ñâîéñòâà
P00(t) âûòåêàþò èç ñâîéñòâ p-ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, |P00(t2)− P00(t1)| < ρ|t2 − t1| äëÿ âñåõ
ïîëîæèòåëüíûõ t1 è t2, ïîñêîëüêó P′00(0) = −ρ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P00(t) àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ââåñòè ôóíêöèþ A(t) = (1− P00(t))/ρ
(P00(0) = 1, P00(∞) = 1− ρ), òî îíà èìååò ïëîòíîñòü α(t) è 0 ≤ α(t) ≤ 1. (Îäíàêî A(t) ìîæåò
íå áûòü äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè âñåõ t, ïðèìåðîì ñëóæèò ñèñòåìà M/D/1.)

Äðóãàÿ ôîðìà ñëåäñòâèÿ 3.1 (à çàîäíî è òåîðåìû 2.1):

Ñëåäñòâèå 3.2. Â ñèñòåìå M/GI/1�EPS ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà p̃00(s) óäîâëåòâîðÿåò ôóíê-
öèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

p̃00(s) = [s+ λ− λβ(1/p̃00(s))]−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ξ = ξ(s) = s+λ−λπ(s), Re s > 0 â ôîðìóëå (2.4). Óòâåðæäåíèå
âûòåêàåò èç (3.22) è (2.4). ut

Îòâåò íà âîïðîñ î ñðåäíåì ÷èñëå òðåáîâàíèé â ñèñòåìå M/GI/1�EPS â ìîìåíò t äàåò

Ñëåäñòâèå 3.3. 30 ∫ ∞

0

e−st E[L(t)] dt = λ(1− π(s))/s2 . (3.23)

29 Â îáùåì, P00(t) � äàâíî èçó÷åííàÿ ðÿäîì àâòîðîâ õàðàêòåðèñòèêà ñèñòåìû M/GI/1�FCFS; ñëåäñòâèå 3.1
ôîðìàëüíî óñòàíàâëèâàåò, ÷òî â òî÷íîñòè òîé æå õàðàêòåðèñòèêîé îáëàäàåò è ñèñòåìà M/GI/1�EPS, è â
ýòîì íåò íåîæèäàííîãî. Ñëåäñòâèå 3.1 ãàðàíòèðóåò, ÷òî âñå èçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ýòîé õà-
ðàêòåðèñòèêîé ñèñòåìû M/GI/1�FCFS (íàïðèìåð, àíàëîãè òåîðåìû 3.6), àâòîìàòè÷åñêè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ
è íà ñèñòåìó M/GI/1�EPS. Òåì íå ìåíåå, íåêîòîðûå ïðîáåëû â èçó÷åíèè P00(t) ñëåäîâàëî çàïîëíèòü.

30 Â êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå M/G/1�FCFS E[L(t)] â èçîáðàæåíèè ïî Ëàïëàñó èìååò îòëè÷àþùèéñÿ îò (3.23) âèä,
çàâèñÿùèé è îò β(s).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòàðíîå âû÷èñëåíèå ïðåäåëà ∂g0(z, s)/∂z ïðè z → 1. ut
Äàäèì òåïåðü äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2.1.

Ïðè ρ < 1 ðàâåíñòâî Pn = (1 − ρ)ρn, n = 0, 1, 2, . . . , âûòåêàåò èç (3.21) ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
êëàññè÷åñêîé òàóáåðîâîé òåîðåìû lims↓0 g0(z, s) = limt→∞ E[zL(t)] = (1− ρ)/(1− ρz) è ïîñëåäó-
þùåãî îáðàùåíèÿ ïîëó÷åííîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè. ut

Èç òåîðåìû 3.5 íåòðóäíî èçâëå÷ü ìíîãî äðóãèõ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ ïî õàðàêòåðèçàöèè ïå-
ðåõîäíîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû M/GI/1�EPS, íî äàëåå ìû îãðàíè÷èìñÿ êðàòêèì îáñóæäåíèåì
âðåìåíè ðåëàêñàöèè.

Ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå íåñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû M/M/1�
EPS â òåðìèíàõ ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà (îíè ñîâïàäàþò ñ âåðîÿò-
íîñòÿìè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû M/M/1�FCFS [36],ïîñêîëüêó èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð (gen-
erator) ïðîöåññà ÷èñëà òðåáîâàíèé â îáåèõ ñèñòåìàõ îäèí è òîò æå ïðè B(x) = 1−e−µx, è ïðèâå-
ñòè àñèìïòîòèêó äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà òðåáîâàíèé â ìîìåíò t ïðè t→∞ (ρ < 1) (ñì., íàïðèìåð,
ôîðìóëó (2.55) äëÿ E[L(t)|L(0) = 0] â [167]), èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî E[L(t)|L(0) = 0] ñòðåìèòñÿ
ê ρ/(1 − ρ) ýêñïîíåíöèàëüíûì îáðàçîì. Êîíñòàíòà Tc = [µ(1 − √

ρ)2]−1 ïðè ρ = λ/µ < 1 õà-
ðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè E[L(t)] ê ñòàöèîíàðíîìó çíà÷åíèþ ïðè t → ∞ è íàçûâàåòñÿ
âðåìåíåì ðåëàêñàöèè (ñð. ñ [36], à òàêæå ñî ñòàòüÿìè Áëàíà (J.P.Blanc) è Êåéëñîíà (J.Keilson).

Áîëåå óäîáíîå îïðåäåëåíèå âðåìåíè ðåëàêñàöèè31 äàåòñÿ ðàâåíñòâîì

Tc = Tc(P00(t)) = inf{T ≥ 0 : P00(t)− P00(∞) = O(e−t/T)}.

Ýòî îïðåäåëåíèå ïðèãîäíî äëÿ ëþáûõ îäíîëèíåéíûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ ïðè ñîáëþäåíèè
óñëîâèé: ρ < 1, ô.ð. èíòåðâàëîâ ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè è äëèí òðåáîâàíèé èìåþò ëåãêèé õâîñò.
Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ñèñòåìà M/GI/1, òî äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî β(s) ↑ ∞ ïðè
s ↓ sb , ãäå sb < 0 � àáñöèññà àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ÏËÑ β(s). Â ýòîì ñëó÷àå β(s) èìååò àíà-
ëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà ÷àñòü ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, B(x) /∈ K. (Âàðüèðóÿ
îïðåäåëåíèå Tc è èñïîëüçóÿ âìåñòî P00(t) äðóãèå íåñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû,
ìîæíî íàõîäèòü äëÿ íèõ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, îòëè÷àþùèåñÿ îò ïðèâåäåííîé äàëåå,
êîòîðàÿ ïîëó÷åíà äëÿ ïðîñòåéøåé õàðàêòåðèñòèêè P00(t)− (1− ρ).)

Òåîðåìà 3.6. Ïðè ñäåëàííîì ïðåäïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî β(s) âðåìÿ ðåëàêñàöèè Tc äëÿ
ñèñòåìû M/G/1�EPS íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà Tc = −s−1

0 , ãäå s0 � îñîáàÿ òî÷êà ñ íàèáîëü-
øåé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ (èñêëþ÷àÿ ïîëþñ â òî÷êå s = 0) ôóíêöèè p̃00(s), îïðåäåëÿåìîé
ðàâåíñòâîì (3.22).

Äîêàçàòåëüñòâî. 32 Èç èçâåñòíûõ ïðèíöèïîâ îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, âîñõîäÿùèõ ê Õå-
âèñàéäó [60] (è ïîçäíåå îáîñíîâàííûõ â òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà ô.ð.), âûòåêàåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè P00(t) − P00(∞) ïðè t → ∞
çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òîé îñîáîé òî÷êè s0 ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî t ýòîé ôóíêöèè, êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé ê ìíèìîé îñè èç îñîáûõ òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè
Re s ≤ 0. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà p̃00(s) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðè Re s ≤ 0 çà èñêëþ÷å-
íèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê; ïðè P00(∞) 6= 0 â òî÷êå s = 0 ïîÿâëÿåòñÿ
äîïîëíèòåëüíûé ïîëþñ, íå èãðàþùèé ðîëè ïðè âû÷èñëåíèè Tc. Ýòî ïðèâîäèò ê óòâåðæäåíèþ
òåîðåìû.

31 Ïîíÿòèå âðåìåíè ðåëàêñàöèè ââåë âïåðâûå Ìîðç (P.Morse) (1955), íî åãî îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò íàøåãî.
Ñì. òàêæå ïî ýòîìó ïîâîäó [83, �2.8].

32 Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû äîêàçàòåëüñòâ àíàëîãè÷íîé òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû M/GI/1�FCFS äàâàëèñü Êåéëñîíîì
è Ñåðâè (1987), Áëàíîì è âàí Äîðíîì (1986) , Êîýíîì [36] (1982) è äð. Íàìè ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé M/GI/1�
EPS. Èç ïåðâûõ ñòðîê äîêàçàòåëüñòâà ñòàíåò ÿñíî, ÷òî îñîáîé îðèãèíàëüíîñòè íè â îäíîì èç äîêàçàòåëüñòâ
íå áûëî, ïîñêîëüêó îíè îïèðàëèñü íà èäåè Õåâèñàéäà.
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Áîëåå ôîðìàëüíî òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ òàê [167, c.37]. Èç (3.22) âûòåêàåò, ÷òî ξ = ξ(s) =
s+ λ− λπ(s), Re s > 0 åñòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ β(ξ) = (s+ λ− ξ)/λ,Re ξ > 0. Â
ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î âèäå β(s), åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ β′(ξ) = −1/λ ÿâëÿåòñÿ
ξ0 íà (sb, 0). Ïîýòîìó â òî÷êå s0 = ξ0 + λ(β(ξ0) − 1) ôóíêöèÿ ξ(s) èìååò òî÷êó âåòâëåíèÿ.
Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè ξ(s) íà îáëàñòü Re s > s0 èìååò åäèíñòâåííûé íóëü ïðè
s = 0, ÿâëÿþùèéñÿ ïîëþñîì ôóíêöèè p̃00(s). Ñëåäîâàòåëüíî, s0 � îñîáàÿ òî÷êà ñ íàèáîëüøåé
äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ ôóíêöèè p̃00(s), çà èñêëþ÷åíèåì ïîëþñà â òî÷êå s = 0. ut

Òåîðåìà 3.6 ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ Tc äëÿ ñèñòåìû M/G/1�EPS ïðè ðàçëè÷íûõ
âèäàõ ô.ð. B(x) è ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû. Åñëè β(s) èìååò äðîáíî�ðàöèîíàëüíûé âèä ñî çíàìå-
íàòåëåì ñòåïåíè 1 èëè 2, òî òàêèå âû÷èñëåíèÿ ïðîñòû. Ïðè ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
Tc � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ρ, s0 è êîýôôèöèåíòà âàðèàöèè.

Áîëåå èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò � òåîðåìà 2.8 îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè L(t)/t â ñèñòåìå
M/GI/1�EPS ïðè t → ∞ è ρ > 1. Êîíñòàíòà, ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ ï.í. ýòî îòíîøåíèå, èìååò
ñîâåðøåííî äðóãîé âèä ïî ñðàâíåíèþ ñ áîëåå èëè ìåíåå èçâåñòíîé êîíñòàíòîé (ρ− 1)/β1 äëÿ
ñèñòåìû M/GI/1�FCFS.

Çàìå÷àíèå 3.2. Òåîðåìû 3.3 è 3.4 (íàðÿäó ñ òåîðåìàìè 2.4 è 2.5) � íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå
èç íàøèõ ðåçóëüòàòîâ, ðàññìîòðåííûõ â ñòàòüå. Îíè ñîäåðæàò íå òîëüêî ðåøåíèÿ ïðîáëåì, ñ÷è-
òàâøèõñÿ íåðàçðåøèìûìè. Äàæå áîëåå âàæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ íîâûé àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä
äåêîìïîçèöèè íà ýëåìåíòû çàäåðæêè, ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûé äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ è ñìåæíûõ
çàäà÷. Ïðè ýòîì, ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèé èç òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ìû ïåðåëîæèëè íà
ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê è ðàçðàáîòàëè ñìóòíîå ïðåäâèäåíèå Êëåéíðîêà, îòìåòèâøåãî ïî ïîâîäó
(âñåãî ëèøü) äèñöèïëèíû FCFS, ÷òî �. . .èçó÷åíèå ïåðèîäà çàíÿòîñòè â äåéñòâèòåëüíîñòè
ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèåì íåóñòàíîâèâøèõñÿ ÿâëåíèé è ýòî îäíà èç ïðè÷èí òîãî, ÷òî ðàçâèòèå
òåîðèè íàòîëêíóëîñü íà òðóäíîñòè è çàòîðìîçèëîñü� 33.

.

3.2. Íåñòàöèîíàðíîå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà òðåáîâàíèé è âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ

Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ íà ýëåìåíòû çàäåðæêè îêàçàëñÿ íàñòîëüêî ìîùíûì, ÷òî åãî äàëüíåé-
øåå óñîâåðøåíñòâîâàíèå ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è, óêàçàííîé â çàãîëîâêå.
Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíûé ðåæèì, íåîáõîäèìî íåêîòîðîå íà÷àëüíîå óñëî-
âèå; äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ ñâîáîäíà
îò òðåáîâàíèé â ìîìåíò t = 0. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âû÷èñëå-
íèÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñë.â. V (t, u) (âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ïîìå÷åííîãî òðåáîâàíèÿ
äëèíû u, ïîñòóïèâøåãî â ìîìåíò t) è L(t) (÷èñëà òðåáîâàíèé â ìîìåíò t) â ñèñòåìå M/GI/1�
EPS [172,173], [174,169], [170,171].

Ïóñòü ζ = inf(t > 0 : L(t) = 0) and π(s) = E[e−sζ ] � ÏËÑ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî
ïåðèîäà çàíÿòîñòè (ñì. òåîðåìó 2.1), ò.å. åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå (ñ íàèìåíüøèì
àáñîëþòíûì çíà÷åíèåì) ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.4). Ââåäåì îïðåäåëåíèå

ṽ0(z, r, s, u)
.=
∫ ∞

0
e−stE

[
e−rV (t,u)zL(t) |L(0) = 0

]
dt (Re s, r > 0, |z| ≤ 1). (3.24)

Cïðàâåäëèâà

33 Â îðèãèíàëüíîì èçäàíèè: �. . . our study the busy period has really been the study of a transient phenomenon and

this is one of the reasons that the development bogged down�. (öèòèðóåòñÿ ïî êíèãå [82, p. 226]).
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Òåîðåìà 3.7. (1997) Äëÿ ëþáîé çàãðóçêè ρ = λβ1, òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèè ṽ0 èìååò
âèä:

ṽ0(z, r, s, u) = p̃00(s)
δ(r, u)

1− ã(z, r, s, u)/ψ(r, u)
(3.25)

ãäå p̃00(s) = [s+λ−λπ(s)]−1, δ(r, u) = e−u(r+λ) /ψ(r, u) , ψ(r, u) äàåòñÿ ñâîèì ïðåîáðàçîâàíèåì
Ëàïëàñà ïî u (àðãóìåíò q):

ψ̃(r, q) =
q + r + λβ(q + r + λ)

(q + r + λ)(q + λβ(q + r + λ))
(r ≥ 0, q > −λπ(r)), (3.26)

ã(z, r, s, u) = zλ

{
ψ(r, u) ∗

[
e−u(r+λπ(s)−s)

∫ ∞

u
e−y(s+λ−λπ(s)) dB(y)

]
+ e−u(r+λπ(s)−s)

∫ ∞

u
e−y(s+λ−λπ(s))(1−B(y)) dy

}
. (3.27)

Çäåñü ∗ � ñèìâîë ñòèëòüåñîâñêîé ñâåðòêè and π(s) � ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå ôóíêöèîíàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (2.4).

Êîììåíòàðèè ê äîêàçàòåëüñòâó. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ðàñïðîñòðàíåíèè íàøèõ
àðãóìåíòîâ èç [158, 164] (ñì. �2.3 è òåîðåìû 2.4, 2.5 è 3.3) íà ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé, èñ-
ïîëüçóÿ ïðè ýòîì òàêóþ òåõíèêó êàê îáðûâàþùèéñÿ ïåðèîä çàíÿòîñòè è ñëó÷àéíàÿ çàìåíà
âðåìåíè, à òàêæå íåêîòîðûå êîíñòðóêöèè èç òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ è òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ïðî-
öåññîâ. ×àñòíûå ñëó÷àè z = 1 (t → ∞, ρ < 1) è r = 0 (0 < ρ < ∞) ïðåäñòàâëåíû âûøå. Â
ñóùíîñòè, ìû âûâåëè âûðàæåíèå äëÿ ṽ0 c ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ óñëîâíîãî âðåìåíè ïðåáû-
âàíèÿ V (t, u) è ÷èñëà òðåáîâàíèé L(t) â ìîìåíò t â âèäå íåêîòîðîãî îáîáùåííîãî ôóíêöèîíàëà
îò (íåòðèâèàëüíîãî) âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà òèïà Êðàìïà�Ìîäà�ßãåðñà íà ïåðâîì ïåðèîäå çà-
íÿòîñòè ñèñòåìû. Èñïîëüçóÿ ñòðóêòóðó ýòîãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà, ìû ñîñòàâèëè è ðåøèëè
â òåðìèíàõ ìíîãîìåðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, îïðåäåëÿþùóþ ṽ0 íà ïåðâîì ïåðèîäå çàíÿòîñòè. Âèä ṽ0 íà
âñåé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè âðåìåíè áûë íàéäåí ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ïðèåìîâ òåîðèè
âîññòàíîâëåíèÿ. Ðåøåíèå ñîäåðæèò êîíòóðíûå èíòåãðàëû Áðîìâè÷à, ò.å. îïåðàòîðû îáðàùå-
íèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà L−1 (íàïðèìåð, ψ(r, u) = L−1(ψ̃(r, q)) â (3.27)).

Çàìå÷àíèå 3.3. Òåîðåìà 3.7 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â íåñêîëüêèõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìàõ.
Çäåñü âûáðàí âèä ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòà, íàïîìèíàþùèé ôîðìóëó (5.2) èç [162].

Çàìå÷àíèå 3.4. Tåîðåìà 3.7 ñïðàâåäëèâà íå òîëüêî äëÿ ïðèâû÷íîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
ρ < 1, íî è äëÿ ρ ≥ 1.

Çàìå÷àíèå 3.5. Tåîðåìà 3.7 ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ âñå óòâåðæäåíèÿ ïðåäû-
äóùèõ ðàçäåëîâ. Èç íåå ìîæíî òàêæå èçâëå÷ü ìíîãî íîâûõ ðåçóëüòàòîâ.

3.3. Îñíîâíûå ñëåäñòâèÿ.

Ôîðìóëà (3.25) î÷åíü ñëîæíà è ïðåäñòàâëÿåò ñêîðåå òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ. Îäíàêî â ÷àñò-
íûõ ñëó÷àÿõ, íåîáõîäèìûõ â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ, îíà çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ. Ïîêà-
æåì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü íåñêîëüêî âàæíûõ ñëåäñòâèé òåîðåìû 3.7.

Ñëåäñòâèå 3.4. Äëÿ ëþáîãî ρ, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî t (àðãóìåíò s) âåðîÿòíîñòíîé
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (àðãóìåíò z) ô.ð. ÷èñëà òðåáîâàíèé L(t) â ìîìåíò t, èìååò âèä:

ṽ0(z, 0, s, u) = g0(z, s) = [s+ λ(1− z)(1− π(s))]−1. (3.28)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ r = 0, (3.27) ðåäóöèðóåòñÿ ê ã(z, 0, s, u) = zp̃00(s)(λ− λπ(s))e−λu.
Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç (3.25). ut

Ýòîò ðåçóëüòàò äîêàçàí â [164, ôîðìóëà (2.108)] (1989) (ñì. òàêæå [163, òåîðåìà 2], [166,
òåîðåìà 3.2]) â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîé òåîðåìû, êîòîðàÿ îòðàæåíà â îáçîðå êàê òåîðåìà
3.5. Òåïåðü ìû ïîëó÷èëè íîâîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (3.21) èñõîäÿ èç òåîðåìû 3.7.

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïðè ëþáîì ρ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî t (àðãóìåíò s) îò ÏËÑ (àðãóìåíò
r) ô.ð. ñë.â. V (t, u) �- âèðòóàëüíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå òðåáîâàíèÿ äëèíû u,
ïîñòóïàþùåãî â ìîìåíò t, äàåòñÿ ôîðìóëîé (3.25), ãäå ã ïîëó÷àåòñÿ èç (3.27) êàê ã(1, r, s, u).
Ôîðìóëà äëÿ ã îïóñêàåòñÿ, ïîñêîëüêó îíà èìååò ïî÷òè òîò æå ñàìûé âèä êàê (3.27).

Äîêàçàòåëüñòâî. [174,173] Ïîëîæèì z = 1 â (3.25) è (3.27). ut
Ýòîò ðåçóëüòàò ïîñëå ñíÿòèÿ óñëîâèÿ ïî u äàåò õàðàêòåðèñòèêó ñèñòåìû M/GI/1�EPS ïî-

äîáíóþ ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Òàêà÷à äëÿ ñèñòåìû M/GI/1�FCFS [138, p.51-56](êîíå÷íî, íàøå
ðåøåíèå ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ Òàêà÷à êàê ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ, òàê è îáúåê-
òîì ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà: äèñöèïëèíû FCFS è EPS � äâà ïîëÿðíûõ ïðåäåëüíûõ âàðèàíòà
äèñöèïëèíû RR ïðè ðàçìåðå êâàíòà Θ →∞ è Θ → 0 ñîîòâåòñòâåííî; êðîìå òîãî, Òàêà÷ ïîëó-
÷èë ðåøåíèå äëÿ ô.ð. âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ, à íå âèðòóàëüíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ
â ñèñòåìå).

Áîëåå ïîäðîáíûé êîììåíòàðèé. Óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ 3.5 ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî ô.ð. B(·)
äàþò òî÷íîå ðåøåíèå çíà÷èòåëüíî áîëååå òðóäíîé ïðîáëåìû íàõîæäåíèÿ ô.ð. (áåçóñëîâíîãî)
âèðòóàëüíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ, ïîñòóïàþùåãî â ìîìåíò t â ñèñòåìó M/GI/1�
EPS, â òåðìèíàõ òðåõìåðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñë.â. îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç V (t)):∫ ∞

0

e−st E
[
e−rV(t) |L(0) = 0

]
dt =

∫ ∞

0

δ(r, u)
1− ã(1, r, s, u)/ψ(r, u)

dB(u), (3.29)

ãäå ψ(r, u) = L−1(ψ̃(r, q))(r, u) è ψ̃(r, q) äàåòñÿ ðàâåíñòâîì (3.26).

Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ íà
ýëåìåíòû çàäåðæêè, îïèñûâàþùåãî ïðèíöèïû ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ ïðîöåññà äîñòèã-
íóòîãî òðåáîâàíèåì îáñëóæèâàíèÿ ê ìîìåíòó t. Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ âðåìåíè â ýòîì ïðîöåññå
îïðåäåëåííûì îáðàçîì óâåëè÷èâàåòñÿ, à ïðîöåññ óäàåòñÿ äåêîìïîçèðîâàòü òàê, ÷òîáû âû÷èñ-
ëÿëèñü ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ îò åãî êîìïîíåíò â íîâîé øêàëå âðåìåíè (ïîñëå ðåøåíèÿ
íåêîòîðûõ óðàâíåíèé). Îáðàòíûé ïåðåõîä ê èñõîäíîé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ âðåìåíè ïðèâîäèò ê
èñêîìîìó ðåçóëüòàòó.

Óïîìÿíóòûé ðåçóëüòàò Òàêà÷à, êîòîðûé, ïîæàëóé, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå áëåñòÿùèõ
äîñòèæåíèé â òåîðèè î÷åðåäåé, ñîñòîèò â òî÷íîì ðåøåíèè â òåðìèíàõ äâîéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé êëàññè÷åñêîé è íàìíîãî áîëåå ïðîñòîé ïðîáëåìû íàõîæäåíèÿ ô.ð. âèðòóàëüíîãî âðåìåíè
îæèäàíèÿ òðåáîâàíèÿ, ïîñòóïàþùåãî â ìîìåíò t â ñèñòåìó M/GI/1�FCFS (cîîòâåòñòâóþùàÿ
ñë.â. îáîçíà÷àåòñÿ çäåñü ÷åðåç W (t)):∫ ∞

0

e−st E
[
e−rW(t) |L(0) = 0

]
dt =

s + λ− λπ(s)− r

(s + λ− λβ(r)− r)[s + λ− λπ(s)]
. (3.30)

Ðåçóëüòàò Òàêà÷à (1955) ïîëó÷åí èì ìåòîäîì ñîñòàâëåíèÿ è ðåøåíèÿ íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ
äëÿ ïðîöåññà íåçàêîí÷åííîé ðàáîòû.

Çàìå÷àíèå 3.6. Îäíî èç ïðèíöèïèàëüíûõ ðàçëè÷èé ìåæäó äèñöèïëèíàìè FCFS è EPS çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè äèñöèïëèíå FCFS î÷åíü äëèííîå òðåáîâàíèå, ïîñòóïèâøåå íà îáñëó-
æèâàíèå, ïîëíîñòüþ ìîíîïîëèçèðóåò ïðèáîð, ñîçäàâàÿ âåñüìà áîëüøóþ çàäåðæêó êàæäîìó
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èç îæèäàþùèõ òðåáîâàíèé. Ïðè äèñöèïëèíå EPS òàêîå æå òðåáîâàíèå íèêîãäà íå ñìîæåò
ïîëíîñòüþ ìîíîïîëèçèðîâàòü ðåñóðñ ïðèáîðà; êîíå÷íî, îíî ñîçäàåò îïðåäåëåííûå çàäåðæêè
áóäóùèì ïîñòóïëåíèÿì, íî ïîñêîëüêó âñå òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ îäíîâðåìåííî, òî äîñòà-
òî÷íî êîðîòêèå èç íèõ ïîëó÷àò ïîëíîñòüþ ñâîå îáñëóæèâàíèå è âûéäóò èç ñèñòåìû, îáîãíàâ
äëèííîå òðåáîâàíèå. Ïðèâåäåííûå òåîðåìû ïîçâîëèëè êîëè÷åñòâåííî îõàðàêòåðèçîâàòü ýòè
êà÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ, ïðè÷åì êàê òî÷íî, òàê è àñèìïòîòè÷åñêè.

Ñëåäñòâèå 3.6. E[V (t, u)] çàäàåòñÿ ñâîèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ïî t (àðãóìåíò s)

v1(s, u) =
δ1(u)
s2p̃00(s)

− λδ1(u)
s2p̃00(s)

∗
[
eu/p̃00(s)

∫ ∞

u
e−y/p̃00(s) dB(y)

]
ãäå δ1(u) = u+

∫ u
0

∑∞
n=1 ρ

nFn∗(x) dx ïðè ρ < 1 (äâå äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå ôîðìû δ1(u) äàíû â
(2.24) è â ðàâåíñòâå (b) èç çàìå÷àíèÿ 2.7). Çäåñü p̃00(s) ïðèâåäåíî â òåîðåìå 3.7 (ñì. òàêæå
ñëåäñòâèÿ 3.1, 3.2) è Fn∗(x) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (2.2734).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç (3.25) ïðè z = 1, èñïîëüçóÿ

v1(s, u) = − lim
r↓0

∂ṽ0(1, r, s, u)/∂r

. ut

Ñëåäñòâèå 3.7. Ðàñïðåäåëåíèå ñòàöèîíàðíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ V (u) òðåáîâàíèÿ äëèíû
u ïðè ρ < 1 äàåòñÿ ðàâåíñòâîì

v(r, u) .= E[e−rV (u)] =
(1− ρ)δ(r, u)

1− ã(1, r, 0, u)/ψ(r, u)
, (3.31)

ãäå

ã(1, r, 0, u) = λψ(r, u) ∗
[
e−u(r+λ)(1−B(u))

]
+ λe−u(r+λ)

∫ ∞

u
(1−B(x))dx. (3.32)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî π(0) = 1 ïðè ρ < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëàãàÿ z = 1 è ïðèìå-
íÿÿ êëàññè÷åñêóþ òàóáåðîâó òåîðåìó, ìû èìååì

lim
s↓0

sṽ0(1, r, s, u) = lim
t→∞

1
t

∫ t

0
E[e−rV (t,u)]dt = v(r, u).

Îòñþäà è èç (3.25), (3.27) ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ
âûòåêàåò (3.31). ut

Ýòî ñëåäñòâèå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê òåîðåìà 2.5 (ñ ó÷åòîì íåáîëüøîé ðàçíèöû â îáîçíà÷å-
íèÿõ).

Êàê è â òåîðåìå 3.7, ðåøåíèå ñîäåðæèò êîíòóðíûå èíòåãðàëû.

Ñëåäñòâèå 3.8. (1999) Ýêâèâàëåíòíîé ôîðìîé (3.31) (áåç êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ) ÿâëÿåò-
ñÿ

1
v(r, u)

=
∞∑

n=0

rn

n!
ξn(u), (3.33)

34 Ñë.â. ñ ô.ð. F (x) èìååò îêîëî äåñÿòêà íàçâàíèé: ñëó÷àéíàÿ ìîäèôèêàöèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, ýêñöåññ,
èíòåãðèðîâàííûé õâîñò (integrated tail) âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, îñòàòî÷íîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ, ïðÿìîå
âðåìÿ âîçâðàùåíèÿ è ò.ä.
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ãäå

ξ0(u) = 1, ξn(u) =
n

(1− ρ)n
un−1 ∗W (n−1)∗(u), n = 1, 2, . . . (3.34)

Çäåñü W (n−1)∗(u) is (n − 1)-êðàòíàÿ ñâåðòêà ô.ð. ñòàöèîíàðíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ W (u) â
ñèñòåìå M/GI/1�FCFS (W 0∗(u) = 1(u),W 1∗(u) = W (u)), ÏËÑ ô.ð.W (u) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé
Ïîëëà÷åêà�Õèí÷èíà

w(q) = (1− ρ)/(1− ρf(q)), (3.35)

ãäå f(q) = (1− β(q))/(qβ1) åñòü ÏËÑ ô.ð. F (x).

Äîêàçàòåëüñòâî. [174,173] (1999). Ïåðåïèøåì (3.31) â âèäå ôîðìóëû :

v(s, u) = (1− ρ)δ(r, u)
[
1− ρδ(r, u)

(∫ u

0
δ−1(r, u− x) dF (x) + 1− F (u)

)]−1

.

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî u îò 1/δ(r, u) (àðãóìåíò q), êîòîðîå äàåòñÿ
ðàâåíñòâîì (3.26) êàê ψ̃(r, q− r−λ), r ≥ 0, q > r+λ−λπ(r). Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷àåì∫ ∞

0
e−qu 1

v(r, u)
du =

1
q

[
1 +

1
1− ρ

r

q

1
1− 1

1−ρ
r
qw(q)

]
=

1
q

[
1 +

∞∑
n=1

(
1

1− ρ

r

q

)n

w(q)n−1

]
(3.36)

ãäå w(q) äàåòñÿ ðàâåíñòâîì (3.35). Îòìåòèì, ÷òî
∣∣∣ rw(q)
(1−ρ)q

∣∣∣ < 1 ïðè q > r + λ − λπ(r), ρ < 1.
Òåïåðü íåòðóäíî íàéòè îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (ïî àðãóìåíòó q) êàæäîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ
â ñòåïåííîé ðÿä ïî r ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî u ôóíêöèè 1/v(r, u)) (ñì. ðàâåíñòâî (3.36).
Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí ðàâåíñòâîì (3.34), îòêóäà âûòåêàåò (3.33), ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî �
ñòåïåííîé ðÿä ïî r ñ êîýôôèöèåíòàìè ξn(u)/n!. ut

Èäåÿ òàêîãî ðàçëîæåíèÿ âîñõîäèò ê Õåâèñàéäó [60, Ch.5]. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí
òàêæå â [185] (2000) êàê òåîðåìà 3.1. Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî â [185] áîëåå ãðîìîçäêî, ïîñêîëüêó
îíî ñòàðòóåò îò ìåíåå óäîáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íàøåãî ðåçóëüòàòà, à èìåííî � ñ ôîðìóëû
(5.6) ïðè z = 1 èç [162] è èñïîëüçóåò èíôîðìàöèþ î âèäå Var[V (u)] (ñì. (2.25). Â íàøåì
äîêàçàòåëüñòâå íå òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî çíàíèÿ î Var[V (u)]. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, âèä
Var[V (u)] íàâîäèò íà äîãàäêó î âîçìîæíîñòè òàêîãî ðàçëîæåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 3.9. (1999) Ïóñòü vn(u) = E[V (u)n], n = 1, 2, . . .. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà

vn(u) =
n∑

i=1

(
n

i

)
vn−i(u)ξi(u)(−1)i+1 (3.37)

Äîêàçàòåëüñòâî. [174, 173,169]. Ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà ïðåîáðàçîâàíèå v(r, u) ïðè ìàëûõ
r > 0

v(r, u) = 1− r

1!
v1(u) +

r2

2!
v2(u)−

r3

3!
v3(u) + . . . . (3.38)

Ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ (3.38) è (3.33)äàåò

− r

1!
[v1(u)− ξ1(u)] +

r2

2!
[v2(u)− 2v1(u)ξ1(u) + ξ2(u)]

− r3

3!
[v3(u)− 3v2(u)ξ1(u)− 3v1(u)ξ2(u)− ξ3(u)] + . . . = 0
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è ýòî ïðèâîäèò ê (3.37) ïîñëå n-êðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî r è ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè
r → 0. ut

Ôîðìóëà (3.37) áûëà ïîëó÷åíà â [79,156,158] ïðè n = 2 è â [174,173,185] ïðè ïðîèçâîëüíîì
n ∈ N. Îíà ìîæåò áûòü ïîëåçíîé ïðè ïîëó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê vn(u) ïðè u→∞ è
u→ 0 â äóõå òàêèõ îöåíîê äëÿ Var[V (u)] â [161] (ñì. (2.32) è (2.33)).

Î÷åðåäíûì øàãîì â èññëåäîâàíèÿõ ÿâëÿëîñü äàëüíåéøåå ðàñïðîñòðàíåíèå óêàçàííûõ òî÷-
íûõ òðàíçèåíòíûõ ðåøåíèé íà ñëó÷àé ñèñòåìû M/GI/1�EPS, â êîòîðîé ïîñòîÿííî ïðèñóò-
ñòâóåò K, K = 0, 1, 2 . . . ïåðìàíåíòíûõ òðåáîâàíèé áåñêîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè [182]. Çàäà÷è
òàêîãî ðîäà ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå â [19, 28, 151] äëÿ ñèñòåì ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà â ñòàöè-
îíàðíîì ðåæèìå.

Èíòåðåñíûå òðàíçèåíòíûå ðåøåíèÿ ïî ðàñïðåäåëåíèÿì ÷èñëà òðåáîâàíèé ïðè íåêîòîðûõ
ìîäèôèêàöèÿõ äèñöèïëèíû EPS ñîäåðæàò ñòàòüè [58, 92], íî â ýòîì îáçîðå îíè íå áóäóò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ.

Óïîìÿíåì åùå î ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòàõ. Â [127] îïèñàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ô.ð. ñë.â.
V (u) â ñèñòåìå M/PH/1�EPS, èñïîëüçóþùèé íåêîòîðûå ôîðìóëû �2.3 è ïðîöåäóðó óíèôîð-
ìèçàöèè. Ïîÿâèëèñü íåêîòîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñðåäíèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû EPS c
áîëåå îáùèì âõîäÿùèì ïîòîêîì (ðåêóððåíòíûì èëè òèïà G) [30,154]. Îáñóæäåíèå âîçìîæíî-
ñòåé ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ÏËÑ, âîçíèêàþùèõ ïðè àíàëèçå ñèñòåì ñ ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà,
ñîäåðæèòñÿ â [148]. (Õîðîøî èçâåñòíû îáçîðû Âèòòà ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîáëåìàì, òåïåðü
ýòè îáçîðû äîïîëíÿåò íåäàâíÿÿ ñòàòüÿ [63].) Â äîïîëíåíèå ê àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèÿì òèïà
òåîðåìû 2.11, íàéäåíà àñèìïòîòèêà õâîñòà ñ.â. V (u) â ñëó÷àå ëåãêèõ õâîñòîâ B(x) äëÿ ñèñòåìû
M/GI/1�EPS [180] (è â åå ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè äåòåðìèíèðîâàííîì ðàñïðåäåëåíèè äëèí [45]).
Â îáçîð íå âêëþ÷åíû ýòè ðåçóëüòàòû.

Îòìåòèì, ÷òî äî ñèõ ïîð íå óäàëîñü íàéòè îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ÏË ô.ð.ñë.â. V â
ñèñòåìå EPS c ô.ð. äëèí, îòëè÷àþùåéñÿ îò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñëåäóåò íàïîì-
íèòü, ÷òî äëÿ ñèñòåìû M/M/1�EPS ýòî áûëî ñäåëàíî Ìîððèñîíîì [101](1985)).

4. ÂÌÅÑÒÎ ÇÀÊËÞ×ÅÍÈß

Òåîðèÿ ñèñòåì ñ ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà � íîâîå íàïðàâëåíèå òåîðèè î÷åðåäåé, âîçíèêøåå
â 1967 ã. ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ñòàòåé Êëåéíðîêà. Ïåðâûå íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû â íåé ïðèíàä-
ëåæàò Ñàêàòå è äð. [120] (1969). Äàëüíåéøèå ïîïûòêè áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ ââåäåííûõ
Êëåéíðîêîì ìîäåëåé îêàçàëèñü, â ñóùíîñòè, ïî÷òè áåçóñïåøíûìè. Ñèòóàöèÿ ñòàëà êà÷åñòâåí-
íî èçìåíÿòüñÿ â ëó÷øóþ ñòîðîíó òîëüêî ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ñòàòåé [155, 78, 79, 156, 158, 122]. Çà
ïîñëåäíèå òðè äåñÿòèëåòèÿ óäàëîñü äîáèòüñÿ ñóùåñòâåííîãî ïðîãðåññà, â îñíîâíîì, â ïîëó÷å-
íèè òî÷íûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷ âû÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ (à çàòåì è íåñòàöè-
îíàðíûõ) ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòíî�âðåìåíí�ûõ õàðàêòåðèñòèê. Â îáçîðå äàíî äîñòàòî÷íî
ãëóáîêîå (õîòÿ è íå ïîëíîå) ïðåäñòàâëåíèå îá ýòèõ è äðóãèõ äîñòèæåíèÿõ ïîñòðîåííîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé òåîðèè ñèñòåìû M/GI/1 c ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà. Ïî÷òè ïîëíîñòüþ îñòàâëåíû â
ñòîðîíå ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ äðóãèìè ðàçíîâèäíîñòÿìè äèñöèïëèí ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà
â ñèëó åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé ïî îáúåìó ñòàòüè.

Ìîäåëè ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà íà÷àëè èíòåíñèâíî ïðèìåíÿòüñÿ ïðè àíàëèçå ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòè ñèñòåì ñ ðàçäåëåíèåì âðåìåíè, íî îñîáóþ àêòóàëüíîñòü îíè ïðèîáðåëè â íàñòîÿùåå
âðåìÿ â ñâÿçè ñ ñîçäàíèåì ñïåöèàëüíûõ ïðîòîêîëîâ óïðàâëåíèÿ ïåðåäà÷åé äàííûõ â êîìïüþ-
òåðíûõ ñåòÿõ è ðàçâèòèåì àñèíõðîííûõ ðåæèìîâ ïåðåäà÷è è îáðàáîòêè èíôîðìàöèè. Îíè øè-
ðîêî èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ïðè ñîçäàíèè ñåòåé ñîòîâîé ïîäâèæíîé ñâÿçè, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè
óçëîâ êîìïþòåðíûõ ñåòåé, â ñèñòåìàõ ñïóòíèêîâîé ñâÿçè è ò.ï. Áîëåå òîãî, ñèñòåìû ñ ðàçäå-
ëåíèåì ïðîöåññîðà íà÷àëè ïðèìåíÿòüñÿ íå òîëüêî â èíôîðìàòèêå, íî òàêæå â ýêîíîìè÷åñêèõ
è ñîöèàëüíûõ íàóêàõ (ñì., íàïðèìåð, [59,102]).
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Êðîìå òîãî, òàêèå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêîì íîâûõ è íåòðèâèàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
çàäà÷, ñòèìóëèðóþùèõ ïðîãðåññ â ðàçâèòèè âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà.
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