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Àííîòàöèÿ�Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîëèíåéíàÿ ÑÌÎ ñ êîíå÷íûì íàêîïèòåëåì, ìàðêîâñêèì
âõîäÿùèì ïîòîêîì è ìàðêîâñêèì (îáùèì) ïðîöåññîì îáñëóæèâàíèÿ âñåõ çàÿâîê íà ïðè-
áîðàõ ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ïðîöåññà è èíòåíñèâíîñòÿìè ïåðåõîäîâ ìåæäó ôàçàìè, çàâèñÿ-
ùèìè îò ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå. Íà ñèñòåìó äîïîëíèòåëüíî ïîñòóïàåò ìàðêîâñêèé ïîòîê
îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê, ïðè ýòîì ïîñòóïèâøàÿ îòðèöàòåëüíàÿ çàÿâêà �óáèâàåò� îäíó ïî-
ëîæèòåëüíóþ çàÿâêó â êîíöå î÷åðåäè. Ïîëó÷åí ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñèñòåìû è ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîé çàÿâêè.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñðåäè àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé èíôîòåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì çíà-
÷èòåëüíîå ìåñòî çàíèìàþò ñèñòåìû è ñåòè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) è (ÑåÌÎ) ñ îò-
ðèöàòåëüíûìè çàÿâêàìè, ââåäåííûìè â ðàññìîòðåíèå Å. Ãåëåíáå [1, 2]. Îòðèöàòåëüíàÿ çàÿâêà
ïðè ïîñòóïëåíèè â ÑÌÎ èëè â íåêîòîðûé óçåë ÑåÌÎ, �óáèâàåò� (ðàçðóøàåò) îäíó îáû÷íóþ
(ïîëîæèòåëüíóþ) çàÿâêó, îæèäàþùóþ â î÷åðåäè, ïîñëå ÷åãî îáå çàÿâêè ìãíîâåííî ïîêèäà-
þò ñèñòåìó, óìåíüøàÿ ÷èñëî îæèäàþùèõ ïîëîæèòåëüíûõ çàÿâîê (åñëè îíè áûëè â î÷åðåäè)
íà åäèíèöó. Â äàëüíåéøåì ïîíÿòèå îòðèöàòåëüíîé çàÿâêè áûëî ðàñïðîñòðàíåíî íà ñëó÷àé,
êîãäà îíà ìîæåò �óáèâàòü� ãðóïïó çàÿâîê èç î÷åðåäè èëè ïîëíîñòüþ îïóñòîøàòü î÷åðåäü (êà-
òàñòðîôû), áûëè òàêæå ââåäåíû ïîíÿòèÿ òðèããåðà, âûòàëêèâàþùåãî ïîëîæèòåëüíóþ çàÿâêó
èç îäíîãî óçëà ñåòè â äðóãîé, è ñèãíàëà, êîòîðûé ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò áûòü ëèáî
îòðèöàòåëüíîé çàÿâêîé (â òðàäèöèîííîì ñìûñëå), ëèáî òðèããåðîì (ñì., íàïðèìåð, êíèãó [3]).
Îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïóáëèêàöèé â îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ ÑåÌÎ è ÑÌÎ ñ îòðèöàòåëüíû-
ìè çàÿâêàìè, èëè òàê íàçûâàåìûõ G-ñåòåé è G-ñèñòåì, âêëþ÷àÿ èçâåñòíûå îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ
îòðèöàòåëüíîé çàÿâêè, ñîäåðæèòñÿ â îáçîðàõ [4, 5].

×òî æå êàñàåòñÿ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè G-ñåòåé, òî îíè îãðàíè÷åíû, â îñíîâíîì, êëàñ-
ñîì BCMP-ñåòåé ([6]) è èõ ìîäèôèêàöèé, ïðåäïîëàãàþùèõ ïóàññîíîâñêèå ïîòîêè êàê ïîëîæè-
òåëüíûõ, òàê è îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê è ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷èòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèé
âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñåòè â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìå.

Îäíàêî ïðåäïîëîæåíèÿ î ïóàññîíîâîñòè ïîòîêîâ è ñïåöèàëüíîì âèäå ôóíêöèé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ äëÿ G-ñèñòåì íå ÿâëÿþòñÿ îáÿçàòåëüíûìè, è ïóáëèêàöèè ïî
G-ñèñòåìàì ïîñâÿùåíû ÑÌÎ ñ áîëåå ñëîæíûìè ïðîöåññàìè ïîñòóïëåíèÿ êàê ïîëîæèòåëüíûõ,
òàê è îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê, à òàêæå ñ äîñòàòî÷íî îáùèìè ïðîöåññàìè îáñëóæèâàíèÿ. Ïî-
ñêîëüêó äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó ìíîãîëèíåéíîé G-ñèñòåìû, íèæå ìû îãðàíè÷èìñÿ
êðàòêèì îáçîðîì ìíîãîëèíåéíûõ ÑÌÎ ñ îòðèöàòåëüíûìè çàÿâêàìè.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé � 06-07-89056

è � 05-07-90103.
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ÑÌÎ ñ îäíèì ïðèáîðîì, íàêîïèòåëåì êîíå÷íîé åìêîñòè è ïîâòîðíûìè çàÿâêàìè, íà êîòî-
ðóþ ïîñòóïàåò ïîòîê òèïà MMAP (Marked Markovian Arrival Process), à âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ
ðàñïðåäåëåíû ýêñïîíåíöèàëüíî (çàìåòèì, ÷òî îáñëóæèâàíèå ïîâòîðíûõ çàÿâîê â íåêîòîðîì
ñìûñëå àíàëîãè÷íî îáñëóæèâàíèþ â ìíîãîëèíåéíîé ñèñòåìå), ðàññìîòðåíà â [7]. Ñ ó÷åòîì äâóõ
òèïîâ îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê è êàòàñòðîôè÷åñêèõ ñáîåâ â ýòîé ðàáîòå ïîëó÷åí ïðèáëèæåííûé
ìåòîä äëÿ ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.

Â [8] äëÿ ñèñòåìû M/M/n/0 ñ ïîâòîðíûìè çàÿâêàìè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îòðèöàòåëüíàÿ
çàÿâêà �óáèâàåò� ñëó÷àéíîå ÷èñëî çàÿâîê, íàéäåíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû è èññëåäîâàí íåñòàöèîíàðíûé ðåæèì â óñëîâèÿõ áîëüøîé íàãðóçêè.

Ìíîãîëèíåéíàÿ ÑÌÎ ñ ðåêóððåíòíûì âõîäÿùèì ïîòîêîì ïîëîæèòåëüíûõ çàÿâîê, ìàðêîâ-
ñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê, íàêîïèòåëåì êîíå÷íîé åìêîñòè è ìàðêîâñêèì
ïðîöåññîì îáñëóæèâàíèÿ âñåõ çàÿâîê íà ïðèáîðàõ ðàññìîòðåíà â [9]. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïðîöåññà è èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ôàçàìè çàâèñÿò îò ÷èñëà çà-
ÿâîê â ñèñòåìå, à ïîñòóïèâøàÿ îòðèöàòåëüíàÿ çàÿâêà óäàëÿåò ãðóïïó ïîëîæèòåëüíûõ çàÿâîê
â íà÷àëå î÷åðåäè. Ðàçðàáîòàí ðåêóððåíòíûé ìàòðè÷íûé àëãîðèòì äëÿ ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíûõ
âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé.

Íàêîíåö, â [10] ðàññìîòðåíà ìíîãîëèíåéíàÿ ÑÌÎ ñ íåîãðàíè÷åííûì íàêîïèòåëåì, ìàð-
êîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è ìàðêîâñêèì (îáùèì) ïðîöåññîì îáñëóæèâàíèÿ, àíàëîãè÷íûì
ðàññìîòðåííîìó â ðàáîòå [9]. Ïîòîê îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì; ïðè ýòîì, â
îòëè÷èå îò [9], ïîñòóïèâøàÿ îòðèöàòåëüíàÿ çàÿâêà �óáèâàåò� îäíó ïîëîæèòåëüíóþ çàÿâêó â
êîíöå î÷åðåäè. Ïîëó÷åí ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé
ñîñòîÿíèé ñèñòåìû è ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè
îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîé çàÿâêè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðåíà òà æå ñàìàÿ ìíîãîëèíåéíàÿ ÑÌÎ, ÷òî è â [10], íî ñ îãðà-
íè÷åííûì íàêîïèòåëåì. Ïîëó÷åíû àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñíîâíûõ ñòàöèîíàðíûõ ïîêà-
çàòåëåé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû.

2. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Ïîñòóïàþùèé â ñèñòåìó ïîòîê (ïðîöåññ ãåíåðàöèè) çàÿâîê äâóõ òèïîâ ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì
ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé (ôàç ãåíåðàöèè çàÿâîê) I. Çàÿâêè ïåðâîãî òèïà áóäåì íàçûâàòü ïîëîæè-
òåëüíûìè, èëè ïðîñòî çàÿâêàìè, à âòîðîãî òèïà � îòðèöàòåëüíûìè. Ìàòðèöó èíòåíñèâíîñòåé
ïîñòóïëåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ çàÿâîê îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ1, ìàòðèöó èíòåíñèâíîñòåé ïîñòóïëå-
íèÿ îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê � ÷åðåç Λ0, ìàòðèöó èíòåíñèâíîñòåé èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé ïðîöåññà
ãåíåðàöèè çàÿâîê áåç ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê � ÷åðåç Λ, à èíôèíèòåçèìàëüíóþ ìàòðèöó ïðîöåññà
èçìåíåíèÿ ôàç ãåíåðàöèè ìàðêîâñêîãî ïîòîêà � ÷åðåç Λ̃ = Λ + Λ0 + Λ1. Åñëè â ñèñòåìå íà-
õîäèòñÿ S (ïîëîæèòåëüíûõ) çàÿâîê è ïîñòóïàåò íîâàÿ (ïîëîæèòåëüíàÿ) çàÿâêà, òî ýòà çàÿâêà
òåðÿåòñÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~πin = (πin1, . . . , πinI) âåêòîð-ñòðîêó ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé
ïðîöåññà èçìåíåíèÿ ôàç ãåíåðàöèè ìàðêîâñêîãî ïîòîêà, êîòîðûé ìîæíî íàéòè èç ñèñòåìû
óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (ÑÓÐ)

~πinΛ̃ = ~πin

ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè

~πin~1 = 1.

×åðåç ~1 = (1, . . . , 1)T çäåñü è äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîð-ñòîëáåö èç åäèíèö, ðàçìåðíîñòü
êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ èç êîíòåêñòà (â äàííîì ñëó÷àå ðàâíà I). Êðîìå òîãî, ÷åðåç λ1 = ~πinΛ1~1
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è λ0 = ~πinΛ0~1 îáîçíà÷èì ñòàöèîíàðíûå èíòåíñèâíîñòè ïîñòóïëåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöà-
òåëüíûõ çàÿâîê.

Ïîëîæèòåëüíûå çàÿâêè îáñëóæèâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èìååòñÿ íåêîòîðîå ïîëîæè-
òåëüíîå öåëîå ÷èñëî R, êîòîðîå íàçîâåì ÷èñëîì îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ (ñìûñë ýòîãî íà-
çâàíèÿ ñòàíåò î÷åâèäåí â ðàçäåëå 6, ãäå áóäåò ðàññìîòðåíà ìíîãîëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ ôàçîâûì
ðàñïðåäåëåíèåì âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè). Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè â ñèñòåìå èìå-
åòñÿ r çàÿâîê, òî ïåðâûå min{r,R} èç íèõ íàõîäÿòñÿ íà ïðèáîðàõ. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ íàáîð
ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë (÷èñåë ôàç îáñëóæèâàíèÿ) Jr, r = 0, R. Åñëè â ñèñòåìå íàõîäèò-
ñÿ r, R < r ≤ S, çàÿâîê è ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ ïðåáûâàåò â ñîñòîÿíèè i, i = 1, JR, òî çà
�ìàëîå� âðåìÿ ∆ ñ âåðîÿòíîñòüþ µ1,R+1,i,j∆ + o(∆), j = 1, JR, íå çàâèñÿùåé îò âñåãî ïðîöåññà
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû, çàêàí÷èâàåòñÿ îáñëóæèâàíèå îäíîé èç R çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ
íà ïðèáîðàõ, ôàçà îáñëóæèâàíèÿ èçìåíÿåòñÿ íà j-þ, íà îñâîáîäèâøèéñÿ ïðèáîð ñòàíîâèòñÿ
ïåðâàÿ çàÿâêà èç î÷åðåäè, à îñòàëüíûå çàÿâêè â î÷åðåäè ñäâèãàþòñÿ ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà.
Êðîìå òîãî, ñ âåðîÿòíîñòüþ µ0,R+1,i,j∆+o(∆), j = 1, JR, j 6= i, òàêæå íå çàâèñÿùåé îò ïðîöåñ-
ñà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû, ôàçà îáñëóæèâàíèÿ èçìåíÿåòñÿ íà j-þ, íî íå çàêàí÷èâàåòñÿ
îáñëóæèâàíèå íè îäíîé èç çàÿâîê.

Ñëó÷àé 1 ≤ r ≤ R îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî òîëüêî òåì, ÷òî çà �ìàëîå� âðåìÿ ∆ âåðîÿò-
íîñòü îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè íà îäíîì èç ïðèáîðîâ (òåïåðü âñå çàÿâêè íàõîäÿòñÿ íà
ïðèáîðàõ) ðàâíà µ1rij∆ + o(∆), i = 1, Jr, j = 1, Jr−1, à âåðîÿòíîñòü ïðîñòî èçìåíåíèÿ ôàçû
îáñëóæèâàíèÿ íà j-þ ðàâíà µ0rij∆ + o(∆), i, j = 1, Jr, j 6= i.

Íàêîíåö, â ñëó÷àå r = 0 (â ñèñòåìå îòñóòñòâóþò çàÿâêè) çà �ìàëîå� âðåìÿ ∆ ìîæåò òîëüêî
ñ âåðîÿòíîñòüþ µ00ij∆ + o(∆), i, j = 1, J0, j 6= i, èçìåíèòüñÿ ñ i-é íà j-þ ôàçà îáñëóæèâàíèÿ.

Êðîìå òîãî, åñëè â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ r, 0 ≤ r < R, çàÿâîê è ïîñòóïàåò íîâàÿ (ïîëîæèòåëü-
íàÿ) çàÿâêà, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ ωrij , i = 1, Jr, j = 1, Jr+1, ôàçà îáñëóæèâàíèÿ èçìåíÿåòñÿ ñ
i-é íà j-þ. Ìàòðèöó èç ýëåìåíòîâ ωrij áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ωr. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà Ωr

ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé.

Äàëåå ïîëîæèì JR = J è áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöû èç ýëåìåíòîâ µ1rij è µ0rij , r = 1, R,
÷åðåç M1r è M0r, ìàòðèöû èç ýëåìåíòîâ µ1,R+1,i,j è µ0,R+1,i,j � ÷åðåç M1 è M0, à ìàòðèöó èç
ýëåìåíòîâ µ00ij � ÷åðåç M00.

Îòðèöàòåëüíûå çàÿâêè äåéñòâóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ r,
R < r ≤ S (ïîëîæèòåëüíûõ) çàÿâîê (ò.å. â î÷åðåäè èìåþòñÿ çàÿâêè), òî ïîñòóïàþùàÿ â ñèñòå-
ìó îòðèöàòåëüíàÿ çàÿâêà �óáèâàåò� ïîñëåäíþþ (ïîëîæèòåëüíóþ) çàÿâêó èç î÷åðåäè è îáå îíè
ïîêèäàþò ñèñòåìó. Åñëè æå â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ r ≤ R (ïîëîæèòåëüíûõ) çàÿâîê (ò.å. î÷åðåäü
îòñóòñòâóåò), òî ïîñòóïàþùàÿ â ñèñòåìó îòðèöàòåëüíàÿ çàÿâêà ïðîñòî ïîêèäàåò ñèñòåìó, íå
îêàçûâàÿ íà íåå íèêàêîãî âîçäåéñòâèÿ.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è êîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé, îïèñûâàþùèé ôóíêöèîíèðîâàíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ
íåïðèâîäèìûì. Ýòî óñëîâèå ýëåìåíòàðíî ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç èñõîäíûå ïàðàìåòðû
ñèñòåìû.

3. ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÅ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ Î×ÅÐÅÄÈ

Ïîñêîëüêó ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà çàÿâîê â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ñîâïàäàåò
ñ àíàëîãè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì â ñèñòåìå, îòëè÷àþùåéñÿ îò íàøåé òîëüêî òåì, ÷òî îòðèöà-
òåëüíàÿ çàÿâêà óíè÷òîæàåò ïåðâóþ (à íå ïîñëåäíþþ) çàÿâêó â î÷åðåäè (ñì. [9]), îãðàíè÷èìñÿ
êðàòêèì èçëîæåíèåì àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ýòîé õàðàêòåðèñòèêè.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A⊗B êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A è B.
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Ââåäåì ìàòðèöû 

N1 = Λ1 ⊗ EJ ,

N0 = Λ0 ⊗ EJ + EI ⊗M1,

Ñ = Λ⊗ EJ + EI ⊗M0,

N1r = Λ1 ⊗ Ωr, r = 0, R− 1,
N0r = EI ⊗M1r, r = 1, R,

Ñr = (Λ + Λ0)⊗ EJr + EI ⊗M0r, r = 0, R− 1,

ÑR = (Λ + Λ0)⊗ EJ + EI ⊗M0R,

ÑS = (Λ + Λ1)⊗ EJ + EI ⊗M0,

ãäå Ei � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà i.

×åðåç ~pr, 0 ≤ r ≤ S, îáîçíà÷èì âåêòîð-ñòðîêó, êîîðäèíàòàìè êîòîðîé prn, ãäå n = 1, IJr

ïðè r = 0, R− 1 è n = 1, IJ ïðè R ≤ r ≤ S, ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî
â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ r çàÿâîê, à ôàçû ïðîöåññîâ ãåíåðàöèè è îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê ðàâíû i
è j. Çäåñü n = (~e ′i ⊗ ~e ′′j )~rr, ~rr = (1, 2, . . . , IJr)T � âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè IJr èëè IJ , à
~e ′i è ~e

′′
j � âåêòîð-ñòðîêè ðàçìåðíîñòåé I è Jr èëè I è J , â êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî i-ÿ è j-ÿ

êîîðäèíàòû ðàâíû åäèíèöå, à îñòàëüíûå íóëþ (ýòî ïîçâîëèò íàì â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü
êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö). Äàëåå n áóäåì íàçûâàòü ôàçîé ãåíåðàöèè-îáñëóæèâàíèÿ
çàÿâîê.

ÑÓÐ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé èìååò âèä

0 = ~p0Ñ0 + ~p1N01,

0 = ~pr−1N1,r−1 + ~prÑr + ~pr+1N0,r+1, r = 1, R− 1,

0 = ~pR−1N1,R−1 + ~pRÑR + ~pR+1N0,

0 = ~pr−1N1 + ~prÑ + ~pr+1N0, r = R+ 1, S − 1,

0 = ~pS−1N1 + ~pSÑS

(1)

ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè
S∑

r=0

~pr~1 = 1. (2)

ÑÓÐ (1) ìîæíî ðåøèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè (ñì., íàïðèìåð, [11]). Îäíàêî, êàê ïîêàçû-
âàåò ïðàêòèêà, íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, áàçèðóþùèéñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîì
èñêëþ÷åíèè ñîñòîÿíèé ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Èìåííî ýòîò ìåòîä ëåæèò â îñíîâå ïðèâîäèìîãî
íèæå àëãîðèòìà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν̃ri, r = 0, R, i = 1, IJr, è ν̃i, ν̃Si, i = 1, IJ , äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
ìàòðèö Ñr, Ñ è ÑS . Ââåäåì ìàòðèöû Q̃r, r = 0, R, Q1r, r = 0, R, Q0r, r = 0, R, è Q̃,
Q1, Q0, Q̃S , Q0S . Ýëåìåíò q̃rij , r = 1, R− 1, i, j = 1, IJr, j 6= i, ìàòðèöû Q̃r îïðåäåëÿ-
åòñÿ ôîðìóëîé q̃rij = ν̃rij/ν̃ri, ýëåìåíò q̃rii = 0. Ýëåìåíòû q1rij , i = 1, IJr, j = 1, IJr+1, è
q0rij , i = 1, IJr, j = 1, IJr−1, ìàòðèö Q1r è Q0r îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè q1rij = ν1rij/ν̃ri

è q0rij = ν0rij/ν̃ri. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îñòàëüíûå ìàòðèöû Q̃, Q1, Q0, Q̃S è Q0S . Ýòè
ìàòðèöû èìåþò î÷åíü ïðîñòîé âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë. Íàïðèìåð, ýëåìåíò q̃ij ìàòðèöû Q̃ ðà-
âåí âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â ìîìåíò èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (â ñèñòåìå èìååòñÿ áîëåå R
çàÿâîê) ïðîèçîéäåò òîëüêî èçìåíåíèå ëèáî ôàçû ïðîöåññà ãåíåðàöèè çàÿâîê (áåç ïîñòóïëåíèÿ
çàÿâêè), ëèáî ôàçû ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ (áåç îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè), ýëåìåíò
q1ij ìàòðèöû Q1 � âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â ìîìåíò èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ñèñòåìó
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ïîñòóïèò (ïîëîæèòåëüíàÿ) çàÿâêà (åñòåñòâåííî, èçìåíèòñÿ ôàçà ïðîöåññà ãåíåðàöèè çàÿâîê),
ýëåìåíò q0ij ìàòðèöû Q0 � âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â ìîìåíò èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû
ëèáî â ñèñòåìó ïîñòóïèò îòðèöàòåëüíàÿ çàÿâêà (óìåíüøèâ íà åäèíèöó ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ
çàÿâîê), ëèáî îêîí÷èòñÿ îáñëóæèâàíèå ïîëîæèòåëüíîé çàÿâêè (òàêæå óìåíüøèâ íà åäèíèöó
÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ çàÿâîê).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ar, r = 0, S − 1, ìàòðèöó, ýëåìåíòîì arij (i = 1, IJr+1, j = 1, IJr ïðè
r = 0, R− 1 è i, j = 1, IJ ïðè r = R,S − 1) êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òîò
ìîìåíò, êîãäà â ñèñòåìå âïåðâûå îñòàíåòñÿ r çàÿâîê, ôàçà ãåíåðàöèè-îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê
áóäåò j, ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò â ñèñòåìå áûëî r+ 1 çàÿâîê è ôàçà ãåíåðàöèè-
îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê áûëà i. Ìàòðèöû Ar óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

AS−1 = Q0S + Q̃SAS−1,

Ar = Q0 + Q̃Ar +Q1Ar+1Ar, r = R,S − 2,

AR−1 = Q0,R + Q̃RAR−1 +Q1,RAAR−1,

Ar = Q0,r+1 + Q̃r+1Ar +Q1,r+1Ar+1Ar, r = 0, R− 2,

ò.å. îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

AS−1 = (EIJ − Q̃S)−1Q0,S ,

Ar = (EIJ − Q̃−Q1Ar+1)−1Q0, r = R,S − 2,

AR−1 = (EIJ − Q̃R −Q1,RA)−1Q0,R,

Ar = (EIJr+1 − Q̃r+1ArQ1,r+1Ar+1)−1Q0,r+1, r = 0, R− 2.

Òåïåðü ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ìîæíî îïðåäåëèòü, ïîñëåäîâàòåëüíî
ðåøàÿ óðàâíåíèÿ

~p0(Ñ0 +N10A0) = 0,

~pr(Ñr +N1rAr) + ~pr−1N1,r−1 = 0, r = 1, R− 1, (3)

~pR(ÑR +N1AR) + ~pR−1N1,R−1 = 0, (4)

~pr(Ñ +N1Ar) + ~pr−1N1 = 0, r = R+ 1, S − 1, (5)

è ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (2). Â ÷àñòíîñòè, èç (3)�(5)
è ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) èìååì

~pr = −~pr−1N1,r−1(Ñr +N1rAr)−1, r = 1, R− 1,

~pR = −~pR−1N1,R−1(ÑR +N1AR)−1,

~pr = −~pr−1N1(Ñ +N1Ar)−1, r = R+ 1, S − 1,

~pS = −~pS−1N1Ñ
−1
S .

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé πkill

�óáèéñòâà� çàÿâêè (îòðèöàòåëüíîé çàÿâêîé), πlos ïîòåðè çàÿâêè èç-çà ïåðåïîëíåíèÿ íàêîïè-
òåëÿ è πimm òîãî, ÷òî ïðèøåäøàÿ â ñèñòåìó çàÿâêà ñðàçó æå ïîñòóïèò íà ïðèáîð:

πkill =
1
λ1

S∑
r=R+1

~pr(Λ0 ⊗ EJ)~1,

πlos =
1
λ1
~pS(Λ1 ⊗ EJ)~1,

πimm =
1
λ1

R−1∑
r=0

~pr(Λ1 ⊗ EJ)~1.
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4. ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÅ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÂÐÅÌÅÍÈ ÎÆÈÄÀÍÈß
ÍÀ×ÀËÀ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß ÇÀßÂÊÈ

Íàéäåì ñíà÷àëà ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ îá-
ñëóæåííîé çàÿâêè (ò.å. ïîëîæèòåëüíîé çàÿâêè, íå ïîòåðÿííîé èç-çà ïåðåïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ
è íå �óáèòîé� îòðèöàòåëüíîé çàÿâêîé äî ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ åå íà ïðèáîð). Äëÿ ýòîãî îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ~Wrk(t), r = R+ 1, S, k = r, S, óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî (ïîëîæèòåëüíàÿ)
çàÿâêà íå áóäåò �óáèòà� è ïîñòóïèò íà ïðèáîð äî ìîìåíòà t, ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò 0 ýòà çàÿâêà íàõîäèòñÿ (r−R)-é â î÷åðåäè è âñåãî â î÷åðåäè èìååòñÿ k−R çàÿâîê. Êîîð-
äèíàòàWrkn(t), n = 1, IJ , âåêòîð-ñòîëáöà ~Wrk(t) ñîîòâåòñòâóåò ôàçå ãåíåðàöèè-îáñëóæèâàíèÿ
çàÿâîê â ìîìåíò 0 (ñì. âûøå). Òîãäà

~W ′
rk(t) =

t∫
0

(eΛx ⊗ eM0x)
[
(Λ0 ⊗ EJ) ~W ′

r,k−1(t− x) + (Λ1 ⊗ EJ) ~W ′
r,k+1(t− x) +

(EI ⊗M1) ~W ′
r−1,k−1(t− x)

]
dx, r = R+ 1, S − 2, k = r + 1, S − 1, (6)

~W ′
rr(t) =

t∫
0

(eΛx ⊗ eM0x)
[
(Λ1 ⊗ EJ) ~W ′

r,r+1(t− x) +

(EI ⊗M1) ~W ′
r−1,r−1(t− x)

]
dx, r = R+ 1, S − 1, (7)

~W ′
rS(t) =

t∫
0

(e(Λ+Λ1)x ⊗ eM0x)
[
(Λ0 ⊗ EJ) ~W ′

r,S−1(t− x) +

(EI ⊗M1) ~W ′
r−1,S−1(t− x)

]
dx, r = R+ 1, S − 1, (8)

~W ′
SS(t) =

t∫
0

(e(Λ+Λ1)x ⊗ eM0x)(EI ⊗M1) ~W ′
S−1,S−1(t− x) dx. (9)

Çäåñü äëÿ åäèíîîáðàçèÿ çàïèñè ïîëîæåíî

~W ′
Rk(t) = ∆(t)~1, k = R,S − 1, (10)

ãäå ∆(t) � ∆-ôóíêöèÿ Äèðàêà.

Â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà�Ñòèëòüåñà (ÏËÑ)

~ψrk(s) =

∞∫
0

e−st ~W ′
rk(t) dt

óðàâíåíèÿ (6)�(10) çàïèøóòñÿ â âèäå:

~ψrk(s) =
[
(Λ⊕M0) + sEIJ

]−1[(Λ0 ⊗ EJ)~ψr,k−1(s) + (Λ1 ⊗ EJ)~ψr,k+1(s) +

(EI ⊗M1)~ψr−1,k−1(s)
]
, r = R+ 1, S − 2, k = r + 1, S − 1, (11)

~ψrr(s) =
[
(Λ⊕M0)+sEIJ

]−1[(Λ1⊗EJ)~ψr,r+1(s)+(EI⊗M1)~ψr−1,r−1(s)
]
, r=R+1, S−1, (12)

~ψrS(s) =
[
((Λ + Λ1)⊕M0) + sEIJ

]−1[(Λ0 ⊗ EJ)~ψr,S−1(s) +
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(EI ⊗M1)~ψr−1,S−1(s)
]
, r = R+ 1, S − 1, (13)

~ψSS(s) =
[
((Λ + Λ1)⊕M0) + sEIJ

]−1(EI ⊗M1)~ψS−1,S−1(s), (14)

ãäå
~ψRk(s) = ~1, k = R,S − 1, (15)

à ⊕ � ñèìâîë êðîíåêåðîâîé ñóììû ìàòðèö.

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (11)�(14) ìîæåò áûòü ðåøåíà ðåêóððåíòíî, íà÷èíàÿ ñ
r = R + 1 è êîí÷àÿ r = S. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî r èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïðîãîíêè: íà ïðÿ-
ìîì õîäå ñíà÷àëà èç óðàâíåíèÿ (13) ïðè r = R + 1 ñ ó÷åòîì (15) âûðàæàåì ~ψR+1,S(s) ÷åðåç
~ψR+1,S−1(s) è ïîäñòàâëÿåì â (11) ïðè r = R + 1 è k = S − 1. Èç ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ,

îïÿòü-òàêè ñ ó÷åòîì (15), âûðàæàåì ~ψR+1,S−1(s) ÷åðåç ~ψR+1,S−2(s) è ïîäñòàâëÿåì â (11) ïðè

r = R + 1 è k = S − 2. Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó, âû÷èñëÿåì ~ψR+1,k(s), k = R+ 2, S, êàê
ôóíêöèè îò ~ψR+1,R+1(s), à ~ψR+1,R+1(s) îïðåäåëÿåì èç óðàâíåíèÿ (12). Íà îáðàòíîì õîäå ïðî-

ãîíêè ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé íàõîäèì îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ~ψR+1,k(s),
k = R+ 2, S. Çàòåì òàêèì æå îáðàçîì íàõîäèì ~ψR+2,k(s), k = S,R+ 2 è ò.ä. Íàêîíåö, èç óðàâ-
íåíèÿ (14) îïðåäåëÿåì ~ψS,S(s).

Îäíàêî ðåàëüíî ñèñòåìà (11)�(14) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà òîëüêî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìî-
ìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Òåïåðü ìû ìîæåì âûïèñàòü ôóíêöèþ W (t) ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäà-
íèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ îáñëóæåííîé çàÿâêè:

W (t) = 1− 1
(1−πkill−πlos)λ1

∞∫
t

S−1∑
r=R

~pr(Λ1 ⊗ EJ) ~W ′
r+1,r+1(x) dx, x > 0, (16)

Â òåðìèíàõ ÏËÑ ψ(s) =
∞∫
0

e−stdWrk(t) ýòî ðàñïðåäåëåíèå èìååò âèä

ψ(s) = 1− 1
(1−πkill−πlos)λ1

S−1∑
r=R

~pr

[
Λ1 ⊗ EJ)(~ψr+1,r+1(0)− ~ψr+1,r+1(s)

]
.

Îáðàòèìñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå
�óáèòîé� çàÿâêè (ò.å. íå ïîòåðÿííîé èç-çà ïåðåïîëíåíèÿ íàêîïèòåëÿ ïîëîæèòåëüíîé çàÿâêè,
�óáèòîé� îòðèöàòåëüíîé çàÿâêîé äî ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ åå íà ïðèáîð). Äëÿ ýòîãî îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ~Grk(t), r = R+ 1, S, k = r, S, âåêòîð-ñòîëáåö èç óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé Grkn(t),
n = 1, IJ , òîãî, ÷òî (ïîëîæèòåëüíàÿ) çàÿâêà áóäåò �óáèòà� äî ìîìåíòà t, ïðè óñëîâèè, ÷òî â
íà÷àëüíûé ìîìåíò 0 ýòà çàÿâêà íàõîäèòñÿ (r−R)-é â î÷åðåäè è âñåãî â î÷åðåäè èìååòñÿ k−R
çàÿâîê (êàê è ïðåæäå, âåêòîðíàÿ çàïèñü ñîîòâåòñòâóåò ôàçå ãåíåðàöèè-îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê
â ìîìåíò 0). Òîãäà

~G′
rk(t) =

t∫
0

(eΛx ⊗ eM0x)
[
(Λ0 ⊗ EJ)~G′

r,k−1(t− x) + (Λ1 ⊗ EJ)~G′
r,k+1(t− x) +

(EI ⊗M1)~G′
r−1,k−1(t− x)

]
dx, r = R+ 1, S − 2, k = r + 1, S − 1, (17)

~G′
rr(t) = (eΛt ⊗ eM0t)(Λ0 ⊗ EJ)~1 +

t∫
0

(eΛx ⊗ eM0x)
[
(Λ1 ⊗ EJ)~G′

r,r+1(t− x) +

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÒÎÌ 7 � 2 2007



ÌÀÐÊÎÂÑÊÀß ÑÈÑÒÅÌÀ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß Ñ ÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÛÌÈ ÇÀßÂÊÀÌÈ 145

(EI ⊗M1)~G′
r−1,r−1(t− x)

]
dx, r = R+ 1, S − 1, (18)

~G′
rS(t) =

t∫
0

(e(Λ+Λ1)x ⊗ eM0x)
[
(Λ0 ⊗ EJ)~G′

r,S−1(t− x) +

(EI ⊗M1)~G′
r−1,S−1(t− x)

]
dx, r = R+ 1, S − 1, (19)

~G′
SS(t) = (eΛt ⊗ eM0t)(Λ0 ⊗ EJ)~1 +

t∫
0

(e(Λ+Λ1)x ⊗ eM0x)(EI ⊗M1)~G′
S−1,S−1(t− x) dx. (20)

Çäåñü äëÿ åäèíîîáðàçèÿ çàïèñè ïîëîæåíî

~G′
Rk(t) = ~0IJ , k = R,S − 1, (21)

ãäå ~0IJ � íóëåâîé âåêòîð ðàçìåðíîñòè IJ .

Ââîäÿ ÏËÑ ~γrk(s) =
∞∫
0

e−std~Grk(t), ïîëó÷àåì èç (17)�(21):

~γrk(s) =
[
(Λ⊕M0) + sEIJ

]−1[(Λ0 ⊗ EJ)~γr,k−1(s) + (Λ1 ⊗ EJ)~γr,k+1(s) +

(EI ⊗M1)~γr−1,k−1(s)
]
, r = R+ 1, S − 2, k = r + 1, S − 1, (22)

~γrr(s) =
[
(Λ⊕M0) + sEIJ

]−1[(Λ0 ⊗ EJ)~1 + (Λ1 ⊗ EJ)~γr,r+1(s) +

(EI ⊗M1)~γr−1,r−1(s)
]
, r = R+ 1, S − 1, (23)

~γrS(s) =
[
((Λ + Λ1)⊕M0) + sEIJ

]−1[(Λ0 ⊗ EJ)~γr,S−1(s) +

(EI ⊗M1)~γr−1,S−1(s)
]
, r = R+ 1, S − 1, (24)

~γSS(s) =
[
((Λ + Λ1)⊕M0) + sEIJ

]−1[(Λ0 ⊗ EJ)~1 + (EI ⊗M1)~γS−1,S−1(s)
]
, (25)

ãäå

~γRk(s) = ~0IJ , k = R,S − 1. (26)

Ñèñòåìà (22)�(25) ñ ó÷åòîì (26) ìîæåò áûòü ðåøåíà òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è ñèñòå-
ìà (11)�(14).

Ôóíêöèÿ G(t) ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå �óáèòîé� çàÿâêè
èìååò âèä:

G(t) =
1

πkillλ1

t∫
0

S−1∑
r=R

~pr(Λ1 ⊗ EJ)~G′
r+1,r+1(x) dx, x > 0,

èëè â òåðìèíàõ ÏËÑ γ(s) =
∞∫
0

e−stdG(t):

γ(s) =
1

πkillλ1

S−1∑
r=R

~pr(Λ1 ⊗ EJ)~γr+1,r+1(s).
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5. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÂÐÅÌÅÍÍÛÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ
ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅÌ Â ÑÒÅÏÅÍÍÛÅ ÐßÄÛ

Â ýòîì ðàçäåëå íà ïðèìåðå ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ íà÷àëà îá-
ñëóæèâàíèÿ îáñëóæåííîé çàÿâêè ïîêàæåì, êàê ìîæíî â ÿâíîì âèäå âû÷èñëèòü ñòàöèîíàðíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê, ñâÿçàííûõ ñ âðåìåíåì ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå.

Ïðåæäå âñåãî, äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåì ôóíêöèè

D0 = Λ⊕M0, D1 = (Λ + Λ1)⊕M0,

B0 = Λ0 ⊗ EJ , B1 = Λ1 ⊗ EJ , B2 = EI ⊗M1.

Òîãäà óðàâíåíèÿ (6)�(9) ñ ó÷åòîì (10) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå

~W ′
R+1,k(t)=

t∫
0

eD0x
[
B0

~W ′
R+1,k−1(t−x)+B1

~W ′
R+1,k+1(t−x)

]
dx+eD0xB2~1, k=R+2, S−1, (27)

~W ′
R+1,R+1(t) =

t∫
0

eD0xB1
~W ′

R+1,R+2(t− x) dx+ eD0xB2~1, (28)

~W ′
R+1,S(t) =

t∫
0

eD1xB0
~W ′

R+1,S−1(t− x) dx+ eD1xB2~1, (29)

~W ′
rk(t) =

t∫
0

eD0x
[
B0

~W ′
r,k−1(t− x) +B1

~W ′
r,k+1(t− x) +

B2
~W ′

r−1,k−1(t− x)
]
dx, r = R+ 2, S − 2, k = r + 1, S − 1, (30)

~W ′
rr(t) =

t∫
0

eD0x
[
B1

~W ′
r,r+1(t− x) +B2

~W ′
r−1,r−1(t− x)

]
dx, r = R+ 2, S − 1, (31)

~W ′
rS(t) =

t∫
0

eD1x
[
B0

~W ′
r,S−1(t− x) +B2

~W ′
r−1,S−1(t− x)

]
dx, r = R+ 2, S − 1, (32)

~W ′
SS(t) =

t∫
0

eD1xB2
~W ′

S−1,S−1(t− x) dx. (33)

Âåêòîðíûå ôóíêöèè ~W ′
rk(t) áóäåì èñêàòü â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ

~W ′
rk(t) = e−at

∞∑
m=r−R−1

(at)m

m!
~Wrkm, r = R+ 1, S, k = r, S, (34)

ãäå ïîñòîÿííóþ a îïðåäåëèì êàê ñóììó ìîäóëåé ìèíèìàëüíûõ (äèàãîíàëüíûõ) ýëåìåíòîâ ìàò-
ðèö Λ è M0.

Ïðåäñòàâëÿÿ ìàòðèöû eD0t è eD1t â âèäå

eD0t = e−at
∞∑

k=0

(at)k

k!
Lk

0, eD1t = e−at
∞∑

k=0

(at)k

k!
Lk

1,
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ãäå

L0 = a
(
EIJ +

1
a
D0

)
, L1 = a

(
EIJ +

1
a
D1

)
,

ïîëó÷àåì èç (27)�(29):

e−at
∞∑

m=0

(at)m

m!
~WR+1,k,m =

t∫
0

e−ax
∞∑

n=0

(ax)n

n!
Ln

0

[
B0e

−a(t−x)
∞∑
l=0

(a(t− x))l

l!
~WR+1,k−1,l +

B1e
−a(t−x)

∞∑
l=0

(a(t− x))l

l!
~WR+1,k+1,l

]
dx+ e−at

∞∑
m=0

(at)m

m!
Lm

0 B2~1 =

e−at

[ ∞∑
m=1

(at)m

m!

m−1∑
n=0

1
a
Ln

0

(
B0

~WR+1,k−1,m−n−1 +B1
~WR+1,k+1,m−n−1

)
+

∞∑
m=0

(at)m

m!
Lm

0 B2~1

]
, k = R+ 2, S − 1, (35)

e−at
∞∑

m=0

(at)m

m!
~WR+1,R+1,m =

t∫
0

e−ax
∞∑

n=0

(ax)n

n!
Ln

0B1e
−a(t−x)

∞∑
l=0

(a(t−x))l

l!
~WR+1,R+2,l dx+ e−at

∞∑
m=0

(at)m

m!
Lm

0 B2~1 =

e−at

[ ∞∑
m=1

(at)m

m!

m−1∑
n=0

1
a
Ln

0B1
~WR+1,R+2,m−n−1 +

∞∑
m=0

(at)m

m!
Lm

0 B2~1

]
, (36)

e−at
∞∑

m=0

(at)m

m!
~WR+1,S,m =

t∫
0

e−ax
∞∑

n=0

(ax)n

n!
Ln

1B0e
−a(t−x)

∞∑
l=0

(a(t−x))l

l!
~WR+1,S−1,l dx+ e−at

∞∑
m=0

(at)m

m!
Lm

1 B2~1 =

e−at

[ ∞∑
m=1

(at)m

m!

m−1∑
n=0

1
a
Ln

1B0
~WR+1,S−1,m−n−1 +

∞∑
m=0

(at)m

m!
Lm

1 B2~1

]
. (37)

Ôîðìóëû (35)�(37) äàþò ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ ~WR+1,k,m ñòåïåííûõ ðÿäîâ (34):

~WR+1,k,0 = B2~1, k = R+ 1, S; (38)

ïðè k = R+ 2, S − 1

~WR+1,k,m =
1
a

(
B0

~WR+1,k−1,m−1 +B1
~WR+1,k+1,m−1

)
+ L0

~WR+1,k,m−1, m ≥ 1; (39)

ïðè k = R+ 1

~WR+1,k,m =
1
a
B1

~WR+1,R+2,m−1 + L0
~WR+1,R+1,m−1, m ≥ 1; (40)
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ïðè k = S

~WR+1,S,m =
1
a
B0

~WR+1,S−1,m−1 + L1
~WR+1,S,m−1, m ≥ 1. (41)

Àíàëîãè÷íî, èç (30)�(32) èìååì ïðè r = R+ 2, S − 1 ñîîòíîøåíèÿ

e−at
∞∑

m=r−R−1

(at)m

m!
~Wr,k,m =

t∫
0

e−ax
∞∑

n=0

(ax)n

n!
Ln

0

[
B0e

−a(t−x)
∞∑

l=r−R−1

(a(t− x))l

l!
~Wr,k−1,l +

B1e
−a(t−x)

∞∑
l=r−R−1

(a(t−x))l

l!
~Wr,k+1,l +B2e

−a(t−x)
∞∑

l=r−R−2

(a(t−x))l

l!
~Wr−1,k−1,l

]
dx =

e−at

a

[ ∞∑
m=r−R

(at)m

m!

m−r+R∑
n=0

Ln
0

(
B0

~Wr,k−1,m−n−1 +B1
~Wr,k+1,m−n−1

)
+

∞∑
m=r−R−1

(at)m

m!

m−r+R+1∑
n=0

Ln
0B2

~Wr−1,k−1,m−n−1

]
, k = r + 1, S − 1,

e−at
∞∑

m=r−R−1

(at)m

m!
~Wr,r,m =

t∫
0

e−ax
∞∑

n=0

(ax)n

n!
Ln

0

[
B1e

−a(t−x)
∞∑

l=r−R−1

(a(t− x))l

l!
~Wr,r+1,l dx +

B2e
−a(t−x)

∞∑
l=r−R−2

(a(t− x))l

l!
~Wr−1,r−1,l

]
dx =

e−at

a

[ ∞∑
m=r−R

(at)m

m!

m−r+R∑
n=0

Ln
0B1

~Wr,r+1,m−n−1 +

∞∑
m=r−R−1

(at)m

m!

m−r+R+1∑
n=0

Ln
0B2

~Wr−1,r−1,m−n−1

]
,

e−at
∞∑

m=r−R−1

(at)m

m!
~Wr,S,m =

t∫
0

e−ax
∞∑

n=0

(ax)n

n!
Ln

1B0e
−a(t−x)

∞∑
l=r−R−1

(a(t− x))l

l!
~Wr,S−1,l dx +

B2e
−a(t−x)

∞∑
l=r−R−2

(a(t− x))l

l!
~Wr−1,S−1,l

]
dx =

e−at

a

[ ∞∑
m=r−R

(at)m

m!

m−r+R∑
n=0

Ln
1B0

~Wr,S−1,m−n−1 +
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∞∑
m=r−R−1

(at)m

m!

m−r+R+1∑
n=0

Ln
1B2

~Wr−1,S−1,m−n−1

]
,

ïðèâîäÿùèå ê ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ ~Wr,k,m, R+ 1 < r < S, ñòåïåííûõ ðÿäîâ (34):

~Wr,k,r−R−1 =
1
a
B2

~Wr−1,k−1,r−R−2, k = r, S; (42)

ïðè k = r + 1, S − 1

~Wr,k,m =
1
a

(
B0

~Wr,k−1,m−1+B1
~Wr,k+1,m−1+B2

~Wr−1,k−1,m−1

)
+L0

~Wr,k,m−1, m≥r−R; (43)

ïðè k = r

~Wr,r,m =
1
a

(
B1

~Wr,r+1,m−1 +B2
~Wr−1,r−1,m−1

)
+ L0

~Wr,r,m−1, m ≥ r −R; (44)

ïðè k = S

~Wr,S,m =
1
a

(
B0

~Wr,S−1,m−1 +B2
~Wr−1,S−1,m−1

)
+ L1

~Wr,S,m−1, m ≥ r −R. (45)

Íàêîíåö, èç (33) èìååì

e−at
∞∑

m=S−R−1

(at)m

m!
~WS,S,m =

t∫
0

e−ax
∞∑

n=0

(ax)n

n!
Ln

1B2e
−a(t−x)

∞∑
l=S−R−2

(a(t− x))l

l!
~WS−1,S−1,ldx =

e−at

a

∞∑
m=S−R−1

(at)m

m!

m−S+R+1∑
n=0

Ln
1B2

~WS−1,S−1,m−n−1

è
~WS,S,S−R−1 =

1
a
B2

~WS−1,S−1,S−R−2, (46)

~WS,S,m =
1
a
B2

~WS−1,S−1,m−1 + L1
~WS,S,m−1, m ≥ S −R. (47)

Äàëåå, ïðåäñòàâèì ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè (16) â âèäå

S−1∑
r=R

~pr(Λ1 ⊗ EJ) ~W ′
r+1,r+1(t) = e−at

∞∑
m=0

(at)m

m!
wm.

Òîãäà

wm =
m∑

r=0

~pR+r(Λ1 ⊗ EJ) ~WR+r+1,R+r+1,m, m = 0, S −R− 2,

wm =
S−R−1∑

r=0

~pR+r(Λ1 ⊗ EJ) ~WR+r+1,R+r+1,m, m ≥ S −R− 1.
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Òåïåðü ñ ïîìîùüþ (16) ôóíêöèþ W (t) ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ
íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ îáñëóæåííîé çàÿâêè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

W (t) =
1

1− πkill − πlos

[
(1− πkill − πlos)−

e−at

aλ1

∞∑
m=0

(at)m

m!
Wm

]
, x > 0,

ãäå

Wm =
∞∑

r=m

wr, m ≥ 0.

Çàìå÷àíèå ê ÷èñëåííîìó íàõîæäåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé. Êîýôôèöè-
åíòû ~Wr,k,m ïî ôîðìóëàì (38)�(47) â çàâèñèìîñòè îò èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû óäîáíî
âû÷èñëÿòü îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ: ëèáî îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ r è k ðåêóððåíòíî ïî m,
íà÷èíàÿ îò m = 0, ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíî ïî âñåì r, íà÷èíàÿ îò r = R + 1 è êîí÷àÿ r = S,
îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ k ðåêóððåíòíî ïî m, íà÷èíàÿ îò m = 0.

Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî âû÷èñëèòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå G(t) âðåìåíè ïðåáûâà-
íèÿ â ñèñòåìå �óáèòîé� çàÿâêè. Ïðè ýòîì åäèíñòâåííûì ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì îò ïðåäû-
äóùåãî ñëó÷àÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âåêòîðíûå ôóíêöèè ~G′

rk(t) íóæíî èñêàòü â âèäå ñòåïåííûõ
ðÿäîâ

~G′
rk(t) = e−at

∞∑
m=k−r

(at)m

m!
~Grkm, r = R+ 1, S, k = r, S,

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èçìåíåíèÿìè àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ~Gr,k,m.

6. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ×ÀÑÒÍÛÅ ÑËÓ×ÀÈ

6.1. Îáñëóæèâàíèå ôàçîâîãî òèïà

Ðàññìîòðèì ìíîãîëèíåéíóþ (R-ëèíåéíóþ) ÑÌÎ ñ ìàðêîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì (ïîëî-
æèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ) çàÿâîê, ôàçîâûì ðàñïðåäåëåíèåì (PH-ðàñïðåäåëåíèåì) âðåìåíè
îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè è óêàçàííûì âûøå ïîðÿäêîì äåéñòâèÿ îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî PH-ðàñïðåäåëåíèå H(x) âðåìåíè îáñëóæèâàíèå çàÿâêè êàæäûì ïðèáîðîì
õàðàêòåðèçóåòñÿ íåïðèâîäèìûì PH-ïðåäñòàâëåíèåì (~h, H) ïîðÿäêà S [11].

Ïîêàæåì, êàê ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê îáùåé ðàññìîòðåííîé âûøå ÑÌÎ. Äëÿ
ýòîãî ìîæíî îïðåäåëèòü èñõîäíûå ïàðàìåòðû îáùåé ÑÌÎ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì
Jr = Sr, J = SR, H∗ = ~hT ⊗ ~1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hd äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè

hdii =
S∑

j=1
hij íà äèàãîíàëè. Ìàòðèöû èç ýëåìåíòîâM1r,M0r,M1 èM0 çàäàäèì ñîîòíîøåíèÿìè

M1r = Hd
~1⊗ES⊗. . .⊗ES+ES⊗Hd

~1⊗. . .⊗ ES+. . .+ES⊗ES⊗. . .⊗Hd
~1, r = 1, R,

ãäå ÷èñëî ñëàãàåìûõ è ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé â êàæäîì ñëàãàåìîì ðàâíû r,

M1 = HdH
∗⊗ES⊗. . .⊗ES+ES⊗HdH

∗⊗. . .⊗ES+. . .+ES⊗ES⊗. . .⊗HdH
∗,

÷èñëî ñëàãàåìûõ è ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé R,

M0r = H⊗ES⊗. . .⊗ES+ES⊗H⊗. . .⊗ES+. . .+ES⊗ES⊗. . .⊗H, r = 0, R−1,

÷èñëî ñëàãàåìûõ è ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé r,

M0 = H⊗ES⊗. . .⊗ES+ES⊗H⊗. . .⊗ES+. . .+ES⊗ES⊗. . .⊗H,
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÷èñëî ñëàãàåìûõ è ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé R,

Ωr =
1
r
H∗⊗ES⊗. . .⊗ES+ES⊗H∗⊗. . .⊗ES+. . .+ES⊗ES⊗. . .⊗H∗, r = 0, R−1,

÷èñëî ñëàãàåìûõ è ÷èñëî ñîìíîæèòåëåé r + 1.
Îáùåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ îáñëóæåííîé çàÿâêè â ñèñòåìå ñ îáñëóæèâàíèåì ôàçîâîãî òè-

ïà ñîñòîèò èç âðåìåíè îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ è ñîáñòâåííî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ.
Çíà÷èò, ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå V (t) ýòîãî âðåìåíè äëÿ îáñëóæåííîé çàÿâêè çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

V (t) =
1

λserv

R−1∑
r=0

~pr(Λ1 ⊗ EJr)~1H(t) +

t∫
0

H(t− x)W ′(x) dx.

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûé çäåñü ñïîñîá íóìåðàöèè ñîñòîÿíèé óæå ïðè íåáîëüøîì ÷èñëå
ïðèáîðîâ R ïðèâîäèò ê î÷åíü áîëüøîìó ÷èñëó ñîñòîÿíèé J . Ãîðàçäî áîëåå ýêîíîìíûé ìåòîä
íóìåðàöèè èçëîæåí â [12].

6.2. Íåçàâèñèìûå ïîòîêè ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáùèé âõîäÿùèé ìàðêîâñêèé ïîòîê ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ
çàÿâîê ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé äâóõ íåçàâèñèìûõ ìàðêîâñêèõ ïîòîêîâ: ïîòîêà ïîëîæèòåëü-
íûõ è ïîòîêà îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê.

Ïîòîê ïîëîæèòåëüíûõ çàÿâîê îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöàìè èíòåíñèâíîñòåé èçìåíåíèÿ ôàç ãå-
íåðàöèè ïîëîæèòåëüíûõ çàÿâîê Λpos ñ ïîñòóïëåíèåì çàÿâêè è Λ̃pos áåç ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêè
ïîðÿäêà I1.

Ïîòîê îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöàìè èíòåíñèâíîñòåé èçìåíåíèÿ ôàç ãå-
íåðàöèè îòðèöàòåëüíûõ çàÿâîê Λneg ñ ïîñòóïëåíèåì çàÿâêè è Λ̃neg áåç ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêè
ïîðÿäêà I2.

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ê ðàññìàòðèâàåìîé âûøå ÑÌÎ íóæíî ïîëîæèòü I = I1I2 è

Λ1 = Λpos ⊗ EI2 ,

Λ0 = EI1 ⊗ Λneg,

Λ = Λ̃pos ⊕ Λ̃negΛ̃pos ⊗ EI2 + EI1 ⊗ Λ̃neg.

7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíû ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ è àëãîðèòìû
äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñíîâíûõ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ðàññìàòðèâàåìîé ÑÌÎ. Ðåçóëüòàòû
ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ íàïèñàíèÿ ïðîãðàìì è ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.
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