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Àííîòàöèÿ�Ìîäåëèðîâàíèå ïðèðîäíûõ è òåõíîãåííûõ ïðîöåññîâ â ðàçíîîáðàçíûõ ãåîìîð-
ôîëîãè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ñðåäñòâ ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ïðåäóïðå-
æäåíèÿ íåáëàãîïðèÿòíîãî ðàçâèòèÿ ýêîëîãè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ãîðîäñêîé ñðåäû. Îäíîé èç
ïðè÷èí, óõóäøàþùèõ ýêîëîãèþ ãîðîäà, ÿâëÿåòñÿ çàãðÿçíåíèå ãîðîäñêîé òåððèòîðèè. Íà-
ñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíå-
íèé, ïåðåíîñèìûõ ñ âîäîé. Ìîäåëü âåñüìà ñëîæíîãî ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿç-
íåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè ÷åòûð¼õ áîëåå ïðîñòûõ ìîäåëåé, à èìåííî:
ïîâåðõíîñòíîãî ñòîêà âîäû, ïðîñà÷èâàíèÿ å¼ â ïî÷âó, ïåðåíîñà çàãðÿçíèòåëÿ ñ ïîâåðõíîñò-
íûì ñòîêîì è îñàæäåíèÿ (àêêóìóëÿöèè) çàãðÿçíèòåëÿ íà ïîâåðõíîñòè ïî÷âû. Ìîäåëü îñ-
íîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèÿ äèôôóçèè, ñîäåðæàùåãî äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå
â ïðàâîé ÷àñòè: îäíî èç íèõ îòðàæàåò âëèÿíèå ðåëüåôà ìåñòíîñòè, à äðóãîå, çàâèñÿùåå
îò ëèòîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû òåððèòîðèè, çàäàåò èíòåíñèâíîñòü ïîãëîùåíèÿ çàãðÿçíåíèé
ïîâåðõíîñòüþ ïî÷âû. Ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ â äâóìåðíîé îáëàñòè, ôèçè÷åñêè ñî-
îòâåòñòâóþùåé ó÷àñòêó ïîâåðõíîñòè, ïîêðûòîìó âîäîé. È ôîðìà ãðàíèöû, è òîïîëîãèÿ
ýòîé îáëàñòè ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì (ïîñêîëüêó ïîÿâëÿþòñÿ "îñòðîâà"ñóõîé ïîâåðõíîñòè,
îêðóæåííûå âîäîé).

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìîäåëèðîâàíèå ïðèðîäíûõ è òåõíîãåííûõ ïðîöåññîâ â ðàçíîîáðàçíûõ ãåîìîðôîëîãè÷åñêèõ
óñëîâèÿõ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ñðåäñòâ ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ïðåäóïðåæäåíèÿ íåáëàãî-
ïðèÿòíîãî ðàçâèòèÿ ýêîëîãè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ãîðîäñêîé ñðåäû. Îäíîé èç ïðè÷èí, óõóäøà-
þùèõ ýêîëîãèþ ãîðîäà, ÿâëÿåòñÿ çàãðÿçíåíèå ãîðîäñêîé òåððèòîðèè. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïî-
ñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíåíèé, ïåðåíîñèìûõ ñ âî-
äîé. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî àëüòåðíàòèâíûõ ïîäõîäîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çà-
ãðÿçíåíèé, âçâåøåííûõ èëè ðàñòâîð¼ííûõ â âîäå. Îäèí êëàññ ìîäåëåé ïðåäïîëàãàåò âîçìîæ-
íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâóìåðíîé èëè òð¼õìåðíîé ãèäðîäèíàìèêè (óðàâíåíèé
Ñåí-Âåíàíà èëè Íàâüå-Ñòîêñà) ñ ïîñëåäóþùèì ìîäåëèðîâàíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíå-
íèé âäîëü ëèíèé òîêà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ [1, 2]. Îäíàêî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîâåäå-
íèÿ ðåøåíèé äâóìåðíîé è òåì áîëåå òð¼õìåðíîé ãèäðîäèíàìèêè ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûå
òðóäíîñòè [3,4]. Êðîìå òîãî, â äâóìåðíîì ñëó÷àå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíîé
îöåíêè êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ (êîýôôèöèåíòà Ìàííèíãà), êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè
øåðîõîâàòîñòè ïîâåðõíîñòè äíà, à òàêæå çàâèñèò îò õàðàêòåðà òå÷åíèÿ � ëàìèíàðíîãî, òóð-
áóëåíòíîãî èëè ñâåðõ-òóðáóëåíòíîãî (ñòðóéíîãî) [5]. Ïîñêîëüêó çàðàíåå îïðåäåëèòü õàðàêòåð
òå÷åíèÿ çàòðóäíèòåëüíî, òî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âûáîðà àäåêâàòíîé ìîäåëè äëÿ êàæäîé
ýêñïåðèìåíòàëüíîé ñèòóàöèè, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò äîïîëíèòåëüíóþ òðóäíîñòü. Äðóãîé êëàññ ìî-
äåëåé (áîëåå ïðîñòîé ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé � 04-07-90155.
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äèôôóçèîííîãî òèïà, ò.å. ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ýòè óðàâíå-
íèÿ èñïîëüçóþòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðèìåñåé â áîëüøèõ ìàññèâàõ
âîäû ñ ïîäâîäíûìè òå÷åíèÿìè. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì (ñòàöèîíàðíîå) ïîëå ñêîðîñòåé
âîäû è ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè [6]. Èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàáîò, â êîòîðûõ
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû äèôôóçèîííîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíèòåëåé, ðàñòâîð¼ííûõ â
ïîäçåìíûõ âîäàõ (ñì. [7] è ïðèâåä¼ííûå òàì ññûëêè). Îäíàêî ýòîò êëàññ ìîäåëåé íåïîñðåä-
ñòâåííî íå ïðèìåíèì äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíåíèé ñ ïîâåðõíîñòíûì ñòîêîì,
ïîñêîëüêó íå ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå ðåëüåôà. Ïîýòîìó ìû ðàññìàòðèâàåì ìîäåëü, îïèñûâà-
åìóþ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì, êîòîðîå ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå äèôôóçèè òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ñëîé âîäû äîñòàòî÷íî ãëóáîê. Åñëè æå ãëóáèíà ñëîÿ ìàëà, òî ïåðåíîñ çàãðÿçíå-
íèÿ ïðîèñõîäèò ñòðîãî âäîëü ëèíèé òîêà âîäû. Òàêèì îáðàçîì, ìû "ñøèâàåì"äâà óðàâíåíèÿ,
êàæäîå èç êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ â ñâîåé (çàâèñÿùåé îò âðåìåíè) îáëàñòè; îäíî èç íèõ ÿâ-
ëÿåòñÿ äèôôóçèîííûì, à äðóãîå � óðàâíåíèåì ïåðåíîñà â çàäàííîì íàïðàâëåíèè. Ïðè ýòîì
ñàìî íàïðàâëåíèå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, ò.å. òå÷åíèå âîäû íå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì. ×òîáû
óïðîñòèòü ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ìîäåëü âåñüìà ñëîæíîãî ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ
çàãðÿçíåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè ÷åòûð¼õ áîëåå ïðîñòûõ ìîäåëåé, à èìåííî:
ïîâåðõíîñòíîãî ñòîêà âîäû, ïðîñà÷èâàíèÿ å¼ â ïî÷âó, ïåðåíîñà è îñàæäåíèÿ (àêêóìóëÿöèè) çà-
ãðÿçíèòåëÿ íà ïîâåðõíîñòè ïî÷âû. Îïèñàíèå ïðåäëàãàåìûõ íèæå ìîäåëåé íà÷í¼ì ñ èçëîæåíèÿ
ôèçè÷åñêèõ ïðåäïîñûëîê ìîäåëè ïîâåðõíîñòíîãî ñòîêà.

2. ÌÎÄÅËÜ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÎÃÎ ÑÒÎÊÀ ÂÎÄÛ

Æèäêîñòü, íàõîäÿùàÿñÿ â íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, ñòðåìèòñÿ âûðîâíÿòü ñâîé ïîâåðõ-
íîñòíûé óðîâåíü ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè è ãèäðàâëè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Ïåðåìåùàÿñü îò
áîëåå âûñîêîãî ê áîëåå íèçêîìó óðîâíþ, æèäêîñòü ïðåêðàùàåò ñâî¼ òå÷åíèå, êîãäà óðîâåíü
å¼ ïîâåðõíîñòè ñòàíîâèòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì. Íàéä¼ì ñèëó, äåéñòâóþùóþ â ðåçóëüòàòå äâóõ
óêàçàííûõ ïðè÷èí (òÿæåñòè è äàâëåíèÿ) íà ýëåìåíò æèäêîñòè. Ïóñòü H = H(x, y) � (àáñî-
ëþòíûé) óðîâåíü ïîâåðõíîñòè âîäû â êàêîé-ëèáî ìîìåíò âðåìåíè. Ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå
â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè x, y, z îïðåäåëÿåòñÿ âûñîòîé ñòîëáà æèäêîñòè H−z íàä ýòîé òî÷êîé è
ðàâíî p = p(x, y, z) = p0 +ρg(H−z), ãäå p0 � àòìîñôåðíîå äàâëåíèå, ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè,
g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû îáú¼ìà æèäêîñòè ðàâíà
ϕ = ϕ(x, y, z) = ρgz. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà p + ϕ = p0 + ρgH(x, y) íå çàâèñèò îò âåðòèêàëü-
íîé êîîðäèíàòû. Â ãèäðîñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà åäèíè÷íûé îáú¼ì
æèäêîñòè, çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ãðàäèåíòû ïîëåé p è ϕ (ñì., íàïðèìåð, [8]): F = −∇p − ∇ϕ.
Ïîýòîìó

F = −ρg∇H, (1)

ãäå ∇H = ∇H(x, y) = (∂H/∂x, ∂H/∂y). Òàêèì îáðàçîì, ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ýëåìåíò æèäêî-
ñòè, ïðîïîðöèîíàëüíà (ñî çíàêîì ìèíóñ) ãðàäèåíòó ïîâåðõíîñòíîãî óðîâíÿ âîäû, ïàðàëëåëüíà
ãîðèçîíòó è íå ìåíÿåòñÿ ïî âûñîòå, ò.å. ïîëå ñèë F , ïî ñóùåñòâó, äâóìåðíî. Ïðè ïåðåìåùå-
íèè íà ýëåìåíò æèäêîñòè äåéñòâóåò íàïðàâëåííàÿ ïðîòèâ äâèæåíèÿ ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ F v.
Ïðèìåì ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ýòîé ñèëû îò ñêîðîñòè æèäêîñòè v, F v = −kv
(k � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè). Ñ÷èòàÿ, ÷òî äâå ýòè ñèëû óðàâíîâåøèâàþò äðóã äðó-
ãà (F + F v = 0), ò.å. ïðåíåáðåãàÿ óñêîðåíèåì äâèæåíèÿ æèäêîñòè, èìååì F = kv, ïîýòîìó ñ
ó÷¼òîì (1)

v = −(ρg/k)∇H.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñ òàêîé ñêîðîñòüþ òå÷¼ò òîëüêî ïîâåðõíîñòíûé ñëîé âîäû ãëóáèíîé λ,
ñîñòàâëÿþùèé íåêîòîðóþ ÷àñòü îò ïîëíîé ãëóáèíû h = h(x, y), à ëåæàùèé íèæå ñëîé âîäû
(ãëóáèíîé h− λ) îñòà¼òñÿ íåïîäâèæíûì. Ðàññìîòðèì ïëîùàäêó ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû ñ åäè-
íè÷íûì îñíîâàíèåì, îïèðàþùèìñÿ íà äíî, è ïðîèçâîëüíîé, îäíàêî áîëüøåé, ÷åì h âûñîòîé.
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Ïëîñêîñòü ïðÿìîóãîëüíîé ïëîùàäêè ïàðàëëåëüíà îñè z è ïåðïåíäèêóëÿðíà ñêîðîñòè òå÷åíèÿ.
Ââåä¼ì âåêòîð ïîòîêà âîäû j = λv, âåëè÷èíà êîòîðîãî ðàâíà îáú¼ìó âîäû, ïðîòåêàþùåìó çà
åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ïðÿìîóãîëüíóþ ïëîùàäêó; íàïðàâëåíèå ïîòîêà j ñîâïàäàåò ñ íàïðàâ-
ëåíèåì ñêîðîñòè v. Îáîçíà÷àÿ D = λρg/k, èìååì

j = −(λρg/k)∇H = −D∇H. (2)

Òàêèì îáðàçîì, ïîòîê îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì ∇H. Âûðàæåíèå âèäà (2) âîçíèêàåò
â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð, â òåðìîäèíàìèêå îíî îïèñûâàåò ñâÿçü ìåæäó
òåïëîâûì ïîòîêîì è òåìïåðàòóðîé, à â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå � ïðîöåññ äèôôóçèè ÷à-
ñòèö. Çäåñü ýòî âûðàæåíèå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìîäåëü ïîòîêà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
ãëóáèí h, òàê êàê äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé h, êàê áóäåò ÿñíî èç äàëüíåéøåãî, îíî íóæäàåòñÿ â
êîððåêòèðîâêå.

Èç âûðàæåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà ñðåäíåé ñêîðîñòè ïîòîêà ðàâíà

〈v〉 =
j

h
= −D

h
∇H (3)

è ïîýòîìó ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ h îíà îêàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíî áîëüøîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ôèçèêå ñòîêà. ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî ïðîòèâîðå÷èÿ, ñêîððåêòèðóåì ýòî óðàâíåíèå. Ââåä¼ì â
êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3) ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ f(h) ñ óñëîâèÿìè
f(h) → 0 ïðè h → 0 è f(h) → 1 ïðè h → ∞ òàêóþ, ÷òîáû ïðè ìàëûõ h ïðîèçâåäåíèå ñîìíî-
æèòåëåé îêàçàëîñü áû êîíñòàíòîé. Äëÿ óòî÷íåíèÿ òåðìèíîâ "ìàëûå"è "áîëüøèå"çíà÷åíèÿ h
çàìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (2) ìû èñõîäèëè èç åñòåñòâåííîãî óñëîâèÿ h > λ. Äëÿ
ðàâíèííîãî ïîâåðõíîñòíîãî ñòîêà âåëè÷èíà ∇H íå ìîæåò èìåòü áîëüøèõ çíà÷åíèé, ïîýòîìó
ïðèíèìàåòñÿ óñëîâèå ∇H < 1, îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî h > λ|∇H|. Ïîñëåäíåå íåðàâåí-
ñòâî îïðåäåëÿåò îáëàñòü "áîëüøèõ"çíà÷åíèé h; ñîîòâåòñòâåííî "ìàëûìè"ñ÷èòàþòñÿ çíà÷åíèÿ
h, îòâå÷àþùèå ïðîòèâîïîëîæíîìó íåðàâåíñòâó.

Èç áåñêîíå÷íîãî ðàçíîîáðàçèÿ ôóíêöèé f(h), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñôîðìóëèðîâàííûì óñëî-
âèÿì, ìû âûáðàëè ìîíîòîííî íåóáûâàþùóþ, ëèíåéíî ðàñòóùóþ ïðè ìàëûõ h ôóíêöèþ âèäà

f(h) = min
( h

λ|∇H|
, 1

)
=


h

λ|∇H|
, h ≤ λ|∇H|,

1, h > λ|∇H|.

Ñêîððåêòèðîâàííàÿ ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïîòîêà îêàçûâàåòñÿ òîãäà ðàâíîé

〈v〉 = −f(h)
D

h
∇H = −Dmin

( |∇H|
h

,
1
λ

) ∇H

|∇H|
, (4)

ò.å. ïðè ìàëûõ h âåëè÷èíà ñðåäíåé ñêîðîñòè ïîòîêà ðàâíà êîíñòàíòå c = D/λ , à ïðè áîëüøèõ
h ñîâïàäàåò ñ (3). Äëÿ ëþáûõ h íàïðàâëåíèå ïîòîêà ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà
∇H. Ñ ó÷¼òîì ñäåëàííîé êîððåêòèðîâêè ìîäåëü âåêòîðà ïîòîêà ïðèíèìàåò âèä:

j = −min(D|∇H|, ch)
∇H

|∇H|
. (5)

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ïîòîêà âîäû ïðè óñëîâèè, ÷òî íåò âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ å¼ ïîñòóïëå-
íèÿ, èñïîëüçóåì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

div(j) = −∂h/∂t, (6)

ãäå div(j) = ∂jx/∂x + ∂jy/∂y � äèâåðãåíöèÿ "ïëîñêîãî"ïîòîêà j. Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåé ìî-
äåëè ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü, ðàññìîòðåâ âîîáðàæàåìûé ïðÿìîóãîëüíûé
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öèëèíäð ïðîèçâîëüíîé (íî áîëüøåé, ÷åì h) âûñîòû, îïèðàþùèéñÿ íà äíî ñâîèì îñíîâàíèåì
ñ åäèíè÷íîé ïëîùàäüþ. Òîãäà óðàâíåíèå (6) îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ æèäêîñòè èç
öèëèíäðà (ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ) äîëæíà ðàâíÿòüñÿ ñêîðîñòè óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà æèä-
êîñòè â í¼ì (ïðàâàÿ ÷àñòü).

Ïîòîê âîäû ïåðåìåùàåòñÿ ïî òâ¼ðäîé ïîâåðõíîñòè, âûñîòó êîòîðîé îáîçíà÷èì R (Ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Âîäà íàä òâåðäîé ïîâåðõíîñòüþ. R � àáñîëþòíàÿ âûñîòà ðåëüåôà, H � àáñîëþòíàÿ âûñîòà
ïîâåðõíîñòè âîäû, h � ãëóáèíà âîäíîãî ñëîÿ.

Òàê êàê àáñîëþòíàÿ âûñîòà H è ãëóáèíà h óðîâíÿ âîäû ñâÿçàíû ñ âûñîòîé ðåëüåôà R
ñîîòíîøåíèåì H(x, y, t) = h(x, y, t) + R(x, y), òî ∂H/∂t = ∂h/∂t è óðàâíåíèå (6) ñ ó÷¼òîì (5)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂H

∂t
= div

(
min

(
D,

c

|∇H|
h
)
∇H

)
. (7)

Íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (7) îïèñûâàåò èçìåíåíèå óðîâíÿ âîäû H âî âðåìå-
íè è ïðîñòðàíñòâå. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè, óêàæåì ñïîñîá ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7),
îñíîâàííûé íà ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Íàëîæèì íà ðàñ-
ñìàòðèâàåìóþ òåððèòîðèþ ñåòêó ñ êâàäðàòíîé ÿ÷åéêîé. Ïÿòü ÿ÷ååê òàêîé ñåòêè èçîáðàæåíû
íà Ðèñ. 2. Ïðåäëàãàåìàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îêàæåòñÿ òåì òî÷íåå, ÷åì ìåíüøå ðàçìåð ðåáðà ÿ÷åé-
êè d. Íàéä¼ì äèâåðãåíöèþ ïîëÿ (ò.å. ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (7)) â òî÷êå (x, y), âû÷èñëèâ
ïîòîê æèäêîñòè ÷åðåç ãðàíèöû öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêè, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: k � íîìåð ðåáðà öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêè (k = 1, . . . , 4), jk �
âåêòîð ïîòîêà ïîëÿ j â ñðåäíåé òî÷êå k-ãî ðåáðà, ∇Hk � ãðàäèåíò ïîëÿ H â ýòîé òî÷êå, H0

è Hk � óðîâíè âîäû â öåíòðàëüíîé è ñîñåäíåé ÿ÷åéêå ñî ñòîðîíû k-ãî ðåáðà. Äëÿ ìàëîãî d
ïîòîê âåêòîðà ïîëÿ j ÷åðåç k-å ðåáðî ðàâåí ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ Φk = (jk · ek), ãäå ek

� âåêòîð äëèíû d, íàïðàâëåííûé èç öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêè ïåðïåíäèêóëÿðíî k-ìó ðåáðó (ñì.
Ðèñ. 2). Àíàëîãè÷íî, ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ∇H ÷åðåç òî æå ðåáðî ðàâåí (∇Hk ·ek), ÷òî ìîæíî
àïïðîêñèìèðîâàòü ðàçíîñòüþ Hk−H0. Ñ ó÷¼òîì (5) èìååì ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïîòîêà

Φk = −min(D|∇Hk|, chk)
Hk −H0

|∇Hk|
. (8)

Â ýòîì âûðàæåíèè hk � âûñîòà ñòîëáà æèäêîñòè â òîé èõ äâóõ ñîñåäíèõ ÿ÷ååê, ãäå óðîâåíü
âîäû H áîëüøå (ýòî ñîãëàøåíèå ïîçâîëÿåò èçáåæàòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé h ïðè ìîäåëè-
ðîâàíèè); äëÿ îöåíêè ìîäóëÿ |∇Hk| ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñãëàæåííîé ðàçíîñòíîé àïïðîê-
ñèìàöèåé ãðàäèåíòà.
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Ðèñ. 2. Ñåòêà ñ êâàäðàòíîé ÿ÷åéêîé. k � íîìåð ðåáðà, d � ðàçìåð ðåáðà, jk � âåêòîð ïîëÿ j íà k-ì
ðåáðå ÿ÷åéêè, Hk � ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ H íà k-ì ðåáðå ÿ÷åéêè, ek � âåêòîð äëèíû d,

ïåðïåíäèêóëÿðíûé k-ìó ðåáðó ÿ÷åéêè

Ïîëíûé ïîòîê èç öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêè Φ =
∑4

k=1 Φk. Ïîñêîëüêó äèâåðãåíöèÿ åñòü ñóììàð-
íûé ïîòîê èç åäèíè÷íîé ÿ÷åéêè, íàõîäèì èñêîìóþ àïïðîêñèìàöèþ ïðàâîé ÷àñòè (7) â òî÷êå
(x, y):

divj =
1
d2

Φ = − 1
d2

4∑
k=1

min(D |∇Hk|, chk)
Hk −H0

|∇Hk|
. (9)

Çàìåíÿÿ ëåâóþ ÷àñòü (7) îòíîøåíèåì (H(t+τ)−H(t))/τ , ïîëó÷èì ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ
óðàâíåíèÿ (7) â âèäå

H(t + τ) = H(t)− a

4∑
k=1

min(d |∇Hk|, bhk)
Hk −H0

d |∇Hk|
(10)

ñ áåçðàçìåðíûìè êîýôôèöèåíòàìè a = τD/d2 è b = cd/D. Âûðàæåíèå (10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðåàëèçàöèþ ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7), êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿþòñÿ
êîíôèãóðàöèè ïîëÿ H = H(x, y, t) äëÿ äèñêðåòíûõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñåòêè
ðàçìåðîì (d × d × τ). Òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî êîýôôèöèåíòû a è b äîëæíû óäî-
âëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì a ≤ 1/4, ab ≤ 1/4, ÷òîáû èçáåæàòü íåóñòîé÷èâûõ ðåøåíèé. Êàê
ïîêàçàëè ýêñïåðèìåíòû, ïðè íàðóøåíèè ýòèõ óñëîâèé âîçíèêàåò ïðîöåññ àâòîêîëåáàíèé, ÷òî
ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå ëîæíûõ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí, êîòîðûå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìîãóò íàðàñ-
òàòü.

3. ÌÎÄÅËÜ ÏÐÎÑÀ×ÈÂÀÍÈß ÂÎÄÛ Â ÏÎ×ÂÓ

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå ìîäåëü ïîâåðõíîñòíîãî ñòîêà âîäû íå ó÷èòûâàåò ýôôåêòà å¼ ïðîñà-
÷èâàíèÿ â ïî÷âó, êîòîðûé ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíåíèÿ. Ìû
ðàññìàòðèâàåì äâå ðàçíîâèäíîñòè ìîäåëè ïðîñà÷èâàíèÿ (ôèëüòðàöèè) âîäû â ïî÷âó.

Ìîäåëü ýêñïîíåíöèàëüíîé ôèëüòðàöèè. Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè, ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè âî-
äû vf (t) ïðîïîðöèîíàëüíà ãëóáèíå h(t) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, ò.å. ∂h(t)/∂t = −βh(t),
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÷òî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ h(t) = h(0)e−βt. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè β (ïîêàçà-
òåëü çàòóõàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïðîöåññà) çàâèñèò îò ñâîéñòâ ïî÷âû è ìîæåò èçìåíÿòüñÿ îò
ÿ÷åéêè ê ÿ÷åéêå. Ïîêàçàòåëü β, íà÷àëüíûé óðîâåíü âîäû h(0) è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ôèëüòðà-
öèè vf (0) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì: β = vf (0)/h(0).Çàìåíèâ t íà t + τ , ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ
ôîðìó çàïèñè ýòîãî ïðîöåññà:

h(t + τ) = h(t)e−βτ .

Ìîäåëü ëèíåéíîé ôèëüòðàöèè. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè íå ìåíÿåòñÿ ñî
âðåìåíåì, îáîçíà÷èì åå vf0. Ïðîöåññ ôèëüòðàöèè ëèíååí, h(t) = h(0)− vf0t, è äëèòñÿ h(0)/vf0

åäèíèö âðåìåíè. Ðåêóððåíòíàÿ çàïèñü ýòîãî ïðîöåññà èìååò âèä

h(t + τ) = h(t)− vf0τ.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ïðîöåññîâ ñêîðîñòè ïðîñà÷èâàíèÿ çàäàâàëèñü â
âèäå ïîëåé. Ïðèìåð ïîëÿ ñêîðîñòåé ïðîñà÷èâàíèÿ âîäû â ïî÷âó äàí íà Ðèñ. 6.

4. ÌÎÄÅËÜ ÏÅÐÅÍÎÑÀ È ÀÊÊÓÌÓËßÖÈÈ ÇÀÃÐßÇÍÈÒÅËß

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàãðÿçíèòåëü íàõîäèòñÿ âî âçâåøåííîì ñîñîòîÿíèè â âîäå, è â õîäå
ïîâåðõíîñòíîãî ñòîêà ÷àñòü âçâåøåííîãî â âîäå çàãðÿçíèòåëÿ âûïàäàåò â îñàäîê è îñåäàåò íà
ïîâåðõíîñòè ïî÷âû, íå ïðîíèêàÿ âãëóáü. Ìû ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî

� ÷àñòèöû âçâåøåííîãî â âîäå çàãðÿçíèòåëÿ ïåðåíîñÿòñÿ ñ òîé æå ñêîðîñòüþ, ÷òî è ñîäåðæà-
ùàÿ èõ âîäà (òàê íàçûâàåìûé ïàññèâíûé ïåðåíîñ),

� âûïàâøèé â îñàäîê è îñåâøèé íà ïîâåðõíîñòè ïî÷âû çàãðÿçíèòåëü íèêóäà â äàëüíåéøåì
íå ïåðåìåùàåòñÿ,

� êîíöåíòðàöèÿ âçâåøåííîãî â âîäå çàãðÿçíèòåëÿ íå ìåíÿåòñÿ âäîëü âåðòèêàëüíîé êîîðäèíà-
òû.

Îïèøåì äèíàìèêó ïåðåíîñà çàãðÿçíèòåëÿ, íå ó÷èòûâàÿ ïîêà ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ îñàäêà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G êîëè÷åñòâî çàãðÿçíèòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â âèäå âçâåñè â ñòîëáå âîäû âûñî-
òîé h íàä äàííûì åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì ïëîùàäè â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ êîíöåíòðàöèÿ çàãðÿçíèòåëÿ â ýòîì ìåñòå ðàâíà g = G/h. Õàðàêòåð ïåðåíîñà çàãðÿçíåíèÿ
îïèøåì (âåêòîðíûì) ïîëåì ïîòîêà çàãðÿçíåíèÿ jG = gj. Âåêòîð ïîòîêà çàãðÿçíåíèÿ jG íà-
ïðàâëåí ïî òå÷åíèþ âîäû è ðàâåí ïî âåëè÷èíå êîëè÷åñòâó çàãðÿçíèòåëÿ, ïåðåíîñèìîìó ñ âîäîé
çà åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíè÷íóþ ãðàíèöó ïåðïåíäèêóëÿðíî òå÷åíèþ. Òî÷íî òàê æå, êàê
è ôóíêöèÿ h â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè (4), ôóíêöèÿ G óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ

div(jG) = −∂G/∂t, (11)

ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî, êàê è äëÿ æèäêîñòè, ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ
jG. Êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (11) ìîæíî ïîëó÷èòü î÷åâèäíûì
âèäîèçìåíåíèåì óðàâíåíèé (8)�(10). Äëÿ ýòîãî ïîòîê æèäêîñòè Φk ÷åðåç ðåáðî êâàäðàòíîé
ÿ÷åéêè â âûðàæåíèè (8) ñëåäóåò çàìåíèòü ïîòîêîì çàãðÿçíåíèÿ, óìíîæèâ Φk íà ñîîòâåòñòâó-
þùóþ âåëè÷èíó êîíöåíòðàöèè çàãðÿçíèòåëÿ g.

Îïèøåì òåïåðü äèíàìèêó ïåðåíîñà ñ ó÷¼òîì ïðîöåññà àêêóìóëÿöèè çàãðÿçíèòåëÿ. Â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé íàìè ìîäåëè ïðîöåññ îñàæäåíèÿ çàãðÿçíèòåëÿ óâÿçûâàåòñÿ ñ ïðîöåññîì ïðî-
ñà÷èâàíèÿ âîäû â ïî÷âó. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â îñàäîê ïåðåõîäèò âñ¼ òî êîëè÷åñòâî âçâåøåííîãî
çàãðÿçíèòåëÿ, êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â îáú¼ìå îòôèëüòðîâàííîé ÷àñòè âîäû. Êðîìå òîãî, äîïîë-
íèòåëüíî äîïóñêàåòñÿ, ÷òî íåçàâèñèìî îò ïðîöåññà ôèëüòðàöèè ÷àñòü âçâåøåííîãî çàãðÿçíè-
òåëÿ îñàæäàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåííîé òÿæåñòè ñî ñêîðîñòüþ vr. Èñïîëüçóÿ äëÿ ñêîðîñòè
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ïðîñà÷èâàíèÿ âîäû îáîçíà÷åíèå vf , ïîëó÷èì, ÷òî êîëè÷åñòâî îñåäàþùåãî çà âðåìÿ τ çàãðÿç-
íèòåëÿ â ðàñ÷¼òå íà åäèíè÷íóþ ïëîùàäü ðàâíî g(vf + vr)τ . Íà ýòó âåëè÷èíó óìåíüøàåòñÿ
êîëè÷åñòâî âçâåøåííîãî â âîäå çàãðÿçíèòåëÿ G, ïîýòîìó äèíàìèêà âåëè÷èíû G ñ ó÷¼òîì ïðî-
öåññà îñàæäåíèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

G(t + τ) = G(t)− g(t)(vf + vr)τ,

ãäå âåëè÷èíà G íàõîäèòñÿ â ñâîþ î÷åðåäü èç óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. Ñõåìàòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó
ðàññìîòðåííûìè âûøå ïðîöåññàìè (ïîâåðõíîñòíûé ñòîê, ïðîñà÷èâàíèå, ïåðåíîñ è àêêóìóëÿ-
öèÿ çàãðÿçíèòåëÿ) ïîêàçàíà íà Ðèñ. 3.

Ðèñ. 3. Ñõåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíåíèÿ
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5. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíåíèÿ íà îñíîâå îïèñàííîé âûøå ñîâîêóï-
íîñòè óðàâíåíèé ïðîèçâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ïàêåòà ïðîãðàìì, íàïèñàí-
íîãî íà ÿçûêå Matlab, è ñèñòåìû Ãåîïðîöåññîð [9]. Êàðòà òåððèòîðèè, âûáðàííîé äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ (ñåâåðî-çàïàäíûé ó÷àñòîê ã. Ìîñêâû � áàññåéí ð. Õîäûíêè), ïîêàçàíà íà Ðèñ. 4.
Öèôðîâàÿ ìîäåëü ðåëüåôà ýòîé òåððèòîðèè (ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå êâàäðàòíîé ÿ÷åéêè ðàç-
ìåðà d = 250ì [10]) èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 5a (äâóìåðíûé) è 5b (òð¼õìåðíûé âàðèàíò). Èñïîëü-
çóåìûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñêîðîñòè ïðîñà÷èâàíèÿ âîäû â ïî÷âó äàíû íà Ðèñ. 6. Âåëè÷èíû
íà÷àëüíîãî óðîâíÿ âîäû, êîíöåíòðàöèè âçâåøåííîãî â âîäå çàãðÿçíèòåëÿ è ñêîðîñòè ïðÿìîãî
âûïàäåíèÿ çàãðÿçíèòåëÿ â îñàäîê âàðüèðîâàëèñü â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîëó÷åííûå íà ðàçíûõ ñòàäèÿõ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà,
ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïîëåé è ïîêàçàíû íà Ðèñ. 7�9. Ïîëÿ, èçîáðàæ¼ííûå íà Ðèñ. 7, ïîëó÷åíû
êàê ðåçóëüòàò ðàñ÷¼òà àëãîðèòìà (10) (ñ ïàðàìåòðàìè àëãîðèòìà a = 1/4, b = 1) è ñîîòâåòñòâó-
þò íà÷àëüíîé (Ðèñ. 7a) è çàâåðøàþùåé (Ðèñ. 7b) ôàçàì ïîâåðõíîñòíîãî ñòîêà. Îíè èëëþñòðè-
ðóþò ïðîöåññ ïîâåðõíîñòíîãî ñòîêà âîäû ñ ïåðâîíà÷àëüíî ðàâíîìåðíûì å¼ ðàñïðåäåëåíèåì ïî
òåððèòîðèè áåç ó÷¼òà ïðîñà÷èâàíèÿ âîäû â ïî÷âó. Íà Ðèñ. 8 ïðèâåäåíà êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ
îñåâøåãî çàãðÿçíèòåëÿ â çàâåðøàþùåé ñòàäèè ïðîöåññà. Íà Ðèñ. 9 ïðèâîäèòñÿ êàðòà ðàñïðå-
äåëåíèÿ êîëè÷åñòâà ïðîñî÷èâøåéñÿ âîäû ïî îêîí÷àíèè ïðîöåññà ñòîêà. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ ïîëó÷åíû ýòè êàðòû: ñëîé âîäû, ðàâíîìåðíî ïîêðûâàþùèé òåððèòîðèþ, ðàâåí
20 ñì, êîíöåíòðàöèÿ çàãðÿçíèòåëÿ â âîäå � 100 óñëîâíûõ åäèíèö, ïðèíÿòà ìîäåëü ôèëüòðàöèè
ëèíåéíîãî òèïà, ñêîðîñòü ïðÿìîãî âûïàäåíèÿ çàãðÿçíèòåëÿ â îñàäîê ðàâíà 2 ì/ñóòêè.

6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

1. Ðàçðàáîòàíà ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíåíèé, ïåðåíîñèìûõ ñ âîäîé, îïèñûâàþùàÿ ñî-
âîêóïíîñòü ïðîöåññîâ ïîâåðõíîñòíîãî ñòîêà âîäû, ïðîñà÷èâàíèÿ å¼ â ïî÷âó, ïåðåìåùåíèÿ è
àêêóìóëÿöèè çàãðÿçíèòåëÿ.

2. Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîâåðõíîñòíîãî ñòîêà, îñíîâàííàÿ íà óðàâíåíèè "ïëîñ-
êîãî"ïîòîêà, è ÷èñëåííûé ìåòîä åãî ðåøåíèÿ.

3. Ïîëó÷åíû êàðòû ïðîñî÷èâøåéñÿ â ïî÷âó âîäû è àêêóìóëèðîâàííîãî íà ïîâåðõíîñòè ïî÷âû
çàãðÿçíèòåëÿ äëÿ âûáðàííîãî ïîëèãîíà (ñåâåðî-çàïàäíûé ó÷àñòîê ðàéîíà ã. Ìîñêâû).

Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû Ëèõà÷åâîé Ý.À. çà êîíñóëüòàöèè è äàííûå, ïðåäîñòàâëåííûå äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Ðèñ. 4. Ñåâåðî-çàïàäíûé ó÷àñòîê ã. Ìîñêâû, ðåëüåô òåððèòîðèè êîòîðîãî èñïîëüçîâàëñÿ ïðè
ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà çàãðÿçíåíèÿ
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Ðèñ. 5. Äâóìåðíàÿ (a) è òðåõìåðíàÿ (b) ìîäåëè ðåëüåôà
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Ðèñ. 6. Êàðòà ñêîðîñòåé ïðîñà÷èâàíèÿ âîäû â ïî÷âó, ì/ñóò
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Ðèñ. 7. Íà÷àëüíàÿ (a) è çàâåðøàþùàÿ (b) ñòàäèè ïîâåðõíîñòíîãî ñòîêà
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Ðèñ. 8. Ðàñïðåäåëåíèå îñåâøåãî çàãðÿçíèòåëÿ (â óñëîâíûõ åäèíèöàõ)
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Ðèñ. 9. Êîëè÷åñòâî ïðîñî÷èâøåéñÿ â ïî÷âó âîäû (â óñëîâíûõ åäèíèöàõ)
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