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@����� `����a ���&�
��� &'��� ������� �������� �����'���# ����� `�������� ��
�& �'!�
���a� >�� � ��1�"1�� 
����� �!����� � �����  �� ��P "� �����' �& �'!�
�M
�� ������ � �������� r������ ��P 
���� "��&�
��� ���&�
��� �
���� � �������

������ �& �'!�
����O�

8� 1�"��' -./ ��!� �"� ���  ���'?X�� �&������ �� �'"�
[�� 
  � ���' ���&�
���
 ���' ������ �& �'!�
��� � @������� 
 �����1���� �� "������ �� '� �
'��O � �& �'M
!�
��� �  "������#  ���� ��? @"�������# 
 ��������� ���  �� ��O �� ��9 "��P "���
�;� � ������� ���� �  ���� ��
�# '�?� � ������ ������� �&X�;� �� �� ���&�
��#

  � ���� "��� 9����  �����  ���� �� �& �'!�
���� 0���� �� �& �'!�
��� =�?��'��'��

� 
�����P � �������� �� "��&�
��� �������;� ���&�
��� 
  � ���� ��
� �� � ������
�� ���� "� �'"�
[�9P � � �� "� ���'?X�9 "� �'"���#� o�� � "������ ' ��!��� �����
 � ���� -./ "�  ��
��?P �"�����P   � ����# d2d/� � �� 
 ����� t ����� � n ���&�M

��#P �� 
 "��1�  � �& �'!�
��� �� &� ����� ����# "����!'��� 
����� Δ "��� 9����
'���[��� � ������# ���� ��!��;� �� n ���&�
��# � Δ/n+ o(Δ)� ��� 6��� �� '� "��M
1�  ��� ����� � "���
' @��
�����O ��!�' 
 ��� �& �'!�
������ ���&�
������ %���#
 "� �& ��������� �� '� �  ����� ����� ���&�
��# &'���  "��
����
��P ��� � "�������M

��� � 
 ��
����

�������� ��� ������ ����# ���������� ��# ��������1��  � ���� 
 ���P ��� �� ����!���
��&����  'X� �
�'? � �&�� ��  � ���  ���������� 
����� @� �� "�� ���&�
���� "�M
����� �������� ������ "�����
�����O ��� �'����"��� �9 '���
 ����'��1�� "�����
 @���M
&�
���� �
���� �  ��&X��� ��� �;�  �;���O , ��������� �& �'!�
��� ��!��;� ���&�
�M
��P "��"��1������� �9 �&X��' �� �' 
 ���'X�# ������ �' �� λ , ��� �
� �� 
9���M
X�;� "'�  ��
 ��;� "�����P � ���� ���&�
��# , ���
� ���� � ������
� �� "��������
 �'��#�� 
������ @ ��
�O  "����
����# ='�1��# �� "�������� @=���O B(x) = P(B ≤ x),P
B(0+) = 0� �' �� "��
�# ����� B(·) � ��

β1 =
∫ ∞

0
(1 −B(x))dx <∞

� ��0

β(s) =
∫ ∞

0−
e−sx dB(x) = s

∫ ∞

0−
e−sxB(x) dx.

���&9������ � �� ������� ' ��
���  'X� �
�
���  ��1�����;� ��!��� �
���� �

ρ = λβ1 < 1. @��	O

�' �� V (u) ,  ��1������ 
���� "��&�
��� 
  � ���� 
���'����;� ���&�
��� @���M

����;� ���!� `"�������aOP ������� 
 ����� "� �'"���� ����� ���' uP �� �� �������M
1�?  ��
� BP ��
'? u @�=����1�� � 
������ u "� ��!���' ���&�
��? ��� �'"� ���
 � ����O� �����P ��� V (u) "��� ��
����  �&�# ���!� �������� �� =������ ��;� �& �'M
!�
��� ���&�
��� ���� u @��� ������ �� ����� ���&�
��� &'��� ��;�� ���
��� � uV
���&�
����O� ����!�� v(s, u) .= E[exp(−sV (u))]� >�� � u "�����
���P ��� v(s, u) �"��������
��0 �������� �� "�������� V (x|u) = P(V(u) ≤ x|B = u)�

c�==�� � ��� Q��R @	�:<O � "�����
��� �����
 ���  
�# �
�  � ���� 5)5)	,-./P ���&�
�#�� @' ��
��O �� "��������  ��
� V (u)~ ���  � ���� 5)*)	,�x/ ���;�� 
���� &�� ��
�M
 �� ������ "��
�# ����� =���  ��
� V (u)P "��'���# 
"��
�� 0�����# � ��� Q	$$R @	�7�O @ ��
@��4<OO� %�� � ����P �� ���
�;� 
����� "��
���� � ��;� ��&�� "� ��������  "� �&��

��� ���� ������ E[V(u)] 
 6��#  � ���� @ ��P �"�����P Q	:P73P	43RP Q	<�P33P7:RO� 0��1����M
�� �� "�������� 
����� "��&�
��� ���&�
��� ���� u 
  � ���� 5)*+)	,�x/ 
"��
��
�#��� 
 Q	<�P 	��P �<<R 
 ������9 ��0  "���X�? �&�&X��� � ���
���� "�����!��;�
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 Q	�:R "��9��� � "��'���? ����;� ��[��� ��� v(s, u) 
  � ���� 5)5)	,SS @��"�������M
�J "����&� �� ��!� �#�� 
 Q�<3P ;�� 	RO� � Q�<	R ' �
��[� �
�
� ����� �9�!���� �� M
"�������� 
����� "��&�
��� � "��'�� ��� �
�9 
������ ��9 9�������� ���  � ����
5)*+)	,�x/� � ��?������� ����� ��  
�# �
� 6��#  � ���� &��� 
"��
�� �&��'!��

 Q	��P �<	R � � �
� 6��9 9�������� ���P  'X� �
�� ��"���?X��  
�# �
�P ��������

 Q	<�P ;���R� ��� �� � �
�9 ��� ���;� ������� , �"� ��� ������ "��'���� v(s, u)

  � ���� 5)*+)	,-./� 0���'�� ��������P ��� ��� � "���"���;��� �  'X� �
�
���  ��1��M
���;� 6�;����� ��;� �� "�������� V (x|u)P "�6���' 
� 

����9 �&�������9 � '�����
��
� ��� �� �� 
������

>�� v(s, u)P ��;�� �#�� ��0 �� "�������� &��' ��
�;� 
����� "��&�
��� V ���&�M

��� 
  � ����

v(s) .= E[e−sV ] =
∫ ∞

0
v(s, u) dB(u). @���O

| ��
�� 
���� �!����� ���&�
��� ���� u @�����P "������� 
����  
��9 ��&9�M
����;� ��� �& �'!�
���  �  ���� ��? ����1�O �"�������� � ��
� �
�� W (u) = V (u) − u.
�� ?��P ��� v(s, u)P ��;�� "��'���� w(s, u) .= E[e−sW (u)]�

5����� �� "�������� V (x|u) 
��� ��?� � @ =�������# ����� �����O ���

vj(u) = lim
s↓0

(−1)j∂v(s, u)/∂s, Var[V (u)] = v2(u) − v2
1(u). @��4O

c����� � ���
�� � � �� "�������� @ �������;�O "������ ����� �� Π� ����!�� π(s) .=
E[e−sΠ]� �� ��� 
����� ,  ������ ����� "������ ����� ��� � � �� 1�"��� ���������
"��1�  ��� "������!�� ���  ' �������
	��� �� 1�"���

0� ���� �& �'!�
��� ���
��� � �� ��
���
�#P � ��N

@DO � 
���� �& �'!�
��� ��!��;� ���&�
��� � 
���?� �����!�� ��� "����
���P ��M
����� ��;�� &� "���"� �
��� � �� 1�"����� �& �'!�
���P

@DDO "��&�� � "�� ���
���P � �� ���?� � ���&�
���P �!���?X�� �& �'!�
����

����  ��
���P � "���!���� � � � '����!�?� � ��&��� 
'���  � ����� � �� �� ��P
���  �� ��
���
�9 �� 1�"�� 
��?���� �� 1�"���  �& ��?��� "���������� @"����M

�����O � ���& �'!�
�����

0
�# �
� �� ��
���
� �� �������P ��� ���� ���&�
��# � ��
� �� �� �� 1�"��� � ��M
 '� �
'?� � �'  �
��� "�� ��� "��&���� ��� ���!� �����9 "����� ���&�
��#� �����!�
 ���'?X�� ����"����1�� 
 ������#�9  � ����9 �& �'!�
���N 
 ��!��# ����� 
����M
� � "������ ����� �� �&X��  '��� �;�
��9  ���� ��# �& �'!�
��� 
 �9 ���?X�9 �
���&�
��# ��
� ����1��

������� ��	� �� !" � �	�
��� #$%&$� � �'(�� �	�)	��	�� �������	� ���)������ �*+
����������	� ,�
����
���- ���	��� ���
��
	 π(s) ������
�����
 	����
��� ��� �	�.
)	��	 /+01 	 0+01 2��)	������� �����	' 3�����

π(s) = β(s + λ− λπ(s)). @���O

4����	� ,��!- ���������
 ��	�
���' 2��)	' π(s)5 ���	
	�����' � �����������
	
Re s > 05 � ��
���� |π(s)| ≤ 1� 6��)	� π(s) ����� ���
��� 7��	 ρ < 15 
� π(0+) =
Π(+∞) = p∗ = 15 � ���
	��� ������ π(0+) < 1, Π(+∞) = p∗5 ��� p∗ 8 ��	�
���� �����
�����	� p∗ = β(λ− λp∗)5 ����9	� � , 5�-�


�������� � ��������������� 8
� 
������ 
�
��� @���O ��� 
 Q�<3P I��� $:P 7�M74R�
��� �� �9 "��
�� � ���� 
 Q	<�R� 8��������� �
� 
 Q�<3P y��4R � �
�� � ���'�1�� � 
��M

�X�� � "��1�  ��� c��  ��� ��� "�������  �'!�� 
�
�� @���O ���  � ���� ()*+)	,d2d/
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@ ��P �"�����P Q7$P ;�� 	�P y�RP Q�3P y3�4 RP Q$�P y$�7 RO� 8�� 
�
��� 6��;� ���'������ ��  ���M
��
�?� � 9���[� ��
� ��� 
��
�X�� � "��1�  �P 
�����?X�� 
  � ���� ()*+)	,�2d/ �
������
��� �  "��
����
� �� @���O ���  � ����  ����# �� 1�"���#� r������ [�;��  �'M
!�� 
� ����
���P ��� �� "�������� "������
 ����� �� 
 �&��9  � ����9 ()*+)	,�2d/
� ()*+)	,d2d/  �
"���?�� 0���� ��������P ���P � ������ �� ��
� ��P �?&�� ���������M
 �
� ���O  
���� � � �����' "������ ����� �� "�� �� 1�"��� �2d/� �� '� �
'?� "�����
�
������ @KJC�VIHGEBDGJUO ���������� �
� ������ ��� �� 1�"��� d2d/ &�� "��
������
�2d/�

���&� �������� @���O ���  � ���� ()*+)	,-./P &��� 

���� 
 Q	<�P	��P�<	R &����  ��!�
' ������ 
��
�X�� � "��1�  �  �
�� "��
���� "���!���� "������
 @
 ������� �� Q7$RP
6�� "��
��� � �
�� � ��
�
�������  �'��#�� 
�&���O� �&�����
 ����� Π(x) 
����P ��M
�����
����� � �& �'!�
��� "����� ���� x � 
 �9 �;� "������
P ��!� 
�
� �� � ��[���
��==���1������ '��
���P �������' '��
���
����� ��0 �� "�������� "������ �����M
 ��� � ���'������

π(s, x) .= E[e−sΠ(x)] = e−x(s+λ−λπ(s)). @��$O

2���� ' ��
�� "� x "��
���� � @���� %���� �&�����P @���O  "��
����
� ���  � ���� ()*+)	,
-./�

8���� ��  �����
��� � "��1�  ��������# ��&��� U(t) @ '��� � ������9 ��� 
 �9
���?X�9 � ���&�
��# 
 ����� tO� �� �����'  ��
� Π � �� ����
�� 
�����P � �������
U(t) > 0P �� �� ?��  ���'��P ��� =���  ��
� Π �
������ ��� ������ �?&�# �� ��
���
M
�# �� 1�"��� 
  � ���� ()*+)	� ������  �� ����9 �� 1�"�� �
��?� � 
 � �� 1�"���
��������� "��1�  ���P � ������ -./� ��P 
 �� �� ��P '��
���
���?� ����'  �9�����
c��#���� Q	<�P y���RP � � � "����'?� ����# �=����1�� � ���&'���� 
����� �& �'!�
�M
��� ��

:�����	� ���� x�
� �
� @��$O I�
"�����  ��0 =���  ��1�����;� 
����� "��&�
���
V (x) ���&�
��� ���� x @xV���&�
���O
  � ���� ()*+)	 I �� 1�"���# �2d/V. @�& �'M
!�
��� 
 �&����� "������  "����
�����O� ��� �� 1�"��� �2d/V. ��!���' �
��'
"� �'"���? ���� � 
� [�# �& ��?��# "��������P � 
 �������P ��;����
��# "� "��1�M
"'  ����P �����X�?� � "���
��� ���&�
��� ��� �����#[�;� ���& �'!�
����

���� ;
�)	����� ����������	� �	��� 
��(���	�

x�� �&������# ��� ������ ()*+)	,-./ 

��� 
�[�� 8��;�� 
���� ��� �� &�� ��
� ��
������ "��
�# �����  ��1�����;� �� "�������� 
����� "��&�
��� ���&�
��� ����
u @ �� =���'�' @��4<OO �  ��1������ �� "�������� �� �� ���&�
��# @ �� =���'�' @��3O	�O�
�
���� 
 ��  ������� �' ���V���#�# �����
 ��# "��1�  {X0(t) = {L(t);xi(t), i = 1, . . . ,
L(t); t ∈ R+}P 9���������'?X�#  � �����  � ���� 
 ����� t� >�� � L(t) , �� �� ���&�
��#

  � ���� �x/ 
 ����� tP � ��"��������� "������� xi(t) '����
�?� � � �����'? ���'
iV;� ���&�
��� 
 ����� t @"������ '����1�� ���&�
��# � ����� ������ 
  ��'  "�1�=�M
�� �� 1�"��� -./O� ��� ��� �
�  � ����# "��1�  �X0(t) � �� {Z+ × {∅ ∪ R+

1 ∪ R+
2 . . .}}�

>�� � ∅ �&�������  � �����P ��;�� L(t) = 0P Z+ = {0, 1, 2, . . .}� �' �� ���!� "��1�  {Vt(u),
t ∈ R+} �"� �
��� 
���� "��&�
��� ���&�
���P ������� "��9���� 
 ����� t � ����� 
 6���

�� S���+ ��	+	������
	 ���
��� 
���
�� 
 ;<bb=� ������u�� ���� 

����, ������������ ��������� (

 �	����
� ������ ������+�
	���� ���V�V�� ����������� �������
	��, 0���� ���������� 
�������
����������� �������
	��,: iC�� �����
	��,( i = 1, 2, . . . , L(t)( �������
	����� 
 ������ t� ��
����� �����C
������ ���D���	 �����
	���� �������� �������A�������D�	���� ��	
����� � ���������� ��	�������
����
�,��� !������
�
	� 
�
� W��� ������� ��	
�����( ��W���� ��	+	������
� ���� ���������
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����� ���' u� �  ��'  ��� �
�� �� ������� 0���� ��� ��;�����'?X�9 "��1�  �
 Q	73R
@������� ��;����1��  �'!�� ������ ������� "������
 ����� ��O  "��
����
�

������� ���� ��	 ������		 �����	� ,���- ���)���� {Vt(u)} 	 X0(t) �(����'
 ��	�
��.
��	 �
�)	�����	 ����������	��	�

�������� ��	� ���)��� X0(t) ����	�� �� �����
��
�� ���
��	��

%������ ��� �&� "���
���  'X� �
�
��� � ��� �
�� ��  ���'?X�9 "������
N

v(s, u) = lim
t→∞E[e−sVt(u)];

Pn(x1, . . . , xn) = lim
t→∞Pn(t;x1, . . . , xn) = lim

t→∞P(L(t) = n;xi(t) ∈ [xi, xi + dxi), i = 1, 2, . . . , n);

@��7O
Pn = lim

t→∞P(L(t) = n).

� @��7O Pn(x1, . . . , xn) �������  ��1����'? "���� �� 
������ �� "��&�
��� "��1�  �
X0(t) 
  � ����� (n;x1, . . . , xn)� >�� � ��
� "���"���;��� �P ��� =������ �� "������M
�� "��1�  � X0(t) "�� =�� ���
��� �� �� ���&�
��# n ≥ 1 �&������ "���� ��?� o��
' ��
�� 
�"����� �P � �� "���"���!��� ��� "�� ����P ��� =��� B(x) ����� "���� �� β(x)�

������� ���� 7��	 �������
�� �����	� ,���- � �	�
��� #$%&$�8 7<15 
�

Pn(x1, . . . , xn) = P0λ
n

n∏
i=1

[1 −B(xi)], n ≥ 1, @��:O

=>?@? P0 = P{∅} = 1 − ρ�

o�� ���'������ �9���� � "� ��  � ��
���� � ��[��� ��==���1�����9 '��
��#
c����;���
�P ������� '��
���
���?� "���� �� �������9 �� "�������# ���"��� "��M
1�  � X0(t)� %� !�  ���� ���'������ 
 �&X��  �'��� ��!� "��'���� "�� ����� "���� M
�# Pn(x1, . . . , xn) ��==���1������  ���
�� �
'?X�9 =���  "��
������� &���� '�����9
�&�&X��9 ='�1�# �� ������ �� "�������# q
��1��

����� �� Pn(x1, . . . , xn)  ��������� ��� ������ �?&�# "��� ���
�� "������9 xi, i =
1, 2, . . . , n 
  ��' ��;�P ��� "���"���!��� �& '"�������� �� ��"��������9 ��������
"��1�  � X0(t) � ������ ��

�������P ��� @��:O &��� "��'��� 
 Q	<$R "�� ��  ������� "��1�  � A0(t) = {L(t), ai(t), i =
1, . . . , L(t); t ∈ R+} ��� 
 "���;������# ���'�����P ��&9�����# "�� ���������� �
� "'� M
 ��
 ��;� 9�������� 
�9���X�;� "������ ������� "��1�  � A0(t) �� X0(t) ����?���� � 

���P ��� ai(t) �����  �� � � � ������# ����P � �� ��;'��;� 
����� �& �'!�
���P '!�
"��'���� iV� ���&�
����� ����� �� 
������ ��#  � ����# "��1�  � A0(t) �"� �
�?� �
��
� �
��P ����;���� @��:O "��  ���
�� �
'?X�# ����� "������9P �� ��

Pn(a1, . . . , an) = P0λ
n

n∏
i=1

[1 −B(ai)], n ≥ 1, ;�� P0 = P{∅}. @��3O

��"'�� �������P ��� �� @��3O ���'�� "���#�� � @��:OP ����� �#�� "�� �'?  
��� @��:O
 @��3O 
 �&���'?  ����' � '���� ��
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�������� ���� A	��� 
��(���	� � �	�
��� #$%$� � �	�)	��	�� 7<1 	���
 �����
�	.
������ ����������	�

Pn = (1 − ρ)ρn, n = 0, 1, 2, . . . , @���O

	���	�
�� �
��	
���� �	�� B(x) ��	 2	��	������ ������ β1�

���������������

Pn =
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞

0
Pn(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn = P0ρ

n, n ≥ 1.

�� ' ��
�� ������
��
∑∞

n=0 Pn = 1 �9���� P0 = 1 − ρ� ��

�X� ��� ���������� �
�  ��� �
�� ��� ��� "� ��  ��� �
�� 4�4�

2
�# �
� �
������ �� ����;� !� ��"� 9�������� � ��� ��;����#�9  � ���� ��M
"�����P ��
�
� �� 
������ �� �9�!���� n ���&�
��# 
 ���  ��� ��#  � ���� 5)*+)∞
 "'�  ��
 ��� 
9���X�� "������ ��� �
� �� λ ����� 
��

Pn = e−ρ ρn/n!, n = 0, 1, 2, . . . , ρ = λβ1.

:�����	� ���� �������� ����;��  ���
�� � &���� "����#P � �� ��  ������� "��1�  
�& �'!�
��� 
  � ���� M/GI/1,-./ 
 �
�� �� [��&� 
�����N ����
��� 
�����P 
 ��M
���� ������9 
  � ���� �& �'!�
��� � n > 1 ���&�
��#P  !���?� � 
 n ��� Q	<$R @6�� ����
"�����!�� ��8�0���
��
�� 
 	�:$O� ��� ����� ������� �� [��&� 
����� �;�
���
 ���� �� �& �'!�
��� '!� � �
���� �  �'��#�# "������#P ��
� �X�# �� �� �� ���&�
�M
�#P � "� ���� � ��
� ����1�� ����� "�� 6��� ' ��!��� �  ��'��'�� 
9���X�;� "������
0
�# �
� �� '� �
�� "� ����# �
��  �9����� �P � ��� �
� ��  ���
�� � "������#P 

��
� ��� �� �� �� �� �& �'!�
����9 ���&�
��#� ����  ��
���P � ��� ����
��� 
�����P
��;�� 
  � ���� �9���� � n ���&�
��#P n ≥ 1P ��� �
� �� �
�9 "� �'"���# ��
� nλ @�
λ "�� n = 0O� �9���X�# "���� � 6��� ����
��� 
����� ��!� ��  �����
��� ���  '"��"���M
1�? n ���
� ���9 "'�  ��
 ��9 "�����
 ��� �
� �� λ� %���� �&�����P 
 �
�� �� [��&�

�����  � ���� M/GI/1,�x/ "��
��X��� � 
  � ���' M̃/GI/∞  �����
 ��� 
9���X�� "�M
����� "������# ��� �
� �� nλ @=������ �� ��� �
� �� 
9��� �
���� �  �'��#��
"��1�  ��P ��� ��� n � �� ������ L(t)P �� �� ���&�
��# 
 ����� tO� %�"��� �
�� "� �'"M
���� ��!�� �����  ��
�# 
������ ��? �?&�#  
�&���# "��&�� 
 &� �����V���#�#
 � ���� �& �'!�
��� M̃/GI/∞� %���� "���&����
���  �'��#�9 "��1�  �
 "��
����� ����
�������� ��������� ��� �&� �
��� �
��' �����' ������  � ���� ()*+)	  �� 1�"���#
-./ �  ��������� ��';��� �� 1�"����� ��������� "��1�  ��� Q	<$P�<	P�<4P�<3P�		R� o��
"���&����
��� �
���� � ���� �� "������
 ��������� 	�
��� ��
��� 
 ������  �'��#�9
"��1�  �
� 2�'��#�� ����� 
����� 
"��
�� 

���� ����� ��� Q	37R @	�$3O 
 ����� ��
�& ������# ������  �'��#�9 "��1�  �
 � "����� &��� ���
��� ��;��� �
������ @ ��P �M
"�����P �&���� 0�# �� Q	:4P 	:�R ��� ���;��=�� Q4	P 2L� $RP Q	��P 2L� :P y�RP Q	7$RP Q		�P 	33RO�
� �� �� ��P  �'��#�� ����� 
����� � "�����
��� � 
 ������  ��9� ���� ��;� ���;��M
��
��� Q	7$R @�&�&X��� =���'�� ��� ��� 
�"'���9 ='�1�# �� &��'�
 ��;� �
�!���P
"���&����
��� �?&�;� �"����
�;� �������;� �����;���  �
�������� ��# 
����1��#P
 �����X�# � � &� ����� ��P 
 &��'�
 ��� �
�!���P ���;����
��� "� 
���� ��?X��'
"��1�  ' Q	��P 4	R � ��"�O� ��V
������'P "���&�� "���&����
��� &��� 
"��
�� "������ 

������ �������# 
 Q	<$P �<�P �<4R ��� ��';�;� ���  �  �'��#�9 "��1�  �
P ������� 
����M
�� "�� ��'����  � ��� �& �'!�
���  ���������� "��1�  ���� c�?��
�# ����# �
���� �
� "�����
��� �
�� �� �������9 ������
�9 ='�1�����
 
 ���� �
�  �'��#�# �����

����� 
 "��1�  � {L(t), t ≥ 0}P 
 ������� L(t) � �� �� �� ���&�
��# 
 ����� t� %���� ����
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DE�CFGFHIF JDKLF99KDE M*(

���#� ��&���
�� 
 ������ �������#� o�� "��
����� ��������� �� �&� �
��� ��������M
 ��� ������P 

����� 
 Q	�:P 	��P �<	R�

5� ��"��� ;���
� �������� �X� ���  ��� �
�� ������� ��4�

�������� ���� +
�)	����� �����
��
	 ���
��	� P�n(x1, . . . , xn) �	�
��� M̃/G/∞
	��'
 �	�

P�n(x1, . . . , xn) = P�0
λn

n

n∏
i=1

[1 −B(xi)], n ≥ 1, @��	<O

���

P�n =
∫ ∞

0
. . .

∫ ∞

0
P�n(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn = P�0ρ

n/n, @��		O

P�0 = P{∅} = (1 − ln(1 − ρ))−1, ρ < 1.

��������������� c�;��  � ���� ()*+)	,-./  ����!�� n > 1 ���&�
��#P �� `�
��a 
����
����� 
 �# 
 n ��� &� ���� ������;� 
����� @ �� �������� ���O� ��6���' ���[���  ��1��M
���9 
������ ��# "��&�
��� 
  � �����9 (n;x1, . . . , xn)P n ≥ 1 ���  � ��� ()*+)	,-./
� M̃/GI/∞ ��
� n� �  ��' 6��;� =���� �� =���'�� @��:O 
������� @��	<O� x�
� �
� @��	<O
"��
���� � @��		OP ��� "��
����� "��'����  '����� ' ��
�� ������
�� � ���� %�#���� ���
��'�����;� ��;���=�� =���'�' ���  ��1�����# 
������ �� P�0 �� '� �
�� ���&�
��#

  � ���� M̃/GI/∞� ��

��B� #�
�� ��������	)		 � C����
� �������	

� �����#[�� �& '!���� ��  ���'�� Q�<	P �<3P �	7R� �"�[�� ����� �9�!���� v(s, u) =
E[e−sV (u)] 
  � ���� ()*+)	,-./� ���
����� &'��� 
�  ���
��� ���������� �
� �������
���P ������� 
�
� ���� � 
 �� [����� 
��� 
 6��� "���������� ���  ��
� V (u) &'��� "��M
���� "����!'��� 
�����P �� ������# � ������� ���� �������;� ���&�
��� '���[�� �
� u� o�
�
�����P 6�� "����!'��� 
�����P �� ������# ���&�
��� "��'��� "����X���
�� ��;'��;� 
����� �& �'!�
���P ��
�� u� 0'�� ������  � ���� 
 ��'���� �������
"��9�!���� �����  � ���' �������;� 
���'����;� ���&�
��� ���� u� %���� ���&�
���
&'���  ������ "������� � "� �'"�?X�� 
  � ���' 
 ����� t = 0 "�� ������� ' ��
��P
��� 
 �����  
��;� "� �'"���� �� 
 ������� n ��';�9 ���&�
��# 
  � ����  � ��������
������ x1, . . . , xn� 5���� � �
� � �����"���1��  ��
� V (u) �  '��' �������9 `C����.

�� �������	a� � ��# �
������ �� &'��� �  ����
��� � "��1�  ���"���� �& �'!�
���P
"��'���;� 6��� 
���'����� ���&�
����P ������� ����� �����'? ���' u�

8�';���  ��
���P  � ����� "��1�  � X0(t) � �� (n;x1, x2, . . . , xn) 
 ����� �"� ��� �
�M
� �� "� �'"���� "������;� ���&�
��� @�"����P ���  � ���� �9���� � 
  ��1������
��!��� @
 ��
�
� ��OP ���� �� ����� ��&����� 
 ����� t = −∞O� z���[� ��
� ��P ���
"'�  ��
 ��� "� �'"���� �&�?��?�  � ���' ()*+)	 
 �����  � �����  
������ ��?
@��:O &��;�����  
�# �
' .i/gi @.HDKKHG iFFD_BCK /JJ gDjJ i_JFBAJKN "'�  ��
 ��� "� �'"M
���� 
���� 
����h��  �����O� ���
�# @� ��&���� ��'��#O 6��" ������ ����?���� �

  ���'?X��� ��� ��&9����� �#�� ' ��
�� ��0N E[e−sV (u)|(n;x1, . . . , xn)]P ������� &'���
"��� ��
��� �������# ���� ���&�  ������ 6��P  ��!��� �� n ���&�
��#P ������9 
 �����M
�� "������� "��  
��� "� �'"����P  
�!�� �������� 
��
�X�� � "��1�  �� c���� ��;�P
  ���� "������� ���&�
����  
�!�� �������# ��"��������# 
��
�X�# � "��1�  �
c�!��� �� 6��9 ���&�
��# &'���  ������ �������P 
 �� 
���� ��� �
�� "� �'"���� "� ��
������ t = 0 &'�'�  ������ � ��
�����	 "�����
� 0�'��#�# ��9����P ��� �X�# �
��
"� �'"���� � �����'M��&� "���� �
'P � �
� �  ���'?X�� "��
���N ��;�� 
  � ���� -./
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"�� '� �
'�� (n + 1) "�����
P �� ��!��� �
�� "� �'"���� �&p�
���� � ������ ��
�����
�?&�;� @� ������ ���;�O �� 6��9 "�����
  
������ ��? 1/(n+1)� k'�'� '����
��� � ����M
�� �� "������P ������� "� �'"�� �� '9��� ��  � ���� "������;� 
���'����;� ���&�
���
@�"����P ��� "������� ���&�
��� ���!� �
���� � "������� %���� �&�����P ��'��?� �
�(����'9	��� 
��
�X�� � "��1�  �� c�!��# �� 6��9 (n + 1) 
��
�X�9 � "��1�  �
 =����M
�'�� � ���� "������ � �;� "������ "���������

�' �� Φ(x, u) � ��  '��� "����X��# �� ��;'��;� 
����� �& �'!�
��� �������;�
"����� ���� x � �;� "����9 "������
 �� ����
�� 
�����P 
 ������ ������;� � �����M
�� ���� ��';�;� "����� @ ��!��P "������;� ���&�
���O '���[��� � � u� o��  ��
�
��!�� ���!� ��  �����
��� � ��� �������# @�����
 ��#O ='�1���� ��  ���
�� �
'?X�M
;� 
��
�X�;� � "��1�  �P �"� �
�?X�# �;� "���� 
���� !���� ���X� ����"������
���
 ��
� Φ(x, u) ��� �������� �� �������;� �(����'9����� @ '&O"������ ����� ��P ������#
�����
��� � "������ ���� x� � �&��
��� � 
 �����P ��;�� "����X��� �� ��;'��;� �&M
 �'!�
��� "������;� ���&�
��� �� ��;��� '��
� u� ������� ���  ��'��'�� ���"���
6��;�  '&"������ ����� �� �"������  ��'��'�' ���"��� �&���;� "������ ����� ��  
���  'X� �
��� ��������P ��� ��!��� "� ���'?X�� ���"���� ��
� �� �� ������ �&��M

� 
��
�X�;� � "��1�  � � ���� "������� ��6���' "� ���'?X�� ���"���� ` ��9� ���� ��
���[�a "�����'X�# @
  �� �� 

����;� q��#��� @/EHmBGO Q	:<P 	:	R ���[��� "������
1≤ ��� ='�1�# �� "��������O 	� ���?� � ���!� ��';�� ��"�  ��9� ���� ��;� "�������

�������P ��� "�� u → ∞  ��
� Φ(x, u) "��
��X��� � 
  �������# "����� ����� ��P '
������;� ���� �����
�?X�;� �;� ���&�
��� =�� ���
�� � ��
� x� @��0 �� "��������
6��#  ��
� "�� u → ∞ ���� � "��
�# �� ��? @��$O� ����  ��
���P 6�� 
���� "��
�;� �� ��M
!��� '��
� x = 0 "��1�  �� ��������# ��&��� {U(t), t ≥ 0} "�� ' ��
�� U(0) = x�O
��� x ≥ u  ��
� Φ(x, u) � ��
� �� �� x� |��&� 

� ��  "�1������ �&������� 
 6���  �'���

D(u) d= Φ(x, u) x ≥ u. @��	�O

��"����P ���  � ���� -./ �9���� � 
  � ����� (n;x1, . . . , xn) 
 ����� t = 0� %�;�� 
����
"��&�
��� "������;� ���&�
��� ��!� "��� ��
��� ���

Vn(u, x1, . . . , xn)
d=

n∑
i=1

Φ(xi, u) +D(u), @��	4O

"�� '������ 
�[� ������� ' ��
��� c��"���� @��	4O @������� &��� ��
�� `6����M
���� �����!��aO , ���
� ��� ��'; �� ��';�� ����
� ��� �� 6��9  ��
� , ����
�����#
=���P ������# 6��;��� ������  "���X�?  �'��#�# ����� 
����� Q�<4R @ �� ��������
4�	O� ������'X�� ��;'���� �� Q	��P �<<P �<	R ��� ���������� �
� 6��# ���
� ��� �� "���M
 ��
��� 
 �������� ��4�

%���� �&�����P 
���� "��&�
��� V (u) �����"����'�� � 
  '��' �������9 ='�1���M
��
 �� ����	�	��� 
��
�X�9 � "��1�  �
P �� "�������� ������9 ��;'� &��� �#���� o��

�� '	������ ���������, ������ �, 
� ����
 ��� 	���������� ���,�	
(1)

≤ �
(2)

≤ � ���
�� �+ �� ( @4Q_64B?C
_475P2 76@36( ���+�	�	���, �	��� �	� ≤st ��� ≤d ��� ≤pn �������� �+ �� ( 
������� 0875f3v: ��� fP64P_475P2
76@36( ���+�	�	���, �	��� �	� ≤c 0�� ��������	�� ���
��	�	����� ���+�	����,:U

Bi(x)
(1)

≤ Bj(x)( ���� 1 − Bi(x) ≤ 1 − Bj(x) �, ∀x ≥ 0n

Bi(x)
(2)

≤ Bj(x)( ����
�∞

x
(1 − Bi(y)) dy ≤ �∞

x
(1 − Bj(y)) dy �, ∀x ≥ 0�
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����';����# ����� ������  � ���� ()*+)	,-./	�� �������P ��� ��� ���"���� "��M

�# �� �� @��	4O , �������� ����;� 6������
 �����!�� 
  � ���� ()()	  �� 1�"���#
FHTGUVFHWDGSS @ �� Q	�:P�<3RO� �� ��  �����
����#  �'��# �
���� � ��������� &����  ��!M
�� ��V�� "����
����;� �� "�������� B(·) � ���
�����;� �& �'!�
���  "������#
 ���� ��?� ��6���' ��� �9�!���� �� "�������# ���"��� @��	4O ��&9�����  � ��
��� �
��[��� ������'?  � ���' ��==���1�����9 '��
��#� ����!�� ϕ(s, x, u) .= E[e−sΦ(x,u)] �
δ(s, u) .= E[e−sD(u)]� x�  �����
�� �=������������ �������  �� 
� Φ(x, u) �� ����# �M
���
�� 
����� ΔP ��!� 
�
� ��  � ���' '��
��#  �������� � ;������� ' ��
����
' ��
����P ������� '��
���
����� ϕ(s, x, u) � δ(s, u)

∂ϕ(s, x, u)
∂x

+
∂ϕ(s, x, u)

∂u
+
[
s+ λ− λ

∫ ∞

0
ϕ(s, y, u) dB(y)

]
ϕ(s, x, u) = 0, @��	�O

∂δ(s, u)
∂u

+
[
s+ λ− λ

∫ ∞

0
ϕ(s, y, u) dB(y)

]
δ(s, u) = 0, @��	$O

δ(s, 0) = ϕ(s, 0, u) = ϕ(s, x, 0) = 1. @��	7O

8�� 
�
��� 6��9 '��
��# '��&� � "�����
���  ��9� ���� ��� ��
� �
� @��	:O � @��	3OP
�"� �
�?X�� ������� 6������
 �����!�� 
���'����;� "������;� ���&�
���  ���M
� ��? �� ����
 "������ o(Δ)� �' ��E η &'��� ����
���� 
�����P �� ������# (x + Δ)V
���&�
��� "��
��X��� � 
 xV���&�
����

Φ(x+ Δ, u+ Δ) =

{
Δ + Φ(x, u), ��� 
�� �������� (x+ Δ)1���!���
� �� 
������ η 

Δ + Φ(x, u) + Φ(y, u), ��� ������� ������ y1������� �� 
������ η&

�M&(+�
@x�
� �
� @��	:O 
�"����� � 
 �&�� �� x < u� ����;���P

D(u+ Δ) =

{
Δ +D(u), ��� 
�� �������� (u+ Δ)1���!���
� �� 
������ η 

Δ +D(u) + Φ(y, u), ��� ������� ������ y1������� �� 
������ 3/ V3WX 3/VX,YZ[ η&

�M&(U�

:�����	� ��B� ���� "��
�9 �� ��# ��
� �
 @��	:O � @��	3O ���
� ���� o�� ��!� ��M
������  ���'?X�� �&������ � �� Δ �=����������P �� η ��!� �=���������� 
  ��'
 ��� �
�� ��	� � ����P ��;�� ����� � n ���&�
��#P �� η = nΔ� �� ����
� &� � &��� nP

������ �� �� '� �
�� ��� "��
���� "����;� "������ �� DG η ���
� ��� �� nP "����' ���

������ �� "��
�;� � "� ����;� �� '�����9  �&���#  ���
�� �
��P ��
�N

(1 − λη) + λη
n− 1
n

+ o(η) = 1 − λΔ + o(Δ),
1
n

(λη + o(η)) = λΔ + o(Δ)


  ��' "��
��� "���!���� "������
P �"� ��;� 
� 
����� �&��1� 6��;� "���������� %�"���
��!� '&����� �P ��� ���"���� ��
� �
� @��	4O ���
� ��� 
  ��'N
@DO �� �� "����9 "������
 ��!��;� "����� ��
� �� ������ �� ���� "�����P
@DDO ���
� ��� �� ��� ���&�
��#P
@DDDO ���
� ��� �� "����X��# "'�  ��
 ��;� "��1�  ��

�� ��A
������( �	�	, ��� 	�������	, ������+�D�, ,
�,���h ��
��� * �������(  ���V� �+
����	, ������+�C
D�, 
������ ���	��, E���	�	 � *����	 ;�>( g����=( ;b�( gg�b�KAb��= � #	�	�� ;<��= 
 ����, � �������	��
������	 � � ���������,� � ������	� �������	 �� ���		�� 
 �	��� 0��<K:�

"'E!�F&G"!''HI ��!GI%%H #!F � J K ����



M*N QRSK' QRSK'E

� �� "���"� ��� @��	:O � @��	3O 
 ������9 ��0 � "������� ����� =���'�' "���;� ����M
������ ��;� �!�����P �� ���'������ "�������;� "���9��� "�� Δ → 0 �� "��'���  � ���'
��==���1�����9 '��
��# @��	�O � @��	$O� �  
�? �������P 6�� '��
��� ��!�  
� �� �
��==���1������' '��
��?  �� ���� "����
����� "��
�;� "������P ��[��� ������M
;� �9���� �  "���X�? ���  ��� ��;� ������ 9�������� ���� � � ������ 6��;� ��[��� &���
��� 
 Q	��P�<	RP "����� �� &��� "�
����� 
 Q	�	P	47P	4:P	3:R� 8�� '��& �
� �� �"����
� �
�� [�;� ��[��� �� Q	��P �<	R�

|��
��� @��	$O ��!� "���"� ��� ���

∂

∂u
ln δ(s, u) = −

[
s+ λ− λ

∫ ∞

0
ϕ(s, y, u)dB(y)

]
.

��� ���
�� 6��;� "� ����;� '��
��� 
 @��	�O "��
���� �

∂ϕ(s, x, u)
∂x

+
∂ϕ(s, x, u)

∂u
− ϕ(s, x, u)

∂

∂u
ln δ(s, u) = 0. @��	�O

8�==���1������ '��
���  �� ���� "����
����� "��
�;� "������ @��	�O ��[��� �
 "���X�? ���  ��� ��;� ������ 9�������� ���� 8�� 6��;�  ���'�� ��[��� 
 "���;�����'?
@ �"��!�'?O  � ���' �&���
��9 ��==���1�����9 '��
��# @ � ���� '��
��# ��M
"� �� 
  ��������� ��# =����O

dx

1
+
du

1
=

dϕ

ϕ(ln δ)′
,

;�� ϕ = ϕ(s, x, u) � δ = δ(s, u)� ��9���� "��
�� ���;���� 6��#  � ���� '��
��# C1 =
u − x � C2 = ϕ/δ� �� �����' ϕ 
9���� ������ 
 C2P �� �&X�� ��[���� '��
��� @��	�O
�
���� � C2 = f(C1)� >�� � f = f(s, x, u) � �� "����
����� ��==���1��'���� ='�1��P
������� 
 �[��  �'��� �9���� �  "���X�? ' ��
�# @��	7O� ���' ��;�P ��� ϕ(s, 0, u) = 1P
6�� ���� f = 1/δ "�� x = 0P ��� 
 ������  ���� "��
����� "��'����  ����[���P �������'
'��
���
���?� ='�1�� ϕ � δ 
 �&�� �� x < u� �� ���� � 
����#  �����# "��
�# �� ��
��
� �
� @���$O� ���
��  ����� ���
��� 
  ��' ��
� �
� @��	�O� ��� ��
��� @���$O 
 @��	$OP
"��9���� �  ���'?X��' '��
��?P �������' '��
���
����� ���
� ��� ='�1�� δ

δ(s, u)
∂u

+
[
s+ λ− λ

∫ u

0

δ(s, u)
δ(s, u − y)

dB(y) −
∫ ∞

u
dB(y)

]
δ(s, u) = 0. @���<O

%�� ��� ��!��� ��[��� '��
��� @���<O ���!� '��
���
����� �1��� @ ��  @��$OO

δ(s, u) > e−u(s+λ−λπ(s)) �HF Re s > 0, @���	O

�� ='�1�� δ ��!�� &��� "��� ��
��� 
 
��� ��
� �
� @���7OP 
 ������� ���
� ��� ='�M
1�� ψ(s, u) < e−λπ(s)u "�� Re s > 0� ��� ���
�� @���7O 
 @���<O "��
���� � '��
��?P ����M
���' '��
���
����� ���
� ��� ='�1�� ψ(s, u)

ψ(s, u)
∂u

+ λ

∫ u

0

e−y(s+λ) ψ(s, u− y)dB(y) + λ(1 −B(u)) e−u(s+λ) = 0 @����O

 ��"���������� ' ��
���� ψ(s, 0) = 1 � ψ(0, u) = e−λu� o�� ' ��
�� �9���� � �� ��
� �

@���7O � @��	7O�

|��
��� @����O ��[��� �  "���X�? "������� "���&����
��� ��"�� � @��O� �"����M
���

ψ̃(s, q) =
∫ ∞

0
e−quψ(s, u) du. @���4O
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������  �� � ��������P ��� ψ̃(s, q) �
���� � �
'����� "���&����
���� ��"�� � ='�1��
Ψ(x, u) �� �
'9 "������9� o�� ='�1�� ����� "���� �� 
������ ��# "� "������# xP ����

ψ̃(s, q) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−sx−qudxΨ(x, u) du, s > 0, q > −λπ(s),


 �� 
���� ��� ψ(s, u) �
���� � �&���� �� "� x "���� �� ='�1�� Ψ(x, u)� @\ �P ���
='�1�� Ψ(x, u) � ��!� ψ(s, u) � ��;'� &��� "��� ��
��� 
 �
�� 
����O

������� "���&����
��� @���4O � ��!���' ���' '��
��� @����OP "��'����

qψ̃(s, q) − ψ(s, 0) + λψ̃(s, q)β(q + s+ λ) +
λ[1 − β(q + s+ λ)]

q + s+ λ
= 0.

o�� "�� ��� '��
��� "��
���� � '�
��!���? @���:O� ���
����� �� "��'���� ��[���
'��
��� @����O 
 ������9 �� "� u� c����P ��&9����� � "�����
��� �&��X��� "���&��M
��
��# ��"�� � ��� "��'���� &���� "�������9 =���'�P ����� 6�� 
����!� ������ ���
�������9  "�1�����9  �'���
 B(x) @ �� y��7O� �������� ��0 � �&���  ������ ��
�M
 �
� @��	4O "��
���� � @����O� o�� ��
��[��� ���������� �
� ��?��
�# ������� ���� ��

������� ���� ,�DEF- �� !5�DD5�  5� �" 0G@ H>? I$%&$�8JK1 LM?M?5 =? >NO?

E[e−sV (u)|(n;x1, . . . , xn] = E[e−sVn(u,x1,...,xn)] = δ(s, u)
n∏
i=1

ϕ(s, xi, u), Re s > 0, @����O

=>?@?

ϕ(s, x, u) =
{
δ(s, u) PG@ x ≥ u,
δ(s, u)/δ(s, u − x) PG@ x < u,

@���$O

δ(s, u) = e−(s+λ)u/ψ(s, u), u ≥ 0, @���7O

ψ̃(s, q) .=
∫ ∞

0
e−quψ(s, u) du =

s+ q + λβ(s+ q + λ)
(s + q + λ)[q + λβ(s+ q + λ)]

, Re s > 0, q > −λπ(s). @���:O

Q?@? π(s) RS H>? SGTMHRGU GP H>? ?LMNHRGU ,��!-�


�������� � ���������������	� 0����X��� ���������� �
� 
"��
�� ��� 
 Q	<�R @	�:3OP
�
� 
������ "���9 ���������� �
 "��� ��
��� 
 Q	��P �<<R @	�3	O� | �
��[� �
�
��#

����� ���������� �
�  ����!�� � 
 Q�<	R @	�34O� ��������� ��"��������� ��;'���� ��M
�������� �
 �& '!���� � ���!� 
 Q�<4P �<7P �	�R� jHGHAFBbL Q�<3P 2L� �R� ��

Q�4P44P4$P�4V�$P�:R� � �
�� ���'������ 
�� �� I ��"��������� �& '!����� 

����9
�� ��'�1�# 
��?��� 
 ���;��=�? Q�<3P ;���R @	�3�O� ��

:�����	� ��!� 0���� '"���'��P ���  �'��#�� 
������ D(u) 
 ��
� �
� @��	4O "���M
 ��
����  �&�# `;��
'?a ���"���' 
����� "��&�
���N �� ����� �� "�������� 
��M
��� "��&�
��� ���&�
���  ����# uP ������� "��9���� 
 "' �'? @ 
�&��'? �� ���M
&�
��#O  � ���'� c�;��  � ���� �����P �� iV�� ���&�
��� @ ���� ���&�
��#P �������?M
X�9 �� '� "��1�  ���OP ���?X�� � �����'? ���' xiP `��&�
����a ������'? �����!�'
Φ(xi, u) = Φ(xi ∧ u, u) � �������� ��� "��&�
��� �
�9 ���&�
��#�

�� $�V� 	�� ��d,������( 
 ����
���( � 	�	���������� �	��� ��	+	������
� F� ����,���� ��� ��� �+ ���C
������U ��	+	������
� ��+	
�������� ��������� ������+�D�� 0��<K:� %�T���
��� ���	, ��������	, ���C
�����( �� �� ��������� 
� ��� +	 �	��� 	���� ��	���� �� W��� ������	� ��	+	������
� �������	���
�����D���
	����� $��V�,, �������	 ����	 ���	���
	�
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:�����	� ��V� ��� ���������� �
� ������� ��� � � "�����
��� � ��
� �
� π(0+) = 1P
������� ����� �� �� "�� 
�"����� ' ��
�� @��	OP "�6���' ������� ���  "��
����
� � "��
ρ ≥ 1�

:�����	� ��W� � �������9  �'���9 ��;'� &��� "����� 6�
�
������ =���� ��"� �
��
� �
� @���$O� � ���� �
� "������ "��
���� ��' �� �9

ϕ(s, x, u) = e−(x∧u)(s+λ)+λ
� x∧u
0 ϕB(s,u−y) dy, x ∈ [0,∞),

;��

ϕB(s, t) .=
∫ ∞

0
ϕ(s, x, t) dB(x) =

∫ t

0

e−
� t
t−x(s+λ−λϕB(s,y)) dy dB(x)+(1−B(t)) e−

� t
0
(s+λ−λϕB(s,y)) dy .

�� ����� =���'�� "��� ��
����  �&�# �������� ='�1������� '��
���P �������'
'��
���
����� ='�1�� ϕB(s, ·)� ϕB(s, t) � �� ��0 �� "�������� �������;� �&��
�?X�;�M
 � "������ ����� �� @gZ.O� gZ. �����
��� � @�&��
��� �O 
 ����� '9��� "������;�
tV���&�
��� ��  � ���� ()*+)	,-./P ��;�� �� ��  �����
��� 6�'  � ���' 
  ����� @��M
�����O �� [��&� 
������ � �� �� ��  �����
���  � ���' -./ 
 �
�� �� [��&� 
����M
� @ �� �������� ���OP �� gZ. �����
��� � 
 ����� t �
�;� 
������ o�� ����
����M
�� "����� ��� ������ �������# @ ���� ��';�9 "����#P 

����9 
 Q�<	P �<3ROP "����'
��� �� "�������� ����;� �&��
�?X�;� � "������ ����� �� � �
������ ��� ������
�� ��
���
�9 �� 1�"��� ��"�����P  � ���� ()*+)	,dZ./ ����� ��';�� �� "��������
gZ. Q�<3P �	�P ��$R� x�[��� "��
����;� 
�[� '��
��� &��� "��'��� 
 ������9 ='�M
1�� ψ (ψ(s, t) .= exp(−λ ∫ t0 ϕB(s, y) dy)) @�����P 
 ������9 ���&��!��� "� ��"�� ' 6��#
='�1��P  �� @���:OO� o�� ���!� "�����
���P ��� ��'���� "��1�  � 
����� "��&�
��� 
  �M
 ���� ()*+)	 @��!� 
  ��1������ ��!���O ���&'�� &���� ;�'&���;� ������ "�  ��
��?
 �������P ������# �!����� � � "�
��9� ��� '��
�� c  �!����?P ��  �9 "�� ��;��
��&��� 
 6��# �&�� �� 
�"���?� � ���� � ����� "��
���� '��
��

�������P ��� ��"��������� �&p� ������� ���������� � �[��' �����' ������  �M
���!�� � ���!� �"� ��� �
�� "� �� �������� 4�:� c��������� ��?� �  �������9 ��M
��� ����� � ��;'� ������� � "������� ��� ��������#�

:�����	� ��E� k���� "���� �=����1�� � �������9 =����9 ����"����1�� '��
��#
@��	�OP @��	$O �  "� �&�9 �9  � ��
����  ����!�� � 
 Q�<3R� �������P ��� Q�<<R �"� �
���
��';�#  "� �& ��� &���� ��;��;� 
�
��� ����9 '��
��#� o���  "� �& � �
� � "�����M
�� ��� ���
����;� ������ 

����� ��"��������;�  �&���� @���� �� ���&�
��#O @ELJ
jJELHU H� IHCCJIED_J jBF^KOP ������# 

��� 
� 8�1�;�� Q$7RP x��&'�;�� Q	$4R BGU c����M

�� @ �� Q	<3P 2L� :RP Q		<RO� 5���� &�� ���
��P 
 �� �� ��P 
 Q	�4R � Q	�3R ��� "���������9
 � ��� �& �'!�
���� � � "�����
�� � ���!� "�� ��'����  � ���� ()*+)	  &���� "�� ��#
XNH?Y Z@G[?SSG@ S>N@RUX �� 1�"���# ��������� "��1�  ��� Q		<R	�� �����P ��� 
��� �������
c��#��� Q	<3P b� �7�RP

`���6��� ����� � ��� "��� �����9 ���'������
P ������� � &��� &� ���� ��
� ��
&��;����� "������? ��';�9 ������
a�

�	 #	�	, ��D�����	 0������( ��	�� ��D�����: 

���	 *��������� 
 <>�� 
 ��������� ����� V������� ��	��	
������������� ���� �!" ��D����� �	+�����, ���D�����	 0��� ������ ;�>= 
 ;<�>( tR� �=( 	 �	��� ;�<�( gg�
<KA<�=:( �� ������  	�	���������� �+����� 
 ;<K>=( ��	D���	���� �	���������, ����
��  	�	���������

�
���� 
 ;<<�=�
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� ���� �
� "� ����;� [�;�  ���'�� "������'��P ��� "'�  ��
 ��� "� �'"����  ����M
?� ������  �'��#�;� �&�?���� ��  � ����# ()*+)	 
 "����
����# ����� 
������
0����
������P 
������ ��  � ����#  � ���� -./ 
 ������ "� �'"���#  �
"���?�  
�M
����� ����  � ����# 
 "����
����# ����� 
����� 
  ��' ����� .i/gi� ��6���' "��
ρ < 1P ��!�  ��� 
 ��
� �
� @����O ' ��
�� "� (n;x1, . . . , xn)  "���X�? ������� ��4P �������
;������'�� �'����"������
'? =���' "���� ��  �
�� ��;� �� "��������  ��1�����;�
�� �� ���&�
��# L = n � �9 � ������9 ��� xi ∈ [xi, xi + dxi), i = 1, . . . , n� o�� "��
�����
"��'����

v(s, u) .= E[e−sV (u)] =
(1 − ρ)δ(s, u)

1 − λ
∫∞
0 ϕ(s, x, u)(1 −B(x)) dx

. @���3O

o�� �
���� � "��� ��
�����  ��
� V (u) 
 
��� �������# ;��������� ��#  �'��#�#  '���
@ ��P �"�����P ���;��=�? c���[���
� Q��R ��� ������  
�# �
 ;��������� ��9  '��O�
|����
�� @���$O , @���:OP ��!� "���"� ��� ��
� �
� @���3O 
 &���� �������� 
���� � ��#M
 �
������ �� 6�� &� ��� "��
���� � ���' !� 
��' ���'������P 
 ������� ���� ��[���
"��
��� � � ��1'  ����� ���9�
�

������� ���� ,�DEF- �� !5 �DD5 �  5 � �5 �VE" � �	�
��� #$%&$�8JK1 ��	 ������		 ����.
�	� ,���-

v(s, u) =
(1 − ρ) e−u(s+λ)

ψ(s, u) − λ
∫ u
0

e−x(s+λ) ψ(s, u− x)(1 −B(x)) dx− λ e−u(s+λ)
∫∞
u (1 −B(x)) dx

, @����O

Re s > 0.

5�!� "�������P ��� @����O � �� "���&����
��� &��;����� ������;� �� "���������	 �
[0,∞)� ����  ��
���P "���!������# ����� mM#  ��"�� v1/m(s, u)P m = 1, 2, . . . , � ��
��0 �������;� 
������ ��;� �� "���������

:�����	� ��F� %�����' ��� ��!� �� [����� �  �'��# ;�'""�
�9 "� �'"���# "�� "���M
X� ��9 !�  ���9 ��;'����
P ������� "��� ��
��� 
�[�� �� 
 ������� ��  � ���� ()*+)	,
d2d/P 6�� "��
���� � &���� ;��������� '��
���� � � "��
����� "���
�'�� �  ����
���
�� ������ ������� � ��# �
������ ��P 
�� ���'������ ������ �
����!�� �;� � "�����
�M
�� 
 "����!���9 &��  ���� ' ��
�� "� (n;x1, . . . , xn)� c  �!����?P ������� ��$ � �� "��M
 ������ � �  �'��# ;�'""�
�9 "� �'"���#� 8�!� E[V (u)] ��!�� &��� "��� ��
��� ������

 
��� ��[��� �������;� ���;�����;� '��
��� Q	<�P b�	3�R� �� 6�� ��[��� ����� "��'M
���� 
 ����'��� 
��� "�� "����
����� B(x)� �&��� '"���'��� ���;������ '��
���
��[��� � "�� ������
����� � B(x) �;�������P ;������'?X��P ��� B(x) ����� 6� "�M
�1�����# 9
� �� �"�����P 6�� �;������� ��!�� &��� � ��&��� Q��R�

%��!� ���#� ����'������� �� "�� ������ 6�' ������' � ��;�� ��';��  ��'�1���
5� "�����'��
��� ����
������ �� [�����P ������� ���!�  ����!��� �
�� ����P � �
 �������� ��9��� ��� ���"'��1��  =���'�����

�
 !������( ��� ���
�� �+	��� ���
�� ���� ������	��� ;<b( q7_3Q 75 g� <�<= 0<>X�: �������
	�� W��� ��C
+����	� ������ 
�� ����� 	
���	�( �+ ������ ������ ��� ��+	
����� ���
���� �� �� �	��� ��������

 ;<b�= 0<>X�:� S�� ��
���	, ����	 +����,( ��� ����� ����� +	���	��, ��<K�

�� $���,�������� �	���������� V (x|u) �	 ������������� ������� ,
�,���, ��+��	����� ������ ���	 �
������ ���	( ���	 ��� �i% �����	�� �����	
�����

�∞
0

exp(−sx)V (dx|u) = exp[− �∞
0

(1−exp(−sx))ν(dx|u)](
�� ν(dx|u)( _R3 w���	 i�
�x 
���,��������� +	���	 V (x|u)( ���� σA������	, ���	 �	 [0,∞)( ��
���
��,�T	,
����
�� ���������������

�∞
0

(x ∧ 1)ν(dx|u) < ∞ ;�X( <)b=�
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���
���� ������ "����� ���
�����;� �� [����� ������� ��$ �  �'��# � ������9 ��� M
 �
 ���&�
��# 
  � ���� ()*+)	,-./ @ �� Q�<3P b� 7�V:<R ��� Q�44P b� �4V��RO� ���&� ����
"��� ��
���� �& 6���P �� ������ ��  ������� ������ �
� 
9���X�9 "����� @���� ���
�M
�9 "� ��� �
�� m = 1, 2O  ��� �
� ���� λmP 
����# "���� ��!�� &��� �&p�������
� ������9 
9���X�9 "�����
 @6��  �������# "���� 
 ������ "���������9 �������#O� ��M
��!�� λ = λ1 + λ2 @�!�� ���� �  ���
�� �
'?� ���  ' ���&�
��# m = 1, 2OP βm(s) &'���
�&������� ��0 �� "�������� ��� ���&�
��# Bm(x) ���  � mP ���?X�;� "��
�# �����
β1m < ∞� �' �� ���!� ρm = λmβ1m � ρ = ρ1 + ρ2 < 1� %�;�� "�� β(s) = λ−1(β1(s) + β2(s))
@6�� ��0 =��� B(x) = λ−1(B1(x)+B2(x))OP ������� ��$ ���� ��0 =���  ��1�����;� 
�����
"��&�
��� ���&�
��� ���� uP "������!�X�;� ���  ' m @�� ��&9����� ��  �&!��� �M
��� �� m ��
'? �� �� ��
� �
� @����O 
  ��' ��;�P ���  �'��#�� 
������ Vm(u) ������
�
�� "������� ��� ��!��;� mP "� �����'  ���� �� �& �'!�
��� ���&�
��# ��!��;� ���  �
��
� �� ������ �� �&X�;� �� �� n = i + j 
 �9 ���&�
��# ���
� ��� �� �� �� ���&�
��#
���  � 	 @iO � ���  � � @jOO� ��� ����� �&�&X��� =���'�� @���O ��� ��0 �� "��������
&��' ��
�;� 
����� "��&�
��� ���&�
��� ���  � mP ���
���P "������� 
��N

vm(s) =
∫ ∞

0
v(s, u) dBm(u).

���
���� ���!� ����;  ��� �
�� ��� ���  � ���� M2/GI2/1,-./N

Pij =

(
1 −

2∑
m=1

ρm

)(
i + j
i

)
ρi1ρ

j
2, i, j = 0, 1, 2, . . . ,

;�� ρ1 = λ1β11, ρ2 = λ2β12�

���?� � ��';�� =����P 9���������'?X�� ����� �����"���1�� � 6������ �����!��P �
"��
����� ��� � ���'������ 
��?��?� ��&���� "������ '�
��!���� � ����!�?� � �&�M
� �� "������� ��  �������� ��������� ��"��������� =���� &'�'� �& '!���� � ������

��!� ����
���� �����
�	�� +����
�� �	�
��� I$%&$�8JK1�

� ���� �
�  ��� �
�# ������� ��$ "��'���P 
 �� �� ��P ���������� ��� �!����� � �� M
"�� �� �� "��������  �� 
� V (u)�

�������� ���� ,�DWD- ��VV"
E[V (u)] = u/(1 − ρ). @��4<O

�������� ���� ,�DED- �� V"

Var[V (u)] = u2(1 − ρ)−2 − 2(1 − ρ)−1

∫ u

0
δ1(y) dy, @��4	O

���

δ1(u) = E[D(u)] = u+
∫ u

0
(u− x)

∞∑
n=1

ρnfn∗(x) dx. @��4�O

:���� fn∗(x) 8 n\���
�� ����
�� ���
��
	 ��
�
���� ��	 f(x) = (1−B(x))/β1, f
0∗(x) ≡

δ(x)5 ��� δ 8 δ\2��)	� ]	�����

x�
� �
� @��4<O 9���[� ��
� �� I 	�7� ;� Q	$$R��P ��
� �
� @��4	O 
"��
�� �� ���
��

 Q	<�R @ �&���[�# �[�&��#O � �������� 
�
���� � ������ ��� 
 Q	<$P �<3P �	�R  "���M
X�? ��[��� �
'9  � ��� ��==���1�����9 '��
��#P ������� '��
���
���?� E[Φ(x, u)j ]
�� %�T���
��� �� ����� 
� ��,���
 �	+����� �������
 
�
�	 ������� 0��K�:�
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� E[D(u)j ], j = 1, 2� o�� '��
��� �
��?� � &���� "�� ���� 
�������� '��
��# @��	�O �
@��	$OP "����' ��� �� 
�
���� � � ��� ��0 v(s, u)P � ������ ��� 
����;� � "��
�;� ����M
��
� ��"��
��� "'����� ��� �9 
�
���  �'!�� ��
� �
� @��	:O � @��	3O��� x�[��� 6��9
 � ��� '��
��# &��� "��'��� 
 ������9 "���&����
��# ��"�� �P ��� ������9 '���� �
�#�� �&����� "���&����
���� � �� �� ��P @��4�O � �� ���'����� �
�� ��  ���'?X�;� "��M
�&����
��� ��"�� �N δ1(s) = s−2[1 − λ(1 − β(s))/s]−1 @ ��P �"�����P =���'�' @��74O 
 Q�<3R
��� @i�	�O 
 Q�	�RO� ����;����  "� �&�� &�� 
�
��� ����� �����# ������

o�
�
������ =���'�� ��� �� "�� �� &��� 
�
���� �� ��
� �
 @��4	O � @��4�O Q	<$P	��P
�<	P �<3R  "���X�? �������9 ���"'��1�#�

�������� ���� ,�DED- �� V"

Var[V (u)] = 2(1 − ρ)−2

∫ u

0
(u− x)(1 −W (x)) dx, @��44O

���

W (x) = (1 − ρ)
∞∑
n=0

ρnFn∗(x), @��4�O

Fn∗(x) =
∫ x

0
F (n−1)∗(x− y) dF (y), F (x) = F 1∗(x) =

∫ x

0
f(y) dy = β−1

1

∫ x

0
(1 −B(y)) dy��.

@��4$O
:���� F 0∗(x) = 1(x) ��
� 2��)	� ^��	������

� @��4�O W (x) = limt→∞ P{U(t) ≤ x} , "�������� �� "�������� "��1�  � ��������#
��&���P ����  '��� � ������9 ��� 
 �9 ���?X�9 � 
  � ���� ���&�
��# 
 ���'X�# ������
o�� �� "��������  �
"�����  �  ��1������ �� "��������� 
����� �!����� 
  � ����
()*+)	,d2d/���

8
��1��� ���  "' �� ���'������ =���'�� ��� 
��� ���� �?&�;� ������  ��
� V (u)

�
���� 
 Q���P ��4R @	���O � Q�4�R @�<<<O  "���X�? �����!��� 
 ��� v(s, u)−1P ;�� v(s, u)
�#��� 
 ������� ��$� 8�� "��'���� ����;� "��� ��
���� @���3O@ ��  ��� �
�� ��3O � "���M
��
� "����P "�����!��# z�
� �#��� Q3	R &���� ���  ��? ��� �����

:�����	� ��D� %�� � ����P "�����'X�#  "� �& 
��� ���� ������
 Q�<3P y��:R ��  �9
"�� "��� ��
����  ��� ��������# ����� P "� �����' "�� 6��� "����
��� � ��"��������#

�� %���� ��������( ��� �i% v(s, u) ����� �
����� ������� 
� 0��� ������� 0���>::( ����
	������( ��	�C
	����� ��,��� ������ 
��������, �������
 � ����T�� 0��K: ��	�	��
	�� ������ ��� �	 ������ �	���	C
��������� ���	��, 0������	 0��K�::� \�, 
��������, Var[V (u)] ���� ���� 
	�� ����������D���
	��
����D�� v(s, u) �� s � +	��� ���	�� ��������� ���� � ��� s → 0� !�	�� W�� �i% ����� ����� ��C
�����D���
	�� �� s ����� ����� �	+	� �� W��� ������� ������	 0��K<: ���	 
�
���	 
 <>�> �� � ����T��
��	
�����( ������� ��
���
��,�� E[Φ(x, u)j ] � E[D(u)j ], j = 1, 2� y����� ������� ,
�,���, ;�<>=( �����	,
������� �	�V�����, � ��������,�

�� E��� F (x) ����� ����� �	+����� �	+
	���� '	������( ��	 �	+�
	���, ����	���� ������	D��� �	����C
�����, B(x) ��� W��D����� ��� ���������
	����  
����� 
������ �������
	��, ��� ��,��� 
�������

�+
�	T���,( � ���

�� �������� ��+����	��� 
��������, Var[V (u)] 
 ������� Yjkcj<N-./ ,
�,���, +�	�����	, ������	
����	���	Az�����	� !�	 	�� ��	D���	���� �	���������� 
������ ���	��, 
 ������� Yjkcj<CLtL/�
"+
����� ��������� ��,���
 �	+����� �������
 �� ��������,� $ ��������� � ����
��� ��+����	�	�( ���C

������ 	�	��+ ��D������ -./ ���
�� �	��� � ��
��� 
�
�� ������� ����	���	Az�����	 0��K�: 0W��
�� �	
����
� 
 ������	 �i% 	���, �������� 0��KX:( ��� �	��� ������ KX:� !������( ��� 0��K�: ,
�,���, �C
��� �+ ��	�������� �	���� ����� ���	���� ������ �������� '	������( �	��� �	��	
����� ������
	���
�	� �����, ����������� ������� 
�+����� 
 ��+����	�� 0�����
�	������: ����T���, ������� Yjkcj<N
LtL/ �	 ����	� 
� ��	���
 �����
	��� � �	+������� �������
	����� ���������	���
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�� �  ��'��'�' "��'���9 =���'�� � �� �� �� @ �� Q�<3P =���'�� @��77OROP

E[V(u)] = u/(1 − ρ) = δ1(u) + λ(1 − ρ)−1

∫ ∞

0
ϕ1(x, u)(1 − B(x)) dx,

;�� δ1(u) ���� � @��4�OP � ϕ1(x, u)
.= E[Φ(x, u)] = δ1(u) − δ1(u − x) "�� x < u � ϕ1(x, u) = δ1(u)

"�� x ≥ u� o��  "� �& �
�
��� ' "�[��' ���������� �
' ����
�����# "�������# �����M
�� ��3P � ���!� "��� ��� "����� 
�����
��� ��� ���
����;� `"������ �aP  
����;�
 ���#� "�� ��� 
���� =���'�� @��4<O� �  'X� ��P "��
����� 
�[� �����"���1�� @�� �M
�#  �'��# �����"���1�� @��	4O "� ��  ���� ' ��
�#O ������ ���� ��
�� � "� ��
���# 

 ����� Q7:P b� 7:�R @	�3�O 
�"�� � `"������ ���� ��a 
��� =���'�� @��4<O� � Q7:R ��� �&p� M
��� 6���' `"������ 'aP ������� ��!� ��  �����
��� ��� ��"��������� � �[��' &����
����' �&p� ��?�

:�����	� ��� � � =���'�� @����O ��!� �� ����  ��� ' ��
�� ������ "� (x1, . . . , xn)P "�M
�'��
 
 ���;� �������# ����; ������� �� Q	�:R� o�� ���� E[e−sV (u) |n] ���  � ���� ()*+)	,
-./� ���
���� ��[� =���'�' ��� @' ��
�;�O  ����;� 
����� "��&�
���

(a) E[V |(u, n)] ≡ E[V (u)|n] = δ1(u) + nβ−1
1

∫ ∞

0
ϕ1(x, u)(1 −B(x)) dx.

�� @��4�O � @��4�O 
�������P ���

(b) δ1(u) = (1 − ρ)−1

∫ u

0
W (x) dx.

%�;��  '����� =���'� �� �������� ���P ��
� �
� @BO  
���� � �

(c) E[V (u)|n] = u/(1 − ρ) + (n− ρ/(1 − ρ))ρ−1

∫ u

0
(1 −W (x)) dx.

���
���� ��"��� 6�
�
����'? =���' ��
� �
� @��4�OP ������� ��!�� ������� � "����M
�# ��� &���� ;�'&���;� ��'���� 
������ ��9 �����
P '"��
��?X�9  �'��#��� =�?�M
�'�1���� 
����� �!����� 
  � ���� ()*+)	,d2d/ "�� �������9  "�1�����9 ���  �9
�� "�������# B(x)  ��!���� 9
� ����

:�����	� ����� � 6�
�
�����# =���� ��
� �
� @��4�O ��!� "��� ��
��� ��� ��

W (x) = e−λ
∞∑
n=0

λnHn∗(x)/n!,

;�� H(x) = H1∗(x) = −(ln(1−ρ))−1
∑∞

n=1 ρ
nFn∗(x)/n . ��"'�� ������� 
����� 
��� �� ���

"���� �����  '��� 
 6��# =���'�� ��� H(x)P P�0 
  ��� �
�� ��4 � �� ���� 
 "��
�# �� ��
��
� �
�P "��
����;� 
 Q��$P b� 	34R ��!�' =���'��# @4�7O �  ��� �
��� 4���

����!��� @��44O 
"��
�� "��
����� ' ���
��� ��� �
�9  
�# �
  � ���� ()*+)	,
-./ Q	��P �<	P �<3R� >�� � ������� ������ ���;�� �� �9� r���'�� @��4�O  �
"�����  �&M
����� "���&����
���� ��0 �� "�������� 
����� �!����� 
  � ���� ()*+)	,d2d/P

�"����� 
"��
�� k��[�� @ZJGJ�KO Q��R� ��!� "������'��P ��� ;��������� ��� 
� �
��
��6==�1���� 
 @��4�O ��
�  ��1������ 
������ ���  � ���� ()()	,d2d/P �������

�� F� �� ��
���	��( ��� �	��� �����	
����� 
 
�� �������� �	���������, ��	����	  ���V� �+
������
���� W (x) ,
�,���, ��
��( ��( �� ��	���� ����( ��� ��������� 
 ������ ��������
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�  �
"���?�  
������ ����  � ����#  � ���� ()*+)	,d2d/ @�  �
"���?�  
�����M
� ����  � ����#  � ���� ()*+)	,-./ 
  ��'  ��� �
�� ���O� ��"���� ���� �&p� ���
6��;� "�� ��;�P � '��
������;� ���'������P "���"������ c��#����� Q	<3P y$�:R � c'"�M
��� Q��P b��	�RP ������� � &��' "�[���� ����� 6�� �&p� �� ���&9' Q	��P y	�:R "� ��� �
��
����"����1�� =���'�� @��4�O 
 ������9 �� ����9 "��1�  �
P � ����� c'"�� � �� Q$	R
' "�[� �&p� ��� 6�' =���'�'  "���X�? ���'������
 ������  � ���� ()*+)	,�2d/V.�
0��
��� �&��9  � ��� d2d/ � -./ "��
����� ���� 
 Q�<3P I��� 37R �X� ��' ��"�������'?
����"����1�? =���'�� @��4�O� c�?��
�� ���� ��� �  � ���� 
  �
"����� �� "�������#
"��1�  �
 ��������# ��&��� 
  � ���� ()*+)	 I �� 1�"����� d2d/P �2d/V. � -./���

r���'�� @��4	O "��
����� ' ���
��� �X� ��� �
��  
�# �
�  � ���� ()*+)	,-./� o��
 
�# �
� 
� 9���� � Q	��R @	�3	O�

�������� ���� ,�DF�-� 7��	 β2 <∞5 
� 2��� ����� V (u) ������ 	���
 ��C22	)	�
 ���	�.
)		 ���_� �� 3��	� �(�����5 C
� ���
���� ���� �����
��	
��� ������ �	��C�����)	.
����� ����������	����

��
�� ���������� �
� ������� ��$ ��� q�  &��;���� @/ILBKKWJFAJFO Q	$:R @	�3�O� �;� ����M
������ �
� ����� "��1�"����� �
�# 9������� � ��  �
��[�� ������ �� ���������� �


 Q	��P �<	R� ���
�� ���'������ q�  &��;��� @
 �� �� ��P 
�
�� =���'�� @����O 
 ��';��

���O "��'���  "���X�? ������  � ���� ()*+)	 
 �� ������ 
����� "�� �&���[�#
����=���1��  �������# FHTGUVFHWDG �� 1�"���N 
�
� "� �'"�?X�� ���&�
��� ����M
��� "��'����  
�# �
�� 
����� �& �'!�
��� � ������ "� �� 6��;�  ���
�� � 
 ���1
�������P � �� � ������� � �& �'!�
��� �� ��
����# �
�� 
����� �& �'!�
��� @��M
��� ����=���1��  � ���� ()*+)	VSS  �� ������ 
������ "�����!�� 
 Q$�RO� %��  ����
'���� � �&�#�� � �
'? ��'�� ��P  
���'?  ���P ��� "������P 
 ������� ���
��[���
���&�
��� �!���?�  
��9  ���'?X�9 �
���
 �& �'!�
��� 
 ���  ��� ��# ������ SSP �
 �9����� � 
 "� ���'?X�9 ��'��9 @1����9O �!����� �
���
� ���� 6�� �& ������� �
�
�&p� ��� "����� 
 �9 �'����9 "�"���� "��'���� ����� �������� ��� ��[��� ���
�� "�������� 
����� "��&�
��� 
  � ���� ()*+)	VSS  �"����
�� 
������ @ �� Q�<3P

�� *���� ����( 
 �� 
���, �	� 	�	���������� ������� ,
�,���, ������� �, ������� Yjkcj<( ��� 	��
�������� 
 ����� ��T� ����	D�, ( 
 �	�������( ��� ������������ 
 �,T�� ������� '	������( �+
���C
�� ;<b( <)K( <<X( <<>=( ��� 
���,������	, ��������	 ��	D���	����� 
������ ���	��, 
 ������� kcjkcj<N
{tL/A. �������� �	�	, �� �	� 0��K�:� $���
�� ��W���D����� 
 0��K�: 
�� �T� ��������������( �� � �����
�	�	������( ������� �� ����� ���� 
������� 
 ,
��� 
�� 
 ��T�� ����	�� *���� ����( �	����������

������ ���	��, 
����	�� 
 ���, ����� w
�� �,T� ��������� 
����x 
����� ���	����� ���� &�	C
�������� �������� � ��	�	� ������������ ���� 	���������� �, ������� kcjkcj<N-./ ��������
	���,
	��������������� ������	�� �, ������� Yjkcj<N-./( �������( 
 �
�� ������( 
�
�,��, 
 l��X � ��<�
�+ �	V� ����� ��+����	��
� %����
�� K�� ,
�,���, �������� ��������� %�	��� ;>�( K>= � �������T��
��������� ��,���
 � w����+
��� x ������������ w�������� ������
 ������ +	��������� ��� ����C
��������� ������� -./ ��,
����� ��	��	�, W���� �����
�� 0���( �	������( ��	��� ;�)= 0����: � ������

 ���:� S��� ��+����	� ������ �������
	���, ��	��� ;>�= 0<>>�:(  ��, |��V����� ���
�� ��	+	� ��� �,
������� Yjkcj<N-./ 
 ;��= 0<>><: � ��+��� �	�������	��� ��� �	 ������� kcjkcj<N-./ 8PQ3 0<>>�:�

�� *�W���D���� 
	��	D�� ���
� Q( cv( ���� ����V����
�

Var[·] � ������� E[·]� !�  	�	�����+��� �+�����C

���� ���� Q(x)� E��� Q(x)( �i% ������� ��
���
��,�� −q′(s) < (>)[1 − q(s)]/[sq(s)]( ∀s > 0 �	+�
	���,
����0�����:W�������D�	������ |	��	 �	���������� ��� a > 1 0��� ������ K>:( ����������
	����( �	
C
��������( ��������� ����	����� ,
�,���, ����W�������D�	������� F���� ���	+	�� �+ �
����
	 ������
������������ �i% ;)b( tR�<K=( ��� cv < (>)1 �, ����0�����:W�������D�	���� �	����������� !�	�� W��
�� ,
�,���, ���	������ ����
���� F���� �	��� ����� 	�������� �������
��� ���� Q(x) �����	
��� 


�� Q(x) = 1− e−

� x
0 µ(y)dy( �� μ(x) = dQ(x)/[1−Q(x)] �	+�
	���, ����D��� �������
����� ���	+�
� z���C

V� �+
������ ��
������� ;<�<( g�<)A<>= �
,+�
�� μ(x) � cvU ���	 μ(x) 
�+�	��	�� 0���
	��:( �� cv < (>)1�
F���� ���	+	�� � ����T�� 	��������
( ������+��T� �
����
� 
���������( ��� ����� �	D���	����� �	�C
���������( �����	 �������� N ����
�������� ����	( ,
�,���, �����W�������D�	������ $ �	�������( W���
��	�� 
����	�� ����� 
������� ������	D�� W�������D�	���� �	�����������
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M+M QRSK' QRSK'E

y	�$R ��� Q�	7P ������!��� ��	RO� � ���� �
� �� �����# ����1� 
����� � "����'�� � "�M
 ����# ������ �
��� �& �'!�
���� �'�  ��
 ��# 
9���X�# "���� �""��� ����'�� �
"������ k��'���P B(x) �""��� ����'�� � "����
����� ���=������ ��� �� "���������  
��� !� 
����h�� �� ������� ���� �� � �
�9 ���'������
 Q	$:R �
���� � "����
���X��
='�1�� ��� �� �����;� �� "�������� 
����� "��&�
��� @' ��
�;� "� ���� ���&�
�M
��O 
 ����=�1���
��#  � ���� SS� %��!� q�  &��;���� �������P ��� "� ����
�����M
� ��  ��1�����9 �������� ��# "��&�
��� 
 ����=�1���
��#  � ���� SS  9���� � "�
�� "�������? �  ��
� V (u) 
  � ���� ()*+)	,-./P ��;�� ������ �
���  ������ � � '�?�
��� 6��;� "������ @
 ������9 ��0O �"�������� � =���'��#P �����'? ��!� ���'1���
���
� @����O� ������ &��� ���!� ��� 
 Q	�3R �������� ��"��������� �&� �
��� � �����'
������ q�  &��;��� � �;� 
�!�� �� ��!�����

:�����	� ����� r������ ��P ��  �9 "�� 
����!� ��������� ������ �
� ����9 ������M
�� ��9 ������ ��� ����;� �9�!���� �� "�������� 
����� "��&�
��� 
 ������ ()*)	,
-./N "����# ����� �����"���1�� � 6������ �����!�� Q	<�P 	��P �<	R @ �� y��4O � � "����#
����� �""��� ���1�� ����=�1���
��#  � ���� SS 
 �� ������ 
����� Q$�P	$:RP �& '!M
��
[�# � 
�[�� 5�!� �
� "� ���'?X�9  ����# "� ����� ��[���� ������# -./ @��� �9

������
O 6� "�'����'?� ��� �� 6��9 ������
 @��� �9 ���&��1�?O� ��  'X� �
�� � �M

�� �  ���
�� �
'?X�9 ���'������9 @�"� ��� �
�� ��� 
  �����# =����O� x����� 6��
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 ��������9 ��	4 � ��	�� c
 �!����?P "���� �?&�� �&�&X��� � "��
�����P ��� "��
���P "��'���� ����� ��[��� "�
�� "��������� 
����� "��&�
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 �&�&X��9 ������9 � ����� ;�'&���� '��
�P ����M
��#  ���������  ;�'&��# �  ����
��� "��
�������# ������ ()*+)	,-./� k��' "�[��
"�"���� �� "�� ������ ������' ��$ �  �'��#  � ���� ()*+)	,-./  ;�'""�
��� "� �'"M
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 ���� �
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���� ��"��9� �������'�� "� ��������  ���M
������� "��1�  ��� �&���� "� ����������� �&�&X����� 8�';���  ��
���P "��� ��
M
���� �P ��� ��� "��
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��?� �
��������� ���  ���������� ��# ����� ����� ��V�� �� '� �
��  �& �
��9 �
�9 ���#���

:�����	� ���B� 0����� ���� Q	�	R @	�3�O � ���[����� Q:�R @	��	O  ����!�� �&�&X���
�"��1�"�����;� 9��������N "��'���� E[e−sV (u) zL] � E[e−sV (u |(n;x1, . . . , xn)] ��� ��# !�
 ���#  � ���� -./ �  � ���� -./  ;�'""�
��� "� �'"������P  ���
�� �
��� ��� �����M
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��� "���&�� �[�� ='�M
1����� �� 
��
�X�9 � "��1�  �
P � ��  ��;�� 
��� ���� ��� �9 ������ ���������� ���
�!������ � ���;� ;��
�� ���'������� Q	:R ������� � ��[� ��
� �
� @IO �� �������� ��	<�
%�� � ����P r� ��� , ��� �� "��
�9P ��� "������ "����� 
��
�X�9 � "��1�  �
 @�
"�
��9� ��� '��
�O ��� ������  � ���� ()()	,-./ 
  ����� Q73R @	�:4O� ��
��' @IO ��
�������� ��	< 
 �� ���  �'��� B(x) ��"� ( "� 
�X� y7 6��#  ������ � ��� !� y7 r� ���
'����� � `
�!'? ���[�'? "��&���'aN �&�&X��� �  �'��# "����
����;� �� "��������
B(x) @��"� *+OP  ������ "����� 
 Q	:R� ��"����P ��� @ O �
���� � 6���������  ��� �
���
������� ����

�� �� k��; Q�$R @	��<O ��� �X� ��� ���������� �
� ������� ��$� � �"���� � � ���M
����� �&�&X���  � ���� ()()	,d2d/  ���� �� 
������
 &��'����
 ��# �&����#  
�M
��� ��������� ���������� � Q�$R @� Q	�3RP ��"���?X�# ��&��' 
� �� k��;�O  ����!�� �

 Q�	�P b�		4V		� R� � "�����
��# ����� ������ 
� 9���� � �����' q�  &��;��� Q	$:RP � M
�'  �
�� ����=�1���
���'  "���X�? �������9 ��
���� ;��������9 �� ��'�1�# ��
������ �������#  �&����#  
���? �  ���&����
���'  �[��� ��?��
��� ���'���������
5�!� '"���'�� ��;' Q$3RP  ����!�X'? �  ����
��� �������#  �&����#  
���?�

5���� �����"���1�� � 6������ �����!��P �"� ��# 
 y��4P &�� ���!� "����� ���
������  � ���� ()()	,-./  ����!�� "��&���� Q	47R �  � ���� ()()	,-./ 
  �'��#M
�#  ����P '"��
�����# "��1�  �� �
�����!���� � ;�&��� Q	4:R� %���� �&�����P ' ��!���

������  � ���� ()()	,-./ &��� ��'��� 
 �����9 ������P 

����;� 
 Q	<�P 	��P �<	R�
�����P 
  ���
�� �
��  ��������� ��3P ������' ��$ � '���� � �� "�� ������ � 6��  �'���
"�� "����
����� �� "�������� B(x)�

8����#[�� ���
���� �[�;� ������ "��
����� 
"��
�� �  ����
��� � ��1������ "��M
1�  � 
  � ���� ()*+)	,-./ � �#�� �9 ��������� �� "�������� 
 ������9 ��;�M
����9 "���&����
��# Q�<3P �	�P ��	RP Q�4�P ��$R� o�� ���'������ ��  �9 "�� � ��?� �P "�V

������'P ��� ��!�����  "���X�? ��';�9 ������
P '"���'��9 
�[��

��V� ]����	
���� � ����
��

x�[���P "��� ��
���� �������# ��$P  ����!�� ���'��� ���;���� k���
���� o�� ��M
��'���� � "�����
��� ���'������ @����O 
 "������� ��9 "����!���9� k���� "�� ��# ��M
�'��# ���;��� δ1(s) ���!�  ����!�� � 
 
���!��� ��� Var[V (u)]P � ��� �;� &��� ����M
���� �� "��'��� �&����� "���&����
���� � "����
��  �'���P 
��� ���� Var[V (u)] @��4	O
��;�� &� ��  �����
��� � 
 ���� �
� "������� 0���'?X�� '�
��!���� ���� '��&�# 
��
@����O &�� ���'��9 ���;����
�

�� %�� �	��� ;��)( g� XA>= 0�� ���	 ��d,����	 ���� ������V��� ����T���, 
 ;<�<=: ������������ �������������
����
���
�� ��
������, ��� +	����
�
	����  	�	���� ��+����	��
 !��	� y����
	,( ��� !�� +	����
�
	�
���( ���� � ����
��� ��	
����, �+ ;<��( <�b( <>>( ��<=( 
�������� ��� 
 	
���� ����� �+ �	������ +�	��C
������ ���
������ 
 ������ ������� � �	+������� ���D�����	 ���� ������ ���( ������� �������
����
������
	���, 
 �������� +	�	�� ������	D�, �� ������ ������� 0���( �	������( ������ ��:( �������,
�	 ���
���� �	����
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�������� ���� ,�DDD- `��	����
�� 2����� ,���D- ,(�� ��
���� 	
������� a����	.
��- �����
��

1
v(s, u)

=
∞∑
n=0

sn

n!
ξn(u), @��47O

���
ξ0(u) = 1, ξn(u) =

n

(1 − ρ)n
un−1 ∗W (n−1)∗(u), n = 1, 2, . . . . @��4:O

:���� W (n−1)∗(u) ��
� (n− 1)\���
�� ����
�� �
�)	������ ����������	� �����	 ��	.
��	� W (u) ,��� ,��B!- � ������� �	�
��� I$%&$�\0;01 ,W 0∗(u) = 1(u)5 W 1∗(u) = W (u)-5
�*+ 2���W (u) ���
�� ����_� 	����
�� 2������� ���������\^	�	�

w(q) =
1 − ρ

1 − ρf(q)
, @��43O

��� f(q) = (1 − β(q))/(qβ1) ��
� �*+ 2���F (x) �� x ,������
 q-5 ������� � ,��BV- ,���
.
��
� F (x) �(������
�� ����� f(x)5 ��� �����
�	� ��V-�

��������������� ����"�[�� @����O 
 
���P �"����?X�� Q	$:P gL� 4��R @ �� ���!� @$�$O

 Q�<7ROP � ����

v(s, u) =
(1 − ρ)δ(s, u)

1 − ρδ(s, u)
[∫ u

0
dF (x)
δ(s,u−x) + (1 − F (u))

] , Re s ≥ 0. @��4�O

>�� � F (x) 

���� 
 @��4$O� �"����P ��� E
[
e−sF

]
= (1−β(s))/(sβ1)� 8�� �� ��!��� �[�#

1��� "������ �� "� u �� 1/δ(s, u) u @��;'��� qOP ������� �9���� � �� @���:O ��� ψ̃(s, q −
s − λ)P s ≥ 0P q > s + λ − λπ(s) @ �� ���!�  ������#  �����# � ��3 
 Q�<7RO� %�"��� "� ��
"�� ��9 "���&����
��# "��'����  ���'?X�� �����!��� 
  ��"��# ��� �� �� ='�1��
1/v(s, u), s ≥ 0, u ≥ 0∫ ∞

0
e−qu

1
v(s, u)

du =
1
q

[
1 +

1
1 − ρ

s

q

1
1 − 1

1−ρ
s
qw(q)

]

=
1
q

[
1 +

∞∑
n=1

(
1

1 − ρ

s

q

)n
w(q)n−1

]
@���<O

;�� w(q) DK AD_JG Wm @��43O� �������P ���
∣∣∣ sw(q)
(1−ρ)q

∣∣∣ < 1 ��;�� q > s + λ − λπ(s), ρ < 1� ��;��

"��'���� �&����� "���&����
��� @"� ��;'���' qO ��!��;� ����  ��"��;� ���� "� s 

@���<O� x��'����� ���� � @��4:OP ��� "��
���� � @��47OP "��
�� �� �� ������;� � ��  ��"��#
��� "� s  ��6==�1������ ξn(u)/n!� ��

���� ����;� "��9��� 
� 9���� � z�
� �#�' Q3	P 2LBbEJF $R� o��� ���'����� "��'�� 
 Q���P
��4R @	���O � ���!� 
 Q�44P �4�R @�<<<O� ����� ��"��
�# "'�� ���������� �
� 
 Q�44P �4�R
�
���� � ��';�# =����# ��
� �
� @����O 
 ������� ��$P "�
�����# 
 Q	�	R 
 ��';�9 ������9P
� ����P ��
� �
� @$�7O "�� z = 1 
 Q�<7R~ ����� ��;�P �[� ���������� �
� � � "����'��
�=����1�� � Var[V (u)]� � ��# �
������ ��P 
�� Var[V (u)] @ �� @��44O 
  ��� �
�� ��7O �
����
� ��;���' � 
����!� �� ����;� �����!��� 
 ����

:�����	� ���!� r���'�� ��� W n∗(x) 
 @��4:O ����� &��� "��� ��
��� 
  ���'?X�� 
���

W n∗(x) = (1 − ρ)n
∞∑
k=0

(
k + n− 1
n− 1

)
ρkF k∗(x).

o�� ������ �P � "�����'P "� ��� �
�� �&��X��� w(q)nP ;�� w(q) ���� � ��
� �
�� @��43O�
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:�����	� ���V� 5�  �
� �������P ��� "�&���� ���'������� ������ �
���� � =���'��
���������Vz���� @��4�O ��� =���W (x)P ��0 ������# ���� � @��43O� ����� �����  � ����
-./ ���� ��';'? 
�����' @ ���
�� �
'?X'? � 
����� ��# ����O W ◦(x) = W (x)/(1 − ρ)�
��� ��0W ◦(x) 9���[� ��
� ��N w◦(q) =

∑∞
n=0 ρ

nfn(q)� � ������� ��W (x)PW ◦(x) ��������
�"������� ��� 
 �9 ρ > 0 � x > 0� 5�!� "�������P ��� W ◦(x) < ∞ ��� 
 �9 ρ > 0P x > 0 �
��� �?&�# B(·) @� ����� � ��P ��� "�� ρ ≥ 1P W ◦(x) → ∞ BK x→ ∞O�

�������� ���� ,�DDD- 7��	 vn(u) = E[V (u)n], n = 1, 2, . . .5 
� ��������	�� �����'9�� ��.
����	��� 2������b

vn(u) =
n∑
i=1

(
n

i

)
vn−i(u)ξi(u)(−1)i+1 @���	O

��������������� �� �����' v(s, u) � �� �������� ��� ='�1�� "� s @
 �� �� ��P &���
s = 0OP ��!� � "�����
��� �����!��� 
 ��� %�#���� fJ IBG TKJ ELJ gBDCHF KJFDJK JlbBGKDHG H�
v(s, u) "�� ����9 s > 0

v(s, u) = 1 − s

1!
v1(u) +

s2

2!
v2(u) − s3

3!
v3(u) + . . . @����O

�����
����� ����
 @����O � @��47O ����

− s

1!
[v1(u) − ξ1(u)] +

s2

2!
[v2(u) − 2v1(u)ξ1(u) + ξ2(u)]

− s3

3!
[v3(u) − 3v2(u)ξ1(u) − 3v1(u)ξ2(u) − ξ3(u)] + . . . = 0

� 6�� "��
���� � @���	O "� �� nV�����;� ��==���1���
��� "� s � "���9��� � "�����' "��
s→ 0� ��

r���'�� @��4:O "�����
���P ��� ELBE ξ1(u) = E[V (u)] 
 @��4<O� ��;�� "��
�����P ��� 
���M
!��� �HF "��
�9 �
'9 ������
 V (u)  �
"���?�  @��4<O � @��44O�

r���'�� @���	O 
  ��� �
�� ��� 
�
���� 
 Q���P��4R � Q�44P�4�R� ��,
������'P �[ 
�
��
@���	O �������

:�����	� ���W� 0��� �
�� ��� 
�!� ��� "����!��#P ��� ��� �� "��
���� � ��[��?
"��&���� ������
�

��W� ����
���� ���
�� �����	�

��!� �� �& '��� �
� �� ��9  �'��� �� "�������� 
����� "��&�
���P ��;�� B(x)
 "�1�=�1���
��� � �� �� ��P  ��1�����'�� 
����� �  �'���9 6� "��1�����;� �
����������
��;� �� "�������# B(x)�

����� 	� 0����� ��  ������ "�� ��#[�#  �'��# 6��;� ��"�P ��;�� B(x) = 1−e−μx� %�;��
��0 =���B(x) ����� 
�� β(s) = μ/(s+ μ) � β1 = 1/μ� c���� ��;�P �� ��!�� ���!� ����M
����
��� ��� �
��#  �'��#P ��;��  � ���� ()()	 '"��
���� � �� 1�"���#  �  �'��#��
"������� �& �'!�
��� @S�O� ������  ��� �
��� ������� ��$ �
���� �

�������� ��	!� ]�� �	�
��� I$I$�8JK1 ��	 ρ < 1 ��������	�� �����'9�� ������	�
��� �*+ ,��������- ����������	� �����	 ���(���	�

v(s, u) =
(1 − ρ)(1 − ρr2) exp(−u(s+ λ− λr))

(1 − ρr)2 − ρ(1 − r)2 exp(−μu(1 − ρr2)/r)
, Re s > 0, @���4O

��� r = π(s) ��
� ��_�	� �����	� ,��!-5 � ��
���� β(s) = μ/(s + μ)�
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��������������� 0�� Q�<3P I�:4M:$RP Q��<R ��� ������#� � �
�� 6��"�N ='�1�������
'��
��� @���O  
���� � � �
�������' '��
��?P �������' '��
���
����� r~ '��
��� @��	$O
'"��X��� �P "��
���� 
 ���;� "���&����
��� ��
� �
� @����O � 
��'

v(s, u) =
(1 − ρ) e−u(s+λ)

ψ(s, u) + 1
μ
∂ψ(s,u)
∂u

;

=���'�� @���:O  
���� � �

ψ̃(s, q) =
q + s+ μ

(q − q1)(q − q2)
,

;�� q1 = −λrP q2 = −μ/r � �� �
� "�� ��9 "��? � ='�1�� ψ̃(s, q)�
� ���� � 
�"����� �&��X��� "� ����# =���'�� "� ���"��� ��' ��;'���' q  "���M

X�? ���  ��� ��# ������� c�[� � 
�����9� ����
��������  ���'�� 
��� ���� �
� 
�����
='�1�� f(s, q) = ψ̃(s, q) equ @��� ������ qOP ������� �� "���!�� 
 q1 = −λr � q2 = −μ/r
���"��� �# qV"�� �� ��� � ���;�P 6�� "��
���� � '�
��!���? @���4O "� �� �������9 
�M
������� ��

r���'�� @���4O 
"��
�� "��'��� 
 Q��R @	�:<O @ �� ���!� Q	<�P 2L� �RO� 5���� ����������M
 �
� 
 Q��R � �
� � � "�����
��� "��1�  �
 ��!���� � ;�&��� ��� �"� ��� "��1�  �
�& �'!�
���~ ��9��� �� � ��
���� ;�������� @"��9���� �P �"�����P ��[��� ��==���M
1������ '��
���  �� ���� "����
����� "��
�;� "������O � �"��;��� ��� ������
&���� �&X�9  �'���
� ��������� "�� ��� 
������ ����;� "��9��� �"� �� ���!� 
 ���
M
�9 ��;�9 � �'  �� Q	$P 2L� 4P y�RP 8!�;����� Q3�R � x��� �� Q	$<P bb� 7�V7$R @� �� �
��P
������ ���  �'��� ()()	,-./O� �������P ��� @���4O ��!� ���!� 
�
� �� �� &���� �&X�9
���'������
  ����� Q	�:P gL� 	P b� �:R "� �� 
�"����� "�������;� "���9���P ����!�?X�;�
' �������� � '�? ������� �
���� ��� 6��� "��9���� � ��[��� ������ �
� �&���
��9
��==���1�����9 '��
���� ����� 6�� ��9��� � "���� �� � �  � ���' ()*+)	,-./�

:�����	� ���E� 0�;'"�� � 8!�;���� Q	7	R �[�� ���������
�� 
���!��� ��� ��0
�� "�������� 
����� "��&�
���P ' ��
��' ������ "� �� �' ���&�
��#P ������� 
�����
"�� "� �'"���� �
�;� ���&�
����

r���'�� @��44O ��� �� "�� �� 
����� "��&�
��� V (u)  
���� � � 
��'

Var[V (u)] =
2ρu

μ(1 − ρ)3
− 2ρ
μ2(1 − ρ)4

[
1 − e−μu(1−ρ)

]
. @����O

� "����'� @���4OP ��!� "��'���� ���;������ "��� ��
���� "���&����
��� v(s) @ ��
@���OO � ����� 
�"����� �&��X��� 6��# =���'��� %���� �&��X��� &��� 
"��
��  �����
5���� ��� Q	��R @	�3$O ���  �'��� μ = 1 @ �� ���!� Q�<3P y��7P bb� :$V:3R @	�3�OO� �&��X���

�"����� � "� ��� �
�� ��=������
��� ���'�� ���;����
��� 
 ���"��� �# "�� �� ��
��� �� 9
� �� =���

P(V > x) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

esx

s
[1 − v(s)]ds


 ���'� 
���'; ������� ��!�' �
'�� ������� 
��
����� o�� "��
���� � ��� �
���'
���;������' "��� ��
���? ��� P(V > x)P � ����P

P(V > x) =
2

1 − ρ

∫ π

0

e−γ[2
√
ρ−(1+ρ) cos γ]/[(1−ρ) sin γ]−μx(1−ρ)2/(1+ρ−2

√
ρ cos γ)

1 + e−π[2
√
ρ−(1+ρ) cos γ]/[(1−ρ) sinγ]

sin γ dγ. @���$O
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�������P ��� 
���!��� @���$O "���=���'����
�� ��� � ��� �&X�;�  �'���P ��;�� β1 = 1/μP
� � μ = 1�

����� �"���#���$ � ����� ��� %��$���� ������ ���'����� "���&�# @���$O "��'��
r����� Q77R ���  � ���� ()()	  �� 1�"���# �& �'!�
��� 
  �'��#�� "������ @S�N
SBGUHj �FUJFO� ��� �� 1�"��� S�P ���&�
��� �& �'!�
�?� � 
  �'��#�� "������N 
 �M
��# ���P ��;�� "��&��  ���
�� �  
�&����P  ���'?X�� ���&�
��� 
�&����� �  �'��#��
�&����� @��
�
������O �� "�� '� �
'?X�9 
 ������� ���&�
��#� �' �� WRO � ��  ��1��M
���� 
���� �!����� 
  � ���� ()()	,S�� %�;��

P(WRO > x) =
2(1 − ρ)

ρ

∫ π

0

e[2φ(θ)−θ] cot θ

eπ cot θ + 1
e−[1−2ρ−1/2 cos θ+ρ−1]λx(
1 − 2ρ−1/2 cos θ + ρ−1

)2 sin θdθ, @���7O

;��

φ(θ) = arctan
sin θ

cos θ − ρ1/2
, 0 ≤ φ(θ) ≤ π. @���:O

� Q77R 
���� ��������
�� ���P ��� ���&�
��� "� �'"�?�  ������# ��� �
� ��?P �
��� � 6�� "���=���'����
�� ��� �&X�;�  �'����

r���'�� @���$O � @���7O 6�
�
����� 
  ���'?X��  �� ��

ρP(VEPS > x) = P(WRO > x) = ρP(WRO > x|WRO > 0). @���3O

0����[��� 6�
�
����� �� @���3O ' ���
���  "���X�? �������9 ������
 
 ����
��&�� @ ��P �"�����P Q�:P�<3P�	3RO� >�� � �� ������� �
�  "� �&� ���������� �
� 8���������M
 �
� �"����� � � ��� =���P ��� 
���� "��&�
��� 
  � ���� *+)()	,-./ ��
� "� �� "��M
�����? 
����� �!����� ���&�
���P "� �'"�?X�;� 
 � "' �'?  � ���' S�� o�� 
�!��
'�
��!����  ����� c�6�� Q�:RP ������#P  ����'� �� ���'������
 x��� 
��� Q	�$RP "������P
��� "���&����
��� �� "�������� �����!�� '��
���
����� 
 �&��9  �'���9 ����' � ���' !�
��==���1������' '��
��? @ ��� �
��� ��[����O� 0�� ��� ������# Q�<3P gL� ��3R�
o�� "��
���� � @���3O� 8�';���  ��
���P 
���� "��&�
��� VEPS �� �  
����  ' ��
��

������ �!����� WRO|WRO > 0 
  � ���� *+)()	 vTJTJ ����� "�� �'? �'����"������
M
'? �� ���'P � ����P

P(VEPS > x) =
1

η
P(WRO > x), x ≥ 0,

;�� η = P(WRO > 0)� �������P ��� η  �
"�����  
������ ��? P(L > 0)P ;�� L � �� �� �� ���M
&�
��# 
  � ���� *+)()	 
 ������ "� �'"���#P � η  
���� � � ρ 
  �'��� "'�   ��
 ��;�

9��� Q	�$P �:P �<3R�

�"�[�� ��"���  '�� 
����;�  "� �&�� ����!��� @���3O 
������� "� �� "���=���'����
��
@���$O � 
��' @���7O 
 �'9� "���&����
��#P �"����?X�9 "���&����
��� �� Q	��R ��� Q�<3P
bb� :$V::R� ���&� 6��  ������P ��!� � "�����
��� �������� "�� ��� =���� �� ���"��� �;�
������ � ���;��������� c����P ��!�  �����
��� �� @���7O � "���"� ��� 6�' =���'�' �

��' @���$O�

k���� ;�'&����  
��� ��!�' ���������� "��1�  ��� �  �'��#�� "������� �& �'!�
���
�&�?���� � 
 Q�<	P SJjBF^ �R�

�� ������ �� ��
� ��P ���;������ =���'�� �"���&�� @���$O ��� @���7O  'X� �
'?�
������ ���  � ���� ()()	 "�� �� 1�"���9 -./ � S�� c����P 6�� ����� ���;������

���!��� ��� P(V > x)  ��[���  ��!� ��� "����9 "����!��#� o�� 9���[�# "�����P
��;�� ��&9����� �������� �""��� ���1�� @ �� ���1 y��	<O�
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����� �� x�  ������ ��"��� 
����# �� ��#  �'��#P ��;�� ���� ���&�
��# ���?� ��M
��������
��� @
���!����O �� "��������

B(x) =
{

0, 0 ≤ x < u,
1, x ≥ u.

0����
������P ��0 6��# =��� ����� 
�� β(s) = e−su  �������� βi = ui, i = 1, 2, . . .� >�M
;�'��� ��
� ρ = λu < 1� � 6��� �� ���  �'��� =��� ' ��
�;� � &��' ��
�;� 
�����
"��&�
���  �
"���?�P ����� ��!� � "�����
��� V = V (u) ��� �&�������  ��1�����;�

����� "��&�
��� 
 6��#  � ���� ()n)	,-./� \ �P ��� v(s, u) = v(s)� 0"��
����
�

�������� ��		� c [	�
��� I$d$�8JK1 ��	 ρ = λu < 1 �*+ ����������	� �����	 ���.
(���	� 	���
 ���� �	�

v(s) = v(s, u) =
(1 − ρ)(s + λ)2e−u(s+λ)

s2 + λ[s+ (s+ λ)(1 − ρ)]e−u(s+λ)
, Re s > 0. @����O

��������������� 0�� Q�<3P I�:4RP Q��<R ��� ������#� � ���������� �
� '��&� � "�����
���
'��
��� @���3O @ ��  ��
� �
�� @��44O �� Q�<3RO� � �[��  �'��� '"���'��� '��
���
 
���� � � 
��'

v(s) = v(s, u) =
(1 − ρ)δ(s, u)

1 − λδ(s, u)
∫ u
0

dx
δ(s,u−x)

, @��$<O

;��

δ(s, t) =
s+ λ

λ+ set(s+λ)
, t ≤ u. @��$	O

���&� "��'���� @��$	OP ��;�� � "�����
��� '��
��� @���<OP �������' '��
���
����� ���
� �M
�� ='�1�� δ(s, u) @ ��  '��
���� @����O 
 Q�<3ROP ��� �9����� �&����� "���&����
���
='�1�� ψ̃(s, q)P ������� ���� � @���:O� � �[��  �'��� '��
��� @���<O  
���� � � 
��'

∂δ(s, t)
∂t

+ (s + λ)δ(s, t) − λδ(s, t)2 = 0 @��$�O

 ��"��������� ' ��
��� δ(s, 0) = 1� o�� '��
��� k��'���� ��  
���� � � ���#��'
'��
��? "� �� ������ ��!��;� ���� � δ(s, t)2 � ����� "������# 1/δ(s, t) = u� x�M
[��� '��
��� @��$�O ���� � @��$	O� ��� ���
�� @��$	O 
 @��$<O "��
���� � �����������'
'�
��!���? @����O� ��

x�[��� ��� v(s) @ ��  ��� �
�� ��		O &��� ���!� "��'��� 
 Q	�	R @	�3�O � Q�$R @	��<O  
"���X�? &���� ;��������# @�����N ��
���� � �'  �
��#O � ���� '��&�# ��;'����1���
��"����P ��� &���� �&X�# ���'����� ���  � ���� ()*+)	,-./ @������� ��$O &�� ��
� �� �
���' 
�����P ��;��  ����� Q	�	R @	�3�O &��� �"'&����
��P  ��P �"�����P Q	<�R @	�:3O ��� Q	��R
@	�3	O� ��[� ������  'X� �� �������9 �[�9 
������� ��1�  ����� ���9 ;���
 &���
�"� ���

:�����	� ���F� ����!��� ��� �� "�� �� 
����� "��&�
��� V (u) = V @ �� @��4	O ���
@��44OO  
���� � � 
��' Q�<3P @��:<O � b� 3�RP Q�	�P b� 		$R

Var[V (u)] =
u2

(1 − ρ)2
− 2u2(eρ − 1 − ρ)

ρ2(1 − ρ)
.

����
�P  ����'� �� �[�9 &���� ���9 ���'������
P q���� Q	7�R 
�
�� =���'�' ��M
������ ��	3  "���X�? �������;� @� �������;�O "��� ��
����  ��1�����;� 
�����
"��&�
��� ���  �'��#�;� &�'!����  
��
������ �;� "��9�� ����� � �P "�V
������'P
����� ��"��������� "������� "����� �� ��;�  �'���P ��  ������;� 
 1�����
��#
 ������
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���� ���	)�

0��� �
�� ��:  �'!�� ��������� ��� �������9 '�����# �P 
 �� �� ��P ��� "��'����

��9�# � �!�# ;���1 �� "�������� 
����� "��&�
��� @� �;� ������
O� o�� ;���1�
��;�� 
�
� ��  "���X�? � "�����
���  ��� �
�# ��$ � ��3� �� @��4:O 
�������P ��� ξ0(u) = 1
�

un

1 − ρ
≤ ξn(u) ≤

(
u

1 − ρ

)n
, n = 1, 2, . . .

o�� ���
� �
� � @��47O "��
���?� ' ���
���

�������� ��	�� ,�  W- �!�5��D"

e−su/(1−ρ) ≤ v(s, u) ≤ 1 − ρ

esu − ρ
≤ 1

1 + su/(1 − ρ)
. @��$4O

0��� �
�� ��	� �������P ��� �� �[�� �������� ;���1� ��� =���  �'��#�# 
������
V (u) �����P ��� 6��  ��
� ��!�� 
 ��������  �� �� ��!�' ����������
��# � 6� "��1�M
���� �� "�������#  �'��#��� 
��������  ������
���  ������ E[V(u)]� ����
� �
�
@��$4O 

����  ��9� ���� ��# "������ @"� "���&����
���� ��"�� �O ��� =���  ��
� H� V (u) �P

 �� �� ��P "��
���� �  ���'?X��' '�����?  ��� �
�� ��:

�������� ��	�� ,�  W- �!�5 ��D" 7��	 2��� B(x) 	���
 ������ �
���� ����
5 
� 2���
����� V (u) ��	�����	
 L\������ ����������	����

8�';���  ��
���P  ��
� V (u) ����� =��� P(V (u) ≤ x|B = u)P ��� ������#
∫∞
0

e−sx(1 −
P(V (u) ≤ x|B = u))dx ≥ E[V (u)]/(1 + sE[V (u)]) @
  'X� ��P 6�� �X� ��� �"�������� LV
���  � �� "�������#O� 0��� �
�� ��	4 "��
����� �#�� ����� @EDALEO ;���1� �� "��������
9
� ��  ��
� V (u)P �������� �1��� ������
 � ����P  �� Q���P ��R� � �� �� ��P ����� �� ��
 ���'?X�� '�
��!����N

�������� ��	�� ,�  W-���D5!�" +����'9	� 	���	�
�� ������ 	 	��� ���	)� 	��.
'
 ���
� ��� �	�
��� I$%&$�8JK1 ��	 2	��	������ β1 b
,N- P(V (u) > x) ≤ C−1

2 (u) ��	 x > u/(1 − ρ)5
,e- P(V (u) > x) ≥ 1 − C−1

2 (u) ��	 x ≤ u/(1 − ρ)5
��� C2(u) = (x(1 − ρ)/u)2 − 2x(1 − ρ)/u+ 2� ������ ,N- 	 	��� ,e- �)��	 ����'
�� ��
.
���	 ,S>N@Z-5 ����� x(1 − ρ)/u ≥ 2 +

√
2 	 2 −√

2 ≤ x(1 − ρ)/u ≤ 15 ���
��
�
���� ��

��������� ��';��  
�# �
�  ��
�V (u)�
0��
� V (u) ����� ��6==�1��� 
����1�� cv ≤ √

ρ�

%��!� vj(u) ⇔ ρ < 1� c���� ��;�P E[V j ] < ∞ ⇔ βj < ∞� >�� � vj(u) � V �"������?� �
"� ��� �
�� @��4O � @���O�

�� �	+������ ��	��� �	���������� 
 ������ �	������� � 
 ����, �� �������� W�����	�	D�� � ������	
��	���� �����	���,( �	������( 
 ;<�<=� S�	 ����	 ������� �	��� ���������� LA��	��	 �	����������

 ������	 ��� 	���������� ���,�	 �� �i� \	�� 		�����
	���� ����������� %�	���( ��� V (u) ∈ LA
��	��� �	����������( ���� �, ��������� W�������D�	���� �	����������� ���
� V e(u)( �	��� ��� E[V (u)e] =
E[V (u)]( 
�����,���, ��� 	��������� ���,�� �� �i V (u) ≥L V e(u)( ���� v(s, u) ≤ ve(s, u) �, 
�� Re s ≥ 0�
%�� �	��� ;<�)= � D�����
	���� �	� ��	��� ������������ LA��	��	 �	����������� '	������( LA��	�� V���
��	��	 ~qM�-�
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	�

0���'?X��  
�# �
� ������ �� &��� �#��� ��� Var[V (u)] Q	<$P	��P�<3R� �' �� ����M
 � M P Em � HmP  ���
�� �
��P �&�����?� 6� "��1������P 6���;�
 ��� @"������ mO �
;����6� "��1������ @"������ mO �� "�������� B(·)  ���� � ��� !� @=�� ���
���O
"��
�� ������� β1� 0"��
����
�

�������� ��	�� ,�DED- �� V5�DD5� F" f���� ρ < 15 
� �����'9	� ������
�� 	��'
 ���
�
��� �	�
��� I$%&$�8JK1

VarEm [V (u)] ≤ VarM [V (u)] ≤ VarHm [V (u)]. @��$�O

&��$ ��������������� @0�� Q	��P �<3R ��� ������#�O ��
�� ���
� �
� @��$�O � �
� �
' ���
����  
��� ��!�' �� "����������  �'��#�9 
����� V (u) 
  � ����9 -./ @ �� M
"���������� ��� �� ���  �
 Em,M,HmO 
 ������9 ���[��#  ��9� ���� ��;� "������

��"�
(2)

≤ @ ��  � �' 	7O� ��� 6��� ��[�?X'? ���� �;���� =���'�� @��44O� ��
���
���� �X� ���  
�# �
� ������ �� =���  ��
� V (u) 
  � ���� -./�

�������� ��	�� ,�DED- �����
��
� P(V (u) > t) � �(����
 �� u ≥ 0� g
�'�� ��
����
5
�
� ������ ����
 vj(u) = E[V(u)j]5 j ∈ N � �(����
 �� u�

��������������� �� 
 �9 �������1��9 '"��
��?X�9 "� ����
������ ��# 
  � ���� ()*)	,
-./ ����� 
�9��� ���&�
��� ���� u2 > u1 �9���� � "��
�� ����� 
�9��� ���&�
��� ���M
� u1 @u1, u2 ∈ R+O� ��

����
� =���'�� @��44O "��
����� �������� �X� ��� =��� ������ �� 
  � ���� -./N

�������� ��	�� ,�  W- ��FD5 h>� B��" Var[V (u)]/u �
���� ���
�� ������
��
 �� x ��	
�'(�� B(·)�

��������������� �����==���1��'�� Var[V (u)]/u� � ���'������N d
du(Var[V (u)]/u) > 0 �HF BCC

u > 0� ��
��"����P ��� E[V (u)]/u = 1/(1 − ρ) "� ���� "�� �?&�� u > 0�

:�����	� ���D� c����  �����;� 
 �������� ��	�P  ��� �
�� ��	: ���� "����� ���
�M
����;� �"��������;� "�� "� �&���� � @��44O� c����P 6��  ��� �
�� ����� &���� 6��M
������# 9�������P ��� ���'������P �������� 
 �������� ��	4 ��� ��!�  ��� =���'��
@��44O� k��� ���;� ��'��� "��'���� @��44OP ��� 6� "�'�����
��� 6�' =���'�'� %�� � ��M
��P "���&�� `�� ��!���a ��"��� ��� ��;�9 ���
�9  ����# ��"���9 ���"�?����9
 "�1���� ��
� 5�!� "��
� �� � ������ �� ����
 ��';�9 "������
P � �� "���"�������

��&X� � �������� ���
������ ���'�������

��D� i�	��
�
	��

0���� ��������P ��� ����� 
���!��� ��� �� "�� �� 
����� "��&�
���  ����!�� �M
��;�����# ���P ����'��?X�# ����� 
��� ����� ��6���' �� ��  ������  "� �& '"��M
X��� 
��� ���� Var[V (u)] 
  � ���� ()*+)	,-./� �;�  '��  � ���� 
 "��'���� � ��"��M
���� ��9 �1��� �� "�� �� "�� ����# � &���[�# ���� ���&�
���� � "����'� �����!���
"��
�# �� �� @��44O 
 ��� %�#���� 
 ����� u = 0 � �;�����
�� � "��
��� �������� ������
�����!���P "��9���� � '�
��!���?�
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�������� ��	�� �� V5�DD5� !5�V" 7��	 �������
�� �����		� ,���-5 
�

Var[V (u)] ∼ ρ(1 − ρ)−2u2 − λ(3(1 − ρ))−1u3, u→ 0. @��$$O

����"���!��P ���N

@BO  'X� �
'?� "��
�� ��� ������ �� "�������� B(x) @βi, i = 1, 2, 3O� ����"�����'��
W (x) 
 @��4�O ��� �� "�������� 
����� !��� �&��
�?X�;� � "��1�  � 
�  ���
����  
�� "��������� @� �& �
���O "����!'���
 
����� ��!�' "� ����
�������� ������M
�� 
�  ���
���� G(x) = ρF (x) @G(0) = 0, G(+∞) = ρ < 1O� >�� � F (x) "��
���� 
 @��4$O �
��=��� (1−ρ) "��� ��
����  �&�# 
������ �� �&��
� (1−ρ)� � ��"����� � "���"���!��?
@BON βi <∞, i = 1, 2, 3P &'���  ������P ���N

@WO �� "�������� B(x) �&������  ���'?X��  
�# �
��N  'X� �
'�� �������� �� ����
Θ > 0 �����P ���

∫ ∞

0

eΘx dG(x) = λ

∫ ∞

0

eΘx(1 −B(x)) dx = 1

�

C = λ

∫ ∞

0

eΘx x(1 −B(x)) dx <∞.

�
���� �&������� r1 =
∫∞
0 (1−W (y)) dy = ρ(1−ρ)−1f1, ;�� fj = βj+1((j+1)β1)−1, j = 1, 2, . . .

� r2 =
∫∞
0 y(1 −W (y)) dy = 2(1 − ρ)−1

(
f2 + 2ρ(1 − ρ)−1f2

1

)
.

�������� ��	�� ,�DF�- ��DD5� !" 7��	 ������'
�� �����	� ,N-5 ,e- ��_� 	 ρ < 15 
� ���
�	�
��� I$%&$�8JK1

Var[V (u)] ∼ 2(1 − ρ)−2
(
r1u− r2 + (1 − ρ) e−Θu /[CΘ3]

)
, u→ ∞. @��$7O

��������������� @���
�� ���������� �
� &��� ��� 
 Q	��RP  �� ���!� Q�<�R ��� '�����#
��� Q�<3P b� 3�V3$R�O � "���"���!��� @BO "���"�[�� @��44O 
 ������9 r1 � r2

Var[V (u)] = 2(1 − ρ)−2

[
r1u− r2 +

∫ ∞

u
(x− u)(1 −W (x)) dx

]
, @��$:O

;�� r1 � r2 "��
���� 
�[�� x�
� �
� @��$:O � �� ������ 6�
�
������ =���� Var[V (u)]��~
"��
�� �
� =���� ��?� � ��
� �
��� @��4	O � @��44O�O 8�"�������� � @BO 

���� ��"���
"���"���!��� @WO� �  ��'  ��� �
�� �� ������� � �� Q7$P 0L� 		P y7PR ����� �� ��  ���'?X��
�1��� ��� 1 −W (x)P ��;�� x→ ∞

1 −W (x) ∼ (1 − ρ) e−Θx /[CΘ],

�������  �
"�����  � �������# � ��"������ ��# �1���# c���h��� ��� �� �� �������� 

�&�&X��� "'�  ��
 ��� "��1�  �� %�;�� "� ����# ��� 
 "��
�# �� �� ��
� �
� @��$:O
"�� u→ ∞ � ��"������ �� ��
� (1 − ρ) e−Θu /[CΘ3] "�� u→ ∞� o�� "��
���� � @��$7O� ��

�������P ��� "�� B(x) = 1 − e−μx =���'�� @��$7O  ���
�� � ����# ��� 
 �9 u ≥ 0 �
��!�� &��� "���&����
�� � 
��'

Var[V (u)] = 2ρu/[μ(1 − ρ)3] − 2ρ[1 − e−μ(1−ρ)u]/[μ2(1 − ρ)4].
�� $����� ��� �����, �	 �� �	�	, ������	 0��b�: ���	 ��
����� �������	 &
�A"D 	��� � z	������ 
 ;<>( 0��:

75 g� >>X=( ��	���, �� 0��KK:� #����� 0��b�: ����	 �������
	���, �� ��� ����A���� �T��
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k���� ;�'&�� "�  ��
��?  @��$7O � ��"������ ��� �1��� �� "�� ��

Var[V (u)] ∼ 2(r1u− r2)/(1 − ρ)2 "�� u→ ∞

"��'��� ���� 
 Q	<$P �<<R� 8� ��� ���  "' �� ��� !�  ���# ���'����� "��'��� "�
���� 
�
�� k��; Q�$R� �������P ��� ���� �� 6��# =���'��P � ���!� � ��"������ @��$$O �� ������

� ��� @ �� Q	��P �<3R � Q�$R ��� �� ���9 "������
O�

:�����	� ��� � �� ��;�9 "����!���9 
"��� ��!� "�����
��� � ��!� �X� &���� ;�'M
&�# "�  ��
��?  "��
������ 
�[� � ��"������ ��# �1���# �� "�� ��N

Var[V (u)] ∼ 2r1u/(1 − ρ)2 "�� u→ ∞

"�� ' ��
��P ��� β2 < ∞� o�� =���'�� 6�
�
�����  ���'?X��' � ��"������ ���' �����M
!��? 
����;� ������ =���  ��
� V (u) 
  � ���� ()*+)	,-./

v2(u) = v2
1(u) + λβ2(1 − ρ)−3u+ o(u), u→ ∞.

���
�# ��� � ��"������  �
"�����  ����# =���'��# ��� �� "�� �� �������� �� @ ��M
�����;�O "������ ����� �� Π(u)P �����
����;� ���&�
���� ���� u 
  � ���� ()*+)	
@��0 =���  ��
� Π(u) "��
���� 
 ��
� �
�@��$OO� ��"����P ��� =���'�� ��� Var[V (u)] 

 � ���� ()*+)	,�2d/V. ����� ��� !�  ���# �
�# 
�� @ ��  ��������� ��	OP ����

S Var[V (u)]LCFS−P = λβ2(1 − ρ)−3u.(2.3), (2.5).
����� � ������;� ���� � ��"������ ��;� �����!��� 
 �������� ���< "��
��� 
  ���M

 �
�� ��	�P ������� ����P 
 �� �� ��P  ���� ��  9����� ��
∫∞
u (x− u)(1 −W (x)) dx � '�? "��

u→ ∞ 
 @��$:O�

:�����	� ����� �� @��$:O � 
���!��� ��� Var[V (u)]LCFS−P 
 �������� ���< 
�������P
���

Var[V (u)]EPS ≤ Var[V (u)]LCFS−P

"�� �?&�� B(·)P  �� ���!� Q�<	R�

������ �������� ��� �
��� �""��� ���1�� Var[V (u)]EPS &��� ��  ������ 
 Q3P	3$R�

��� � +���� � 
���	�� �
�������� �	���

| ��
�� @BOP @WOP 

����� ��!�'  ��� �
���� ��	3 � ��	�P ��
� �� ��� ' ��
�� c������V
�'�&��;� 
 ������  ���9�
�;� �� ����� � &���� �&X��  �'��� ' ��
�� @BO =���'���'�� � ���

f(−Θ) =
∫ ∞

0

eΘx dF (x) = ρ−1 <∞, Θ > 0. @��$3O

o�� 6�
�
�����  ���'?X��' "���"���!��?N  'X� �
'�� "����
���X�� ='�1�� ����M
��
 @6� "��1�����# �����O �� "�������� F (x)� 8�';���  ��
���P ��0

f(s) = (1 − β(s))/(sβ1) <∞
�� \����� �	+
	��� W��� ������ N �����, �	+�����,� #����, �	+�����, �	� �	���	������	, ��D�����	 �	�	C

�	�� � �	���� i������	 0<>�K:� S�	 �����, �+��	�� 
���,�������� +	����( ������� �����,���, ����	�C
��� ������	D�� ��+��
���� �	���	�	 ���	 �
�� ����	���� !���
��� 
��	 
 ������ �	+�����, ��� ���	�
V
����� 
���,�������� V������
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 'X� �
'�� 
 �"' ��# ���� �� �� '�� @' f(s) �& 1�  � �& ��?��#  9����� �� sb < 0OP
���'�� 
�������P ��� 9
� � 1−F (x) @�  ����
������P � 1−B(x)O 6� "��1����� �;�����N
 'X� �
'?� K <∞P ε > 0 � x0 ≥ 0P �����P ���

1 −B(x) ≤ K e−εx, x ≥ x0. @��$�O

o�� �������P ��� &���[�� ���� ���&�
��# ���� ����
������ @ 6� "��1����� ������

������ ����O�

%���� �&�����P ' ��
�� @��$3O 
������� 
� ��!� �
� 
 �9 ='�1�# �� "�������� B(x)
���  �� "�������#  ��� ���
����� ��;��� 9
� ���� c�?��
�� "������N ;����V�� "��M
������P =��� ��#&'��� B(x) = 1 − exp(−cxb) "�� c > 0 � b ≥ 1 � �?&�� =���  �;�������
� ������O� | ��
�� @��$3O � 
�"����� �P ��;�� f(s) �����  'X� �
�'? � �&�� �� 
 '��
@f(−ε) = ∞ "�� ∀ε > 0O� o�� 
������� ���  K �� "�������# � @0,∞O I ��� ���
�����
��!���� 9
� ��� @LJB_mMEBDCJUO� c�?��
�� "������N =��� ��#&'��� "�� c > 0 � b ∈ (0, 1)P ��M
;�������� �� "��������P  ���# �
� �� "�������# ������ @B(x) = 1−(b/(x+a))ν P b, ν > 0OP
� ���� x� "�������� �� ���  � K ���?� ��� "�����;��� ��9  
�# �
P � �
�� �� ������9N
�� '� �
�� �������9 @��� 
 �9O  ���[�9 ������
P �� '� �
�� 9����������1�� 
 ������9
��0P &���� �������P ��� 6� "��1������P '&�
��� 9
� ��� ��
� �� �������� "����� M
 � ����9 �� "�������# � � �������9 �� �9 �� �"����� 0���� '���� �
���� � ���  
=��� B(x) @B(x) < 1 "�� ∀x ≥ 0O  "��
���� ���?X�� � @FJATCBFCm _BFmDGAO 9
� ���� c��  

 �9 "��
���� ���?X�9 � ='�1�# �&������� � ��� RV (−a)N

B(x) ∈ RV (−a), a ≥ 0, � �� lim
x→∞

1 −B(tx)
1 −B(x)

= t−a, ∀t > 0. @��7<O

�� @��7<O 
�������P ��� 1 −B(x) ∼ x−a�(x)P ;�� �(x) , ������ ���?X�� � @� &� �����M
 ��O ='�1��P ���� "���!������� ��������� ='�1��P ��� ������# �(tx)/�(x) → 1 "�� x→ ∞
� ∀t > 0� ������� �(x)N ='�1��P  9���X�� � � "���!������# �� ����P �� ���� � @"�M

�����O ��;���=�� @�"�����P ln(ln(e +x))OP � ���� �������P ��� ��� ∀ε > 0 ∃x0P �����P
���

x−ε ≤ �(x) ≤ xε, x > x0.

0���� '"���'��P ��� �� "�������� ��#&'��� � ��;�������� � �
��?� � "��
����
���?X��� ��

K ������ �  ��[��� [������ ���  �� ��� �����&���� ������P "�����# ��� "������#�
���&���� ' "�[� "������� � "�����  S ⊂ KP ���
���# ���  ��  '&6� "��1�����9
�� "�������#� c��  S @1 − B(x) > 0 "�� x ≥ 0OP 

��� 
"��
�� ������ ����
�� 
 Q0L7�'R
@	�7�O 
 ����� �� 
��
�X�9 � "��1�  �
 � ��'�� 
 Q	3R @	�:�O @ �� ���!� Q�3P 4�RO� @� �� �M
� ��P ���� 9����������1�� "�
����� 9
� �� �� "�������# 
 @��7	O ����� � ��"������ ���
 
�# �
�  
����� "������!�� �� ����
'�O

c��  S �"�������� � ���N

B(x) ∈ S, � �� lim
x→∞

1 −Bn∗(x)
1 −B(x)

= n, n ≥ 2. @��7	O

� �� ' ��
�� 
 @��7	O 
�"����� � ��� �������;� n ≥ 2P �� ��  "��
����
� ��� 
 �9 n ≥ 2�
� 6�
�
�����# =���� @��7	O ��!� "���"� ��� ���

P(B1 + . . .+Bn > x) ∼ P(max{B1, . . . , Bn} > x) ∼ n(1 −B(x)),

;�� B1, . . . , Bn , ���
� ���� ��"��  ��
� B  =��� B(x)� 5� 
����P ��� 9
� � �� ��;� @bBFEDBCO
��� ��'��  �'��#�9 
�����  'X� �
�� �"�������� 9
� � �� ��#  '��� ��9 !�  ���9
 ��
�
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� �� B(x) ∈ SP �� limx→∞ eεx(1−B(x)) = ∞, ε > 0P ���� ���
� �
� @��$�O � 
�"����� ��
�������  
�# �
�� S �
���� �N ��� ∀ε > 0  'X� �
'�� "���!������� �� ���� K(ε) <∞P
�����P ���

1 −Bn∗(x)
1 −B(x)

≤ K(ε)(1 + ε)n

 "��
����
� "�� n ≥ 1 � x ≥ 0�
��������� ��';��  
�# �
� SN

� �� B(x) ∈ S � 1 −B(x) ∼ 1 −G(x)P �� G(x) ∈ S~

� �� B(x) ∈ S � 1 − G(x) = o(1 − B(x)) "�� x → ∞P �� B(x) ∗ G(x) ∈ SP "�����
1 −B(x) ∗G(x) ∼ 1 −B(x)~

� �� B(x) ∈ S � 1 − G(x) = c(1 − B(x)) "�� x → ∞ � c > 0P �� G(x) ∈ SP B(x) ∗ G(x) ∈ SP
"����� 1 −B(x) ∗G(x) ∼ (1 + c)(1 −B(x))�

������� �X�P ��� ���  S � ����'� ��� ������ �"���1��  
�����P ���� � �� B1 � B2

�
��?� � ���
� ����� ������ ���  � SP �� B1 +B2 ��!�� � "������!��� S�

�&������ ����� L◦ ���  =��� B(x)  ����� 9
� ��� @CHGAMEBDCJUOP ������# �"�������� �
� ��"������ ���  ����[����

1 −B(x− y) ∼ 1 −B(x) "�� x→ ∞ � 
 �9 y > 0.

�� @��7<O  ���'��P ��� B(x) ∈ L◦ ��;�� � ������ ��;��P ��;�� 1 − B(log x)) ∈ RV (0)P ;��
RV (0) , ���  ������ ���?X�9 � ='�1�#� � �
��  
�# �
� L◦N � ��  ��
� B ∈ L◦ � Y
, �?&�� �����1�������  ��
�P � ��
� �X�� �� BP �� P(B − Y > x) ∼ P(B > x)�

5�!�' 

������ ���  ��� 
������ ��9 �� "�������# 
�"���?� �  ���'?X�� ��M
�[��� 
��?���� RV (−a) ⊂ S ⊂ L◦ ⊂ K.

k���� "����&��  
����� "� ���  �� =���  ��!���� 9
� ��� � �9  
�# �
�� ��!� �#��

 Q�3RP Q7�RP Q	7$R � �� ���� 
 Q	$P 7$P ��P 	��P 	77R� ��!�� �
���� �  ���'?X�# =���� ����M

� ��P ��� �� "����� ������'? =��� B(x) ∈ S "� 
��' �� ��0 β(s)P ��� ��� �  'X� �
'��
9����������1�� ���  � S 
 ������9 ��0� c��  S 9���������'�� � 
 ��';�9 ������9P  ��P
�"�����P Q�3P b��4<R���

����� � 9���� �=����1�� � ���'������ ��[��� ����� ������ �������#P ��� "��
���P
=���'���'?� � 
 ������9 ��0� ��6���' �� ��&9����� ��"�������� "������� ����M
��1���� � ��'���� "�� ��'���� �������#  �� "���������� �� ���  �
 RV (−a)�� HF SN

�� $ �	�������( 	������������	, W�
�
	��������� 1−W (x) � 1−F (x) 
 0��)�: N ��	 �+  	�	�����+	D�� ��	��	
S U W (x) ∈ S ⇔ F (x) ∈ S �

�� *��	 B(x) ∈ RV (−a)( �+
����	( 
 �	�������(  	�	�����+	D�, 	��������������� ��
����, 1 − B(x) 
 ���C
���	 ���	������� ����	 �	+������, 
 �, #�����	 �i% β(s) 
 ����� s ↓ 0( ��� ������� ���� ��� rR3763[
X�<�) 
 ;�X( gg� KKKAKK�=� #	�	,  	�	�����+	D�, �	+�
	���, ����	 �	�����
�� �������� a��� ��	 � \����
!�	 
���
�� ��	+	�	 
 ;�>( rR� o= 0<>��: 
 ��������� ��������������� ���D����
 |	�����	A$	����	�

�������� #$�%&�'�(�)* ��� �'�+� Q �)��� n )�)�,��+ q1, . . . , qn � q0 = 1� #-��. q(s) ���. #/0 1-,�2��
$3�&$�%�'�,�4 �'�+ Q� 5&$�%�'�)

dn(s) = (−1)n+1

�
q(s) −

n�
i=0

(−s)i/i!

�
.

#$� n < a < n + 1* n = 1, 2, . . . � ��,��3,�� C > 0* �'�%-67�� -�+�$(%�,�4 ��+�+3'�,�,89

dn(s) = (C + o(1))sa�(1/s), s ↓ 0,
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�������� 
������ ������� c������� "�� B(x) ∈ RV (−a) Q�$R @6�� ������� �� �  
����  
��'&���
�# �������# z����,�����
'��OP ��';�� ����   ��� ��� ��'&���
� � �&���
� �����M
��P ����
������ � ��"������ ��� �����!���P �����&����� 
 � ��"������ ��# ������
6� ��������9 "������
�9  ���� ��� Q:<RP �����? &���[�9 '�����#P � ���!� ��� �
�9 ��M
�'������
 �� "���
�'��# 
 "� ����� �� �������� ������ "��
���� ���?X�9 � ='�1�#P
���
����# ������# �� z��� ��P � ����

o�� , �&�� �� ���� ����
�9 �  ����
��#P "����' ��� ������ �������# ���� �� �� �����
���� ������  
������ ���� �� "����������P ���?X��� ��;��# 9
� �� �� "�� ��� �
��M

����h�� ������� "�����
 ���=��� 
  �
�����9 ���"�?����9  ���9 �"� �
��� � �� M
"����������  �  ��"���� 9
� ���� �P ��� "��
���P &� �����# �� "�� ��# @��� ���
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��� ��!�� ������� � ��'��#� ��� ������
"�� �� "��'��?� � ���'������ 
 ��#  ��'�1��P ��;�� B(x) ∈ RV (−a) � a /∈ N� ��  �'���P
��;�� a = 1, 2, . . .P  ��!��� c�� "��
���P �� ��'��?�I�  "���X�? ������ �� z���� %�
!� ���'������ �� �� @� � 
 �;��O �����
�?� �  "��
����
��� � 
 &���� �&X�9  ��'�1��9P
��;��P �"�����P B(x) ∈ S�

:�����	� ����� ���
���� "����� "������� ������� ��  � �� 47� 8� 5�#�� � %�#M
;�� Q	�$R ��'���� 9
� � �� "�������� "������ ����� �� 
  � ���� ()*+)	P ��;�� B(x) ∈
RV (−a)P a ≥ 1� �9  �����
�# �����# &��� '��
��� @���O� �� "������� ��'&���
' ������'
k�;9��� � 8��P ���&� ��������

������� ���� ,�DF - ���V" +�������	�� �����'9�� C��	����
��
�b ��	 ρ < 15 a ≥ 1 	
x→ ∞5

P(B > x) ∼ x−a�(x) ⇔ P(Π > x) ∼ (1 − ρ)−a−1x−a�(x).

%������ "����
���  �'��#P ��;�� a = 1, 2, . . .P "�� ���������� �
� ������;� ��"��������
� "����'�� � ������ �� z���� o�� , ��&���� ��!���� 6��"� ���������� �
� � "�6���' 

"����!���9 ������� �&��� � ��?��?� �  ��"��� "��������� a = 2, 3, . . . � a = 1� 5�

����P ��� "�
����� 9
� ��
  �'��#�9 
����� B � Π "������� �� ������
�P � �� �;��M
�����  
�� 
����� "��
���� ���?X��� � 9
� ����� � 
��' @��	OP  ���'�� "���"���;���

 "����!���9 ������ �������#P ���P ��� ����'�P a > 1P "�6���' β1 < ∞P �P ��;�� a < 2P
β2 = ∞� � 6�
�
�����# =���� 6�� ������� ��"� �
��� � ���

P(Π > x) ∼ (1 − ρ)−1P(B > (1 − ρ)x), x→ ∞. @��7�O

1 − Q(x) = (C + o(1))(−1)nx−a�(x)/Γ(1 − a), x → ∞,

�%� Γ : (0,∞) → R+ ���. :3))3 1-,�2�4* �)� �,���- ;< %'4 �� �&$�%�'�,�4�

%���	�( ���	 a ���� D����( ����� ������� $	���� ������ ���������, W��� ������� ��������, 
 +	���	���
����� �� ��T���
�( W�	 ������	 ,
�,���, ���� �+ 
	��	���
 ����	������ ������
	��, �, ��	��	 RV (−a)
���
��� ����D��	 ����	D������� ���������,( ���	��
������� z�
��	��� ;X<= 
 ����� ��T�� ����	�( ���(
�	������( ;K=� %�� �	��� ;b>( g��b�= ������������ ����
��( �	��	�
	�� �	 B(x)( ��� ������ ����D���
z�
��	�	 ���	
�
	���,�

�� #����, ��	
����� ���,�T� �, ����D�� �	��� �	+�
	���, ������� *	�	�	�	 0]�1P6P[P_P: 
 �����
]�1P6P[P_P ;>b=( ������� ���
�� 	�  	�	�����+	D�� �	�� ����D��� S�	 �����, ����� ��� � �+�����C
�� 	������������� ������V���,� 
�	 h(tx)/h(x) → g(t) = O(t−a)( x → ∞ ��� ∀t > 0� #����, � z		�	
0{�@3 ~PP5: �+��	�� ����� ��T�� ������V���, 
�	 (h(tx) − h(x))/h(x) → k(t) ∈ R( x → ∞ ��� ∀t > 0�
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%������ ��7 �&�&X�� 
 Q�44R @�<<	O �  �'��#  � ���� *+)*+)	,d2d/ "�� B(x) ∈ RV (−a)�
>������P ��� 
 6��� � "� ���'?X��  �'���9 �� ���� (1− ρ)−1 
 @��7�O ������� � E[N ]P ����
 ����� �� ��� ���&�
��#P �& �'!��9 
 ������ "������ ����� ��� ������ � ��"������
@��7�O �� "�� ����� �  �'��# B(x) ∈ S "�� �������9 ��"��������9 ' ��
��9P ;�����M
�'?X�9 ;����� �� =��� B(x)P 
 �� �� ��P P(B > x) ∼ P(B > x−√

x)P x→ ∞ Q�4R� o��� ���  

��?���� �� "�������� ��#&'���  "��������� b < 1/2� z
� �� ='�1�# �� "��������P
��  ������9 
 Q�4RP ��!����P ��� e−

√
x� c�� "������ 
 Q	7RP 6�� ' ��
�� �
���� � �������M
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� ���� &��� �&��'!��

 ������  ���9�
�;� �� �� � � ������ �� �������# ���[�P ��� 
 �=�������� � ������ ���M
����#� 8�';�# ��9���� �������� 
������� "�� ����� ���  � �� "�������#P � 6�� "���!��M
�� ��&9����� �� &���� ����# �1��� 
������ �� �������� "�  ��
��?  
����!� ����
���  ��� ��9  9��� �������P ��� 
 ����� �� ������  ���9�
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"���!������9  ���9�
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  ���9�
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;�� =��� B(x) ∈ S� ��������� ����;�� =���'�� ��� 
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�����# "����!'��� 
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�
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�
	����	� 2������� ��������� 
�������

���
���� ���'�����P ������# �� ���
� 
 Q�44P�4�R � ������ 
 Q�	7R� � "��
����� ��'M
����  �'��#P ��;�� ' ��
�� c������V�'�&��;� � 
�"����� �� 8�';���  ��
���P ��
� �
�
@��$3O �  "��
����
� � β2 = ∞�

�������� ���!� ,�   - ��BB5 �B!5 ��W" ���
� B(x) ∈ RV (−a) (��� ��������	� (��W )) ��	
a ∈ (1, 2)� 3���� � �	�
��� I$%&$�8JK1 ��	 ρ < 1

Var[V (u)] ∼ 2Γ(2 − a)
Γ(4 − a)

λ

(1 − ρ)3(a− 1)
u3−a�(u), u→ ∞, @��74O

��� �(u) 8 ������ ���'9���� ,� (��������
	- 2��)	� 	 Γ ��
� �(���� C����������
n���� 2��)	����

�� z�*�	���� 
 <>K� �� �	V�� ������	+�
	��� E���� ���� W (x)( 	 �i% W��� ���� ���� ��+	
����� ��������
E�����	����� 0<>K�: � &�h�z������� 0<>K� : 
 ��������� ������ �������� E�����	 0��K�: ����� ����
�	��� ������������
	�	 �	� �	���������� �	������	 ���D���	 ����	����� ����	��, � ����D	�������
������ 0��� �	��� +	���	��� ��<<:� ������� +	�����( ��� ���� W (x) 
 �	
���
� 0��K�: ����� �T� ��� ���C
��	
����� 
 
�� ��	���������� ������	������ ��	
����, $�������	 
������ ��	

W (x) = 1 − ρ + λ

� x

0

[1 − F (x − y)]W (y) dy �76 x ≥ 0.

�	 \����
�������+�	��	, ����D�, Γ : (0,∞) → R+( ������,��	, �	� Γ(a) =
�∞
0

xa−1e−x dx, a > 0( �	+�
	C
���, |	��	 ����D���� "��������
	��� �� �	��,� ���	+�
	��( ��� Γ(a + 1) = aΓ(a) ��� a > 0 � Γ(n + 1) = n!
��� n = 0, 1, . . .� #	��� Γ(1/2) =

√
π�
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��������������� ��� 1 −B(x) ∼ x−a�(x)P a ∈ (1, 2) �� '�
��!���� @UO "�����!��� i4�3

 Q7�R 
�������P ��� β2 = ∞P  ����
������P ������� ��	� � �������� ���< � "������� 
 6���
 �'���� �  ��' ����� 	 �� Q7$P 2L� $P y7R @��� ����� 3�	�$ �� Q�3RO  'X� �
'�� ����� β1+ε <∞
"������ 1 + εP ε ∈ (0, 1)P ������# "��
����� "��'���� � ����� � ��"������ ��� "��&��!���
�� =���'�� @��44O  "���X�? �
'9 ������� �� ������� c�6�V�6#� � Q�3P gL�3�	<�4RP 6�
�
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����# 
�����' ++ ������� c���h���V�'�&��;� 
 ������  ���9�
�;� �� ��P Q7�P gL�	�4�3RP

1 −W (x) ∼ ρ(1 − ρ)−1(1 − F (x)), x→ ∞, @��7�O

"����� �&� ='�1�� �� "�������� W (x) � F (x) "������!�� ���  ' S�
� %�� ��� RV (−a) ⊂
SP �� "�� ��
��� 
 @��7�O =���'�' @''O � "������ ��� �� 
������
 ������� c�������
@Q�$RP Q�3P .FHb�	�$�3RP Q7$P 2L� �+++P y�RO�	P "��
�� �� �� � ��"������ ��;� ��
� �
� @��7�O ��M
�'1��'�� � � 
��' λ(1 − ρ)−1(a− 1)−1x1−a�(x)� %�"��� "����� "�� u → ∞ ���;���� 
 @��44O
"� �� "�� ���
�� x = ut @�(ut) ∼ �(t) "�� u→ ∞ � ∀tO  
���� � � &���V���;���' @���;���'
o#���� "��
�;� ����O B(p, q) =

∫ 1
0 (1 − t)p−1tq−1 dt "�� p = 2 � q = 2−a� 5�!����� "���� &���V

���;�����  ��� � ��"������ �� ��
� 2λ(1 − ρ)−3(a− 1)−1u3−a�(u). � ���� � 
 "�����P ���
&���V���;��� 
���!��� � ����� ����� ='�1�? ��� B(p, q) = Γ(p)Γ(q)/Γ(p + q)P� o�� "��
�M
��� � @��74O� ��

:�����	� ���B� 0��� �
�� ���< ��"�����  ��� �
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  �'���  ��!����� 9
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'?X�� ���"���� a�

o�� ������ 
����!�� ��'���� � ��"������ ��� "�
�����  � ��� �& �'!�
��� "�� ���M
����9 ��"��������9 ' ��
��9 
 =���� "�������9 ������� 5�;�� �� �9 "��'��� 
 ' ��M

��9 
� ���# ��;�'��� @��;�� ρ to1 
  �'��� ������#�9  � ���O� ����� � �
� "��9��� �
�����'  � ��� �& �'!�
��� 
 ����9 ' ��
��9� ���
�# "��9��  
���  � ��"������ ���
������� �
�9 =���'� ��� '��
��#P �"� �
�?X�9 @ ��1������O  �'��#�� "��1�  �P
����� ��� �� �� ���&�
��# 
 �����t ��� 
���� "��&�
��� 
  � ����� ���
�� "��������
������� 
 ������ �������# � ������
��9 ����!�X�� �&�����  �'��#�9 
������9 L
@ ��1������ �� �� ���&�
��#O ��� W @ ��1������ 
���� �!�����O 
 ' ��
��9 
� ���#

E��� Q(x) = µa

Γ(a)

� x

0
ya−1e−µydy 4Q �	+�
	���, �	��	 �	����������� � �	�	����	�� a > 0 � μ > 0� #	���

��� ��� a = 2, 3, . . . �	+�
	���, W��	���
���� �	����������� � ��� a < 1 N �����W�������D�	����� �	�C
����������� $ W�� ����	, ��� ���
�������� ���+�	�	���, ����+ Ea � Ha( ����
����
����� I��� a = 1( ��
Q(x) = 1 − e−µx�
!������( ��� a ����� ���� ����������� ����������� #��	 ����������+�	��	, �	��	 ����D�, �����

���� ��������	 �	� ������	+�
	��� F�����	 ����D�� e−x �������
�� ��� �� �	��� ������� �	� 
�V�
��� Re a > 0� !�	�� �	�	, �	��	 ����D�, �� ������+����, 
 ��	����
"�����	� � �	�	������ Γ(a, z) =

�∞
z

xa−1e−x dx, a > 0 ���� ������	, |	��	 ����D�,� ���� z /∈ (−∞, 0)
����� ���� ����������� ����������� �� ����������( Γ(a, 0) ≡ Γ(a)�

�
 !������( ��� 0��)�: ����D���	���� �����	���, �� 	�������������� ������� *�	����	 0��� ������� �,
1 − W (x) 
 ��	+	������
� �����
�, ��<>: 
 ��� ������( ��� �D���� *�	����	 ����+, �������� �+ 0��)�: �
����T�� ����	������ �	�������	����, 0��)�: �	 ��	�� ���� � ������  
������

�� $ ��T�����( ������	 *	�	�	�	 ��
���	��( ��� ������	�� �� ��	
����� ���,�T� �, ����D�� ���
	 ��	C

����� ���,���, � ��� �� �
����
�� ���		�� ���+	���� ������� ���� �+ ��	��	 RV � $ �	�������( ���
x0 > 0 �	���( ��� �(x) ���	���� ���	�����	 �	 [x0,∞):( ����� �����U

(a)

� x

x0

ta�(t) dt ∼ �(x)

� x

x0

ta dt ∼ (a + 1)−1xa+1�(x) ��� x → ∞ � a > −1,

(b)

� ∞

x

ta�(t) dt ∼ −(a + 1)−1xa+1�(x) ��� x → ∞ � a < −1.
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� ������  ��&�#  9����� �� "�������;� "�
�����  �'��#�9 "��1�  �
P 
����[�9 
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����9  � ����9� �� �� ���9���
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���P ��� 
 � �
� �
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���M
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  � ����9 �& �'!�
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 ' ��
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� ���# ��;�'���P ��!�� "��1�" �
������M
 �� @�� ���
����# "��1�"�� 8� ����V���9���
�O� o��� "��1�" �
������ �� ����

����!� �� � "�����
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����
 ��# "��1�  @&��'�
 ��� �
�!���O ��� �""��� ���1��
��
����  ��!�9 "��1�  �
P "���!���9  '�����  �'��#�9 
����� Q4�P		�P	7$P	33P	��R�
�� ��;�9 �  ����
���9 
 ���� �
� "�������;� "��1�  � =�;'���'�� 
����
 ��# "��1�  
��� �;� ��;������ ����;��

����� "������� �&X�9 ������
 ��� �  ����
��� "�
�����  � ��� �& �'!�
���  
���������� "��1�  ��� 
 ' ��
��9 
� ���# ��;�'���  �����
��� �   �������� ��'�� ��M
��P ��� ��� "��
��?X�� � "��1�  � ���?� ��������� &����  ��!'?  ��'��'�' "�  ��
M
��?  "��1�  ���P 
�����?X��� 
 ���  ��� ��9  � ����9 �& �'!�
��� 
�����?X�9
"��1�  �
 "�  ��
��?  ���  ��� ����  � ������ �& �'!�
���� ��V
������'P �� '� �
��
"��1�  �
 "�� ��#  ��'��'�� 
 �������9  ���������� "��1�  ��� � �&�X��� ���������;�
�����#[;� "��;��  � 
 "������� 
����;� "��9��� � �����  � ����� �& �'!�
���� ��M
�
���� 
 �������9  �'���9 �
�9 "�������9 �� "�������# @ ��P �"�����P Q�7RP Q�	�P gL�
7�:RP Q��7P gL� ���RP Q	��RO ���!� �  "� �& �
'�� � "�����
��? �&X�9 ������
 ��� �  ����
�M
�� "�������;� "�
����� �������#  ���������� "��1�  ����

� "����'� ���'������ y��4 � y���P �� ��!�� "��'���� "�������� ������� ���  � ����
-./ ��������� "��X�  "���X�? "��
�;� "��9���� 8���� "��
���� � �������� �� �9�

������� ���� � �	�
��� I$%&$�8JK1

lim
ρ↑1

P(L(1 − ρ)/ρ < x) = 1 − exp(−x), x > 0. @��7$O

��������������� 0�� Q�	<P :�R� ��
%� !�  ���� '�
��!����  "��
����
� � ���  � ���� ()*+)	,d2d/P � "�� ��"�������M

�� "���"���!���P ��� β2 < ∞� o�� 9���[� ��
� ��# ���'�����P 
� 9���X�# � ���  ���M
 ���  ������ c�;���P  ��P �"�����P Q	<4R ��� Q�7P 2L�:P y�R� 0�'��# β2 = ∞ @�"�����P
��;�� B(x) ∈ RV (−a)P 1 < a < 2O ���������  ��!�� � ������  ��1� "� ����;� 
��� �M
����� � "��;��  
 ���������� �
�9  ���
�� �
'?X�9 "�������9 ������ ���  � ���� d2d/�
���
����# ���'����� ��� �� 1�"��� -./ 
��� � 
  �'��� β2 = ∞�

0���'?X�� '�
��!���� �� ���
�� 
 Q�	<P �	�R @	��<O � ������� 
 Q:�P 	7<P �	4P �	�R  
"���X�? �������9 "�����
� 8��������� �
� 
 Q�	4P �	�RP "�V
������'P ��&���� "�� ����
�� � �
�� � �����!��� 
 ��� %�#���� 
 ����# ���� �� �� ����� s = 0 ���"��� �#
"�� �� �� =���'�� @����O ��� E[e−sV(u)]� o�� ��9��� ��
����  �������P � �� � "�������

� 
�����  ��'  ���# ������� ��$� ����� ' "�9 ���������� �
� ��
� �� ���!� �� ����M

�����# =���'�� 
 �������� ���P "��� ��
��?X�#  �&�# ��!����� �����"���1����
 
�# �
� 9���[� ��
� ��;� "��
�;� ������ E[V (u)] = u/(1 − ρ)�

������� ���� ,�DD - ��� 5���5��B5E!5�W " 7��	 u ∈ [0,∞) 2	��	�����5 
� ��������	��

lim
ρ↑1

P(V(u)(1 − ρ)/u < x) = 1 − exp(−x), x ≥ 0 @��77O

��� �	�
��� I$%&$�8JK1�
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��������������� @0�� Q�	4P �	�R ��� ��"��������9 ������# � Q��:R ��� �����#[�9 �� M
[����#�O 8���� &'�'� � "�����
��� � �&�������

δj(u) = lim
s↓0

(−1)j
∂jδ(s, u)
∂sj

, ϕj(x, u) = lim
s↓0

(−1)j
∂jϕ(s, x, u)

∂sj
, j = 1, 2, . . .


 ��"����� � �&�������� ������ gLJHFJjK ��� � ��$� ����!�� ε = 1− ρP ε << 1� >�����
s 
 @���3O � εs � � "����'� �����!��� 
 ��� %�#���� 
 ����� εs "�� ����# ε > 0P "��'����

v(εs, u) =
ε
[
1 − εsδ1(u) + ε2s2

2! δ2(u) − . . .
]

1 − (1 − ε)
[
1 − εsϕ1(u) + ε2s2

2! ϕ2(u) − ε3s3

3! ϕ3(u) + . . .
] , @��7:O

;��

ϕj(u) = β−1
1

∫ ∞

0
ϕj(x, u)(1 −B(x)) dx, j = 1, 2, . . . . @��73O

|����
��  ��� �
�� ���P ��
� �
� @��7:O  
���� � �

v(s, u) =
1 − εsδ1(u) +O(ε2)

1 + su− ε
[
sδ1(u) + 1−ε

2! s
2ϕ2(u)

]
+O(ε2)

@��7�O


 ����� εs ��
����� "� s ∈ (0,∞)�
�� @��7�O 
�������P ���

lim
ε↓0

v(εs, u) = 1/(1 + su).

5� '���� ��0 ='�1�� �� "�������� 1 − e−x/u 
 "��
�# �� �� "� ����;� ��
� �
��
o�� ��
��[��� ���������� �
�� ��

%�"��� �� 
  � ����� ��'���� "�������� "�
����� &��' ��
�;� �� "�������� 
�����
"��&�
���� �&X�# 
�� ��0 =��� @&��' ��
�;�O 
����� "��&�
��� V @ �� @���O ���;� �
;�
���� �& 6���� �� �� ������� ��3 
�������

�������� ���	� ,�DD�- ��W 5��B"

lim
ρ↑1

v(s(1 − ρ)) =
∫ ∞

0

1
1 + su

dB(u). @��:<O

��������������� Q	7<P �	4R� x��'����� �"� ��� �
��  ���'�� �� @���OP ������� ��3 � ���M
���� ��&�;� � ��!����'���#  9����� �� @��� �&� �
��� ������� "������ �"���1�# �M
��;����
��� � "���9��� � "�����'O� 0�� ���!� Q�	�R� ��

0"' ��  ��� ��� ���������� �
� ������� ��3 �  ��� �
�� ���	 &��� "�
����� 
 Q�44P�4�R  
������������ �����������

:�����	� ���!� r���'�� @��:<O � �� ��� ���
�����  
����� 5�����V0������ � @ �� Q�3RO
�
'9 ���
� ���9 ='�1�# �� "��������N 6� "��1�����#  �  ����� 	 � B(·)� 8�';���
 ��
���P "�������� �� "�������� ������
��# ���!�� �&�����  �'��#�# 
������
V �
���� � "����
������ �
'9 ���
� ���9  �'��#�9 
�����P ='�1�� �� "��������
������9 '����� 
�[��

:�����	� ���V� �������P ���  
����� 5�����V0������ � @�&��������� �����
S∗O ���M

����9 ='�1�# �� "�������� A(x) � B(x) (x ∈ R+)  �
"�����  �&���#  ������ �
 ��#
 
�����# @�&��������# ����� ∗O ='�1�# �� "�������� A(ex) � B(ex)� 8�';���  ��
���P

C(x) .= A
S∗ B(x) =

∫ ∞

0
A(x/y)dB(y) = A ∗B(ex).
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c��&����
��� 6��9 ���'������
  @��:<O "��
����� � "�����
��� 9���[� ��
� ���  
�#M
 �
� "����
����� �
'9  �'��#�9 
����� @ �P �"�����P r����� Q7$RO  1���? �9�!����
�
�9 
���!��# ��� "�������9 �� "�������# ������
��;� 
����� "��&�
���� o��
����� "������� ��# ����� P 
 � �&�� ��P ���  �'��� �� "�������# B(x)  ��!����� 9
�M
 ���� @�����P 
  �'���  '&6� "��1�����9 B(x)P �"�����P  "��
���� ���?X��� �
9
� ���� � &� ����� ��O� � �� �� ��P "�����!��� 4 
 k��#�� @ZFJDjBGO Q43R @	�7$OP
�������  "����� 
 Q�3P gLJHFJj 3�	$�4RP ;�
����P ��� � ��  ��
� B ����� =���P 9
� � ������#
'��
���
����� 1 − B(x) ∼ x−α�(x), α > 0, x > 0P ;�� �(x) � �� ������ ���?X�� � ='�M
1�� @� &� ����� ��OP � � �� A � �� ��';�� �����1�������  ��
�P ���
� ���� �� BP �
'��
���
���?X�� E[Aγ ] <∞ "�� �������� γ > αP ��

P(AB > x) ∼ E[Aα]P(B > x), x→ ∞. @��:	O

z��� "��
�������� '�
��!���� "�����!��� k��#��� "���"���;���  �'��# 0 < α < 1P
�;� ���������� �
� ��!�� &��� �� "�� ����� �  �'��# α > 1�

k��;����� @��:	OP 
���!��� @��:<O 9���[� "��9���� ��� "������� ��9 
��� ���# 
  �'M
��� 
� ���# ��;�'���� ��"�����P � �� B(x) ����� �� "�������� ������P �� "�������� �� M
"�������� 
����� "��&�
��� 
  � ���� ()*+)	,-./ "�� ρ ↑ 1 "������!�� ���  ' ` �� �
"� ������ 6� "��1�����9 �� "�������#a @.(-N .BFJEH (DlETFJK H� -lbHGJGEDBCKOP "��
�M
������ 

�����' 
 Q4R ��� ��';�;�  �'���� � ��  ���&����
��� =���'�� @��:<O � @��:	O
 P ���'��������P  ��!��P �� Q4R ��� Q	7$P 2L� �RP �� ��!� ��;�� "��'���� ��;� �
�9 
���M
!��# 
 �
�� 
����

x�  ������ ����''�  � ��� ()*+)	,-./ � ��� ��!��# �� �9 &'��� �&�?����  ��1��M
���� 
���� "��&�
��� ���&�
��� ���� u� o�� �&�?���� ��?� "��1�  {V (u) : u ≥ 0}�
�� ���������� �
 ������ ��� � ��$ 
�������P ��� 6��� "��1�  �����  ��1������ � ���
� �M
��� "����X��� @� �� � ������
� �� "�������O� o��� =��� ������ ���!� 
 Q7:R� �' ��
N (x) , =��� �������;� �����  �  ����� < � �� "�� ��# 	�

������� ���� ,�DD�- �E!" 7��	 ρ < 1 	 Var[V (u)] <∞5 
� � �	�
��� I$%&$�8JK1

lim
u→∞P

(
V (u) − u(1 − ρ)−1

(λβ2u)1/2(1 − ρ)−3/2
≤ x

)
= N (x). @��:�O

������� ��	!� ,�DD�- �E!" 7��	 ρ = 1 	 Var[V (u)] <∞5 
� � �	�
��� I$%&$�8JK1

lim
u→∞P

(
λβ2V (u)/u2 ≤ x

)
= G1/2(x), @��:4O

��� G1/2(x) = 2[1−N (x−1/2)]5 x > 0 ��
� 2��� ��
���	���� ����� � 	������ ,������
����-

�$� 	 �*+ e−
√

2s�

o�� �
� ������� 
� 9���� � ���&9' @.FBWLTO Q	��P 2L� 4P y�RP ������# ������� �9 ����;�

 ����� ��  ��9� ���� ��9 "��1�  �
 ������ ��"� �
��P � ��� ��';�#  � ����P ����"����M
�'���# ���  � ���� ()*+)	,�2d/V. 
 ������ �������#� �����P �� !�  ���� ���'������
 "��
����
� ���  � ���� ()*+)	,-./ Q:�P �	4P �	7R�

0'X� �
'�� "���&�# ���'����� ��� "�������;� "�
�����  �'��#�# 
������ Vn(u, x1,
. . . , xn)P ������� "��� ��
��� ��
� �
�� @��	4O� o��� ����; ������� ��� &�� ������ 
 Q:�R
 "���X�? 
������ ��# ��9��� � "�
���� ������ 
 Q	3:RP � "����'� ��� 
������ �'?
��9��'P ��� � �������� ��  "���X�? "���&����
��# @"� ��� �
�� "���&����
��# ��"��M
 � � r'��� 
 "� �����  �'���O�

�� %�� �	��� ����� ���	������� ;<b�=( �����	, ���
,T��	 �������	� ���	
����, ��� 	���������� ���D���	��
 �	����,�
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������� ��		� ,�DD�- �E!5�FE" 7��	 ρ < 1 	 β2 <∞5 
�

lim
u→∞P

(
u−1/2[Vn(u, x1, . . . , xn) − u(1 − ρ)−1] ≤ x

)
= N ◦(x), @��:�O

��� N ◦(x) ��
� 2��� ��������� ����� �� ����	� ��� 	 �	�����	�� ρβ2/(1 − ρ)3�

��"����P ��� ����� ��[��� ��� ��0 @&��' ��
�;�O �� "�������� 
����� "��&�
�M
�� 
  � ���� ()*+)	,-./ ���� � ��
� �
�� @���OP ;�� v(s, u) "��� ��
��� =���'��# @����O�

������� ��	�� ,�   - ��BB5 �B!" +����'9	� �
������	� C��	����
� ��� �	�
���
I$%&$�8JK1 NS B(x) ∈ RV (−a)5 a > 15 a /∈ N NUY ρ < 1b

,R- 1 −B(x) ∼ x−a�(x) PG@ x→ ∞;
,RR- P(V > x) ∼ (1 − ρ)−ax−a�(x) PG@ x→ ∞.

� "�� ��9 ������9P ������� ��	� �������P ��� 9
� � ='�1�� �� "��������  ��
� V ���
!� ��!�� ��� 9
� � ='�1�� �� "��������  ��
� BP ����

P(V > x) ∼ P(B > (1 − ρ)x), x→ ∞. @��:$O

x�
� �
� @��:$O ���
��� �DK IBCCJU ����)	������ C��	����
��
�' �� �������� @S�-N
SJUTIJU �HBU -vTD_BCJGIJO� ��V
������'P "��
�� ��;���� "�� 
����!� �� "���&�# 6�

�M
���� �� @
 � ��&���# =����O "������!�� c��#���' @ �� Q	<�P b� 	:$RO� � ��# �
������M
 ��P ��  �9 "�� �&p� ��� c��#���� � "����'�� � ��� ����������
 � S�- 
 ���� ���
�9
 ����#� ������ "������� �
���� � ������� ��7 
 �������� ����P �����'? ��!� ����"��M
����
��� ��� S�- ��� 
����� "��&�
��� 
  � ���� ()*+)	,�2d/V. 
  ��' �������� ��	�
5� �� ����� �������� � Q4$R ��  "� ��� ��';�9   �����

0�����
�# �����# ��� �������� ��;� ���������� �
� ������� ��	� �
���� �  ��� �
�� ��3
������� ��$� 8��������� �
� 
"��
�� 
�"���� 
 Q�4�R@�<<<O� � � �
' ���������� �
� "�M
��!�� ���'������ y��4 � y��� @
 �� �� ��P =���'�� ��� �� "�� �� Var[V (u)]O � ��������
���'������ y��$P � ���!� ��'&���
� ������� k�;9��� � 8��P '"���'��� 
  � �� 47� %�"���
��
� �� �������� �&�X��� ������� ��	�P 
 � �&�� ��P �  �'���P ��;�� B(x) "����M
��!�� �������� "�����  �� SP � ����P  '&6� "��1������ 
�;'��� �� "����������
%����P � �� P(B > x − √

x) ∼ P(B > x) "�� x → ∞P �� @��:$O  "��
����
� Q�	P ��R� �&���
� "����'?� � 
������ ��# ����� ���������� �
 
 �&�&X���9 ������� ��	�P ������#P ���
"��
���P � �
�
��� � � ������ &���[�9 '�����# � ;���1� ����
� Q�<R�

� ���"������ ��� 
� [�9 ������
  ��
� V (u) �9���� � ��  ��� �
�� ��� ��� !�  ����
 "� �&��P ������� &��� 
�
���� =���'�� 
 �������� ���< �� @��44O� ��"�����P

vn(u) = vn1 (u) + n(n− 1)(1 − ρ)−nr1un−1 + o(un−1), u→ ∞, n = 1, 2, . . . ., @��:7O

;�� r1 

���� �"� ��� �
�� "����  ��� �
��� ��	�� o�� ��
� �
�  "��
����
� ��� B(x)  
��;���� 9
� �����

�  �'��� B(x) = 1 − e−xP "���# ����� "�
����� 9
� �� =��� P(V ≤ x) 
�"��� 5��M
�� ��� Q	��R @	�3$O "�� x → ∞ � ρ → 1� %����P � "����'� @���$O ��� ��"��
�# "'��P �
�������P ��� "�� x = T/ε >> 1P T = O(1) � ρ = 1 − εP 0 < ε << 1

P(V > T/ε) ∼ 2
√
TK1(2

√
T ) + ε

[
2
√
TK1(2

√
T ) − 3

√
T 2K3(2

√
T )/3

]
,

;�� Km(·) , ='�1�� 5��������� Q	�<R� @Km(·) � �� ��� ��  �������9 ��[��# '��
���

k�  ���� �� 
���!��� � ����� ='�1�� ������ @�BG^JCO H(1)
m (x) "������ m ���

Km(x) = πiemπi/2H(1)
m (xeπi/2)/2,
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�������P 
  
�? �������P �� �� "��� ��
��?� � ����� ��';��  �������� ��[��� '��
���
k�  ��� 
 ������9 ����=�1���
��9 &�  ���
�9 ='�1�# "��
�;� �����O � "������ ���!�P
��� 
 x = 0 "��� 9����  �;'����� 
���'X���� c���� ��;�P 5���� � �������P ��� "��
x = T/ε = O(1)

P(V > x) ∼ 1 + εx[2γ − 1 + log(εx)] + ε[2/3 −Q1(x)],

;�� γ , �� ���� o#����P � Q1(x) ,  '��� �
'9 �"�������9 ���;����
P ������� � "��M

���� � ��� �� c���� ��;�P �#�� ;��
�# ��� 
 � ��"������ ��# �""��� ���1�� P(V > x)
"�� ε2x = O(1) � εx >> 1

P(V > x) ∼ √
π(εx)1/4e−2(εx)1/2−ε2x/6, @��::O

��;�� ε = 1 − ρ→ 0�
����� �"����� � � ���X�� � "�����
��� � ��"������ ��9  
�# �
 ����=�1���
��9

&�  ���
�9 ='�1�#�

8��������� �
� @��::O ��
���� ���X����� ������ 
 Q:3R @�<<	O "��'��� &���� ;�'&��
6
�� ���� ��� �1��� 
������ �� P(V > x) ��� `�� ������ &���[�9a xP �� 
�
�� "��X�
���������� �
� @��:: 
 Q	��R� z��� 6�� ���
�� � ��"������ ��� �1��� ��!�� �����  ��'
������ "�� ρ > 1/2P ����� �""��� ���1�� �
���� � 
� ��� ����# "�� 
� ���9 ������9
ρ� 8�!� "�� ρ 
 ���"���� [0.55, 07]P � ��"������ 
 � �X� �&� "���
��� '��
���
�������'?
���� �� ��� &���[�9 x�

r����� Q77R � "����'�� @���7O ��� ��"��
�# "'�� ��� �9�!���� =���'�� ��� � ��"��M
���� 9
� �� =��� 
����� �!����� 
  � ���� ()()	,S�� 8��������� �
� �� �� ��������M
 ���P �� � �
�� � "������� ������ ��"�� �� � �
�# ���'�����  ���
�� � "���&��
=���'��� 
�[�P � �� "����� 
� 
����� @���3O� ���
���� =���'�' r�����P ������� "��M
 "� �&��� ��� � �  � ���� ()()	,-./

P(V > x) ∼ c̄1x
−5/6e−c̄2x−c̄3x

1/3
, x→ ∞, @��:3O

;�� �� ���� c̄1, c̄2, c̄3 ��
� ��� o�� �� ���� "��
���� 
 Q77R @ �� ���!� Q�	3RO�

0���� ��������P ��� [� ���� �� ��� ���� ���'����� @��:3O @
 ����� ��  � ���� ()()	,
S�O '!� &�� �� ���
� ���������� 
 Q	�4R� 5� � ���� � 
 ��'����� �� � ����� ��;�
=����P ��� ��;�� �� ��  �����;� "��  � ���' ()()	,S� &��� ��
� �� ��' 
 	��7 ;�

���� ��
���� ����� 
�� ��� � ��"�����' P(V (u) > x) ���  � ���� ()*+)	,-./ 

 �'��� ��;��;� 9
� �� B(x)� ���
�# � ��'������# ��� 6��;� 

��� 
 Q	��P�<	R � "����&�
�& '!��� � 
 y��4� � ���� �  ������ ������ �&���[�# [�; � 6���' "�&����' 
�"�� ' "�M
 ��� �
�� "���
��� � �
�9 ���'������
 y��4 � ���� "����
���X�9 ='�1�# ������
 @

��# �
������ ��P 6�� �
���� � �����#[�� ���
�����  ��� �
�� ��	�P ������� &��� ' ���
M
��� ��� Var[V (u)]O�

0���� ' ��
�� 
 �����"���1�� @��	4O HGCm HG (x1, . . . , xn)P ��� "��
���� �

V (u) d= D(u) +
L∑
i=1

Φi(u),

;�� L � �� �� �� ���&�
��# 
  � ���� -./ @�� "�������� ;��������� ��P  ��  ��� �
�� ���O
� Φi(u)  �
"�����  Φ(xi, u) "� �� ' ������ "� dF (x) = β−1

1 (1 − B(x))dx @ �� ����� y4�	O�

0��
� Φi(u)
d= Φ(u) ����� =��� Φ(x|u) = P(Φ(u) ≤ x|B = u)� ������� 
� 
����� @��	�O �

�������� ��� � ��4 @��� 4�	OP "��'����

P

(
L∑
i=1

Φi(u) > x

)
= (1 − ρ)

∞∑
n=1

ρn [1 − Φn∗(x|u)] ,
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;�� Φn∗(x|u) � �� nV������  
����� �� "�������� Φ(x|u)�
%�"��� '����� ' ��
�� β(−s) < ∞ "�� �������� s > 0  ���'?X�� �&����� @ ��  ' ��M


��� @WO "����  ��� �
��� ��	�ON

@DO  'X� �
'�� �������� �� ���� θ(u) > 0 @"��������� �'�&��;�ELJOP �����P ���

E
[
eθ(u)Φ(u)

]
= ρ−1, @��:�O

@DDO ����� ��;�P  'X� �
'�� �������� �� ���� C(u)P ����� ���8������

C(u) = ρ

∫ ∞

0
xeθ(u)xdΦ(x|u) <∞. @��3<O

8������

������� ��	�� ,�  W-���D"�� 7��	 ������'
�� �����	� ,��ED- 	 ,��F -5 
� ��	 �'(�� ��.
���� u ��������	��

P(V (u) > x) ∼ C1(u)e−θ(u)x, x→ ∞, @��3	O

���

C1(u) = (1 − ρ)E
[
eθ(u)D(u)

]
/[C(u)θ(u)]. @��3�O

:���� θ(u) ��
� ��_�	� �����	� ,��ED-� ]��
�
���� �����	� ��� ��9��
����	� C
���
��_�	� ��
����
 	� ������
��

ρ−1 < E
[
es1Φ(u)

]
<∞ ��	 ���
���� s1 > 0 @��34O

,����	�	 ������	5 ρ ����� (�
� ���
�
��� �����	�-�

%������ ��	4 ����� &���� "�� ��� =���� 
 �� ��9  �'���9� | ��
�� @��3<O � @��34O ��!�
���!� '������� ��"�����P � �� β1 = 1P �� @��34O ��!�� &��� "��� ��
��� ���

E
[
es2(1,u)(u∧F )

]−1
< ρ �HF KHjJ s2 > 0.

�������P ��� @��3<O 6�
�
����� ρ d
dsE

[
esΦ(u)

]∣∣
s=θ(u)

<∞� c� ���� C1(u) 
 @��3�O  
���� �
� 
��'

C1(1) = [(1 − λ)(λ− θ(1)]/[2λ(1 − λ) − θ(1)λ(2 − λ)]

���  �'���  � ���� ()n)	,-./P ��;�� β(s) = e−su � u = 1� >�� � θ(1) � �� ��� �
���
"���!������� ��# �
������� ��[��� '��
���P 
 ������� "��
��X��� � @��:�ON[

λ(λ− s) + s− seλ−s
]
/
[
(λ− s)(λ− seλ−s)

]
= λ−1.

o��� �� ��#  �'��# ��'���� � ���!� 
 Q7	R  ��"���������� ���������

%������ ��	4 "��
����� ��'���� 6� "��1����'? � ��"�����' 9
� �� �� "�������� 
��M
��� "��&�
��� ���&�
���  ����# uP 
 �� �� ��P ������
� �(���	� @UJIBm FBEJO @6��
�&����� 
������ 
����� ����� �1��P ������� �& '!���� � 
 ��1� y4�	 &���  ��� �
�� 4�$O

  � ���� ()*+)	,-./ "�� �� ������ &���[�� ρ�

�� &����A,+����� 
	��	�� ������� ��<K ��������
	� �	��� 
 3A����	�� =�����
��� ���>�����( ���)( f72� )(
57� K( gg� �b)A�b� 0R__gUjj�4g�6?j:�
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4� %��x�\ 0�0%�5{ �k0�|w�����\ ()*+)	,-./� ��0%�t����x�{}
x�w�5�

B��� ���
�)	����� ����������	� �	��� 
��(���	�

�& '��� ��� ���'������
 �  ����
���  � ���� -./P �&�&X�?X�9 � ' ���
�?X�9 ���M
���� ��� � ��$P ��?X�9 �&� �
��� ������ ������ � "��
���X�9P ����� ��;�P � "��'��M
�? � ��1�����;� �� "�������� "��1�  � �� �� ���&�
��# {L(t), t ∈ R+}� �' �� 
 ��M
��� t = 0+ ������ � "��
�# "����� ����� ��  � ���� � 
 6��� ����� �� �9���� �

  � ����� (n;x1, . . . , xn)P ����  ����!�� L(0+) = n ���&�
��#P n > 0P  � �������� ���M
��� xi ∈ [xi, xi + dxi), i = 1, 2, . . .� %���� �&�����P �� ��'���� � ��1�����# "��1�  
�0(t), §2.22.2.ζ = inf{t > 0 : L(t) = 0}� x�  ������ "��1�  {L(t), t ∈ [0, ζ)} � "��
�� "�M
����� ����� �� @ ������ L(t) = 0 "�� t > ζO� �
����  ���'?X�# �"����
�# ������
�#
='�1����P "� �����# � ����������9 "��1�  � {L(t)} @�����P � ����������9 "��1�  �
X0(t)O Q�<4P �<$P �<:RN

X(t) =
∫ t

0

du

L(u) ∨ 1
. @4�	O

@��� ������ �������9 ='�1�����
 ������
�;� ��"�  ��P �"�����P �&��� Q	:4R�O k'���
"���"���;���P ��� X(0) = 0, X(t) = X(ζ−) "�� t > ζ � limt→∞X(t) = ∞� >������P ���
X(t) <∞ "�� t <∞�

0�'��#�� ����� 
�����P  
�����  "��1�  �� {X(t)}P �"�������� � ���

τ(t) = inf{u > 0 : X(u) ≥ t}, t ∈ [0,∞). @4��O

o�� 
���� ��?X�� �' ��� ;������ ='�1��� 0���# �
� ����9 ='�1�# �&���'�� "��1�  
{τ(t)}  �  ��1������� "����X������ �' �� τ(0) = 0 � τ(t) = ∞P � �� {u > 0 : X(u) ≥
t} = ∅ @6�� ���"�������� {τ(t)} ��� 
 �9 ωO� �������P ��� "�� ��!��� =�� ���
��� t  ��
�
τ(t) � �� �����
 ��# ����� @B KEHbbDGA EDjJO "��1�  � X0(t) ��� ������ 
���� ��?X�;�
 ���# �
� σV��;�&�� ����!��

M(t) = L(τ(t)). @4�4O

k'���  ������ M(t) = 0 "�� τ(t) = ∞� x�
� �
� @4�4O �������P ��� "��1�  {M(t)}P �"��M
�����# "���� �
����P "��'�� �� "��1�  � {L(t)}  �'��#�# �����# 
����� @4��O� @0��
�������� ��� � ��"�������� Q4	P		�P	��RP Q	7$P	:4P�<�P�<4R ��� ������  �'��#�# �����

������O ���1�  {M(t)} �"����
�  "��
�~ ��  �����
����# 
�� ��  �  
���� ��"���M
������� ����������� x1(τ(t)), . . . , xL(τ(t))(τ(t))P 6��� "��1�  �&������  ���;� �����
 ���
 
�# �
��� 8�';�� "����&� �� �  ������ "���&����
��9 "��1�  �
 
 6��# � ��� �
��9
 � ����9 ��!� �#�� 
 Q�<�P �<4P �<:P �<3R�

�' �� ζm = inf{t : M(t) = 0}� �������P ��� X(ζ) = ζm� c���� ��;�P

τ(X(t)) = t, X(τ(t)) = t ��� ��!��;� t. @4��O

0"��
����
�

������� ��	� ,�DFV-�� B5� V5� E5� F5��W"� #���� 
����
��	��	 ���)����� {L(t)} 	 {M(t)}
� ���
��
�
��'9	�	 �����	
�����	 �����	�
��	 ��9��
���
 ���	��.��������
���
��
�
�	�5 ��	 ��
���� ��� ������� 2	��	�G����� t

τ(t) =
∫ t

0
M(u) du. @4�$O
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��������������� @0�� Q�<3P b� �4V��RP Q�	7P ������!��� 4�4R ��� ������#�O x�
� �
� @4�$O
������
��� �  "���X�? =���'�� ��&�;�P �;��?X�# 1������'? ���� 
  �'��#�# �����

����� Q4	P 2L� $P y�RP Q	��P 2L� :P y�RN � �� {X(t), t ≥ 0} , �����1������# "��1�   
������ 
���� ��?X��� ������������ � {τ(t), t ≥ 0} , "��1�  P �"���������# @4��O @����  
"���X�? �&����# � X(t) ='�1��OP �� ��� �?&�;� "��1�  � {Y (t), t ≥ 0}  ���������� "�
k����? ������������ 
�"����� �  ���'?X�� ��
� �
�∫ ∞

0
Y (t)X(dt) =

∫ X(∞)

0
Y (τ(t)) dt.

%�"��� "������ 6�' =���'�' "�� =�� ���
��� t � "��1�  ' {X(t), t ≥ 0}P �"���������M
�' ��
� �
�� @4�	O� ����!�� Y (t) = 1(0,τ(b)](t)L(t)� |����
�� @4��OP 6�� ���� 1(0,τ(b)](τ(t)) =
1(0,τ(b)]� %�;�� "��
�� �� �� =���'�� ��&�;�  
���� � �

∫ b
0 M(t) dt 
  ��' @4�4O� |����
��

@4�	OP ��
�� �� �� =���'�� ��&�;� "������� 
��∫ ∞

0
1(0,τ(b)](t)(L(t) ∨ 1)

1
L(t) ∨ 1

dt = τ(b).

o�� "��
���� � @4�$O� ��
�� �������  ���'��P ��� @ ���;� 
���� ��?X��O ���������� "��1�  � {τ(t)} �& ��?��

�"����
� @6��� =��� &�� ������ 
 Q�<$P �<:RO� 8�� ��!��;� =�� ���
��;� t  ��
� τ(t)

 @4�$O ����"�����'�� � ���N τ(t) � ��!� �
� {ζm > t} "��� ��
����  �&�# �&X'?  '��'
�� ��;'��9 �������� ��# �& �'!�
��� ���&�
��#P ������� �& �'!�
�?� � 
 ����� t @�
���!� ���&�
��#P �& �'!��9 �� ������ tO�

���1�  {M(t)} ����"�����'�� � ��� "��1�  �� �� ���&�
��# 
  � ���� M̃/G/∞  ���M
��
 ��� 
9���X�� "������ "������# ��� �
� �� λL(t) @ �� ���!� �������� ���O� �X�
��� ����"����1�� "��1�  � {M(t)}  � ���� 
 ��  ������� ��!��;� ���&�
��� ��� �� ��M
1�  � 
������ !���P �� "��������  �;�� � B(x) @ ��  y��4O� c�!��� �� ��1� �� 
����
 
��# !��� "���!���� ��';�� �� ��1� @"������
O  ��� �
� ��? λ� %�;�� {M(t)} "���M
 ��
����  �&�#  '��' L(0) = n ���
� ���9 
��
�X�9 � "��1�  �
P ������� 6
��?1����'?�
"���������P ���&� "���!���� �
�� �� ��1� @"������
O� c�!��# �� 
��
�X�9 � "��1�  �

�&���'�� � ��� �
��# �� ��1�# @"������O �� L(0) = n "��
���9 �� ��1  � ��
[�� �

������ !��� xi @����  ����# xi � ����� t = 0O � �� "��������� o�� ������ 
����!��
"��� ��
��� {M(t)} "�� ������� ' ��
�� (L(0) = n;x1, . . . , xn) 
 
���

Mn(t, x1 . . . , xn) =
n∑
i=1

Nxi(t), @4�7O

;�� Nx(t) , �� �� �� ��1 
 ����� t 
 �������� 
��
�X�� � "��1�  �P "���!���� ���M
 �
��� "������  � 
������ !��� x� %��������� ��!��;� "��1�  � {Nx(t)} �"����
�
 "��
��

����� !��� ����;� 
��
�X�;� � "��1�  �P �&��
�?X�;� � 
 ����� tP �"�������� � ���

Φ(x, t) =
∫ t

0
Nx(u) du. @4�:O

@� ��# ��������;�� Φ(x, t) &��� 

���� ���� 
 y��4 "���� =���'��# @��	�O ��� `6�����
�����!��a�O � @4�7O � @4�:O 
���� �������� � "� �
�# [�����

:�����	� B��� ����
� ��� ��  � ��
��?X�9 �����"���1�� @��	4O  ���
�� � ��"��� ���M

���#� o�� ��"����� ��;'���� �������� ��4�
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�
���� �&������� ϕ(z, s, x, t) .= E[e−sΦ(x,t) zNx(t)] ��� "���&����
���  �
�� ��;� �� "��M
������ 
����� !��� Φ(x, t) � �� �� �� ��1 Nx(t) 
 
��
�X�� � "��1�  �  ��� �
���
xV"������� 0"��
����
�

������� ���� ,�DFW- �� !5� E5� F" �� ������ ���	��� ���
��
	 �	�
���5 � ��
���' ���.
�(������� �	�
��� I$%&$�8JK1 �������
��� �������� ����� �����	 ,B��-5 �������
.
�� �����
��

E[e−sτ(t) zM(t)1(ζm>t)|(n; x1, . . . , xn)] =
n∏

i=1

ϕ(z, s, xi, t), @4�3O

���

ϕ(z, s, x, t) =
{
δ(z, s, t) ��	 x ≥ t,
δ(z, s, t)/δ(z, s, t − x) ��	 x < t,

@4��O

δ(z, s, t) = z e−(s+λ)t /ψ(z, s, t), t ≥ 0. @4�	<O

:���� 2��)	� ψ �����
�� ���	� �* �� t ,������
 q-

ψ̃(z, s, q) =
∫ ∞

0

e−qt ψ(z, s, t) dt =
q + s+ λ− λz + λzβ(q + s+ λ)
(q + s+ λ)(q + λβ(q + s+ λ))

, @4�		O

Re s > 0, q > −λπ(s), |z| ≤ 1, π(s) = E[e−sζ ] \ ��_�	� �����	� ,��!-.
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 ���
� ��9 ='�1��9 δ(z, s, t)P ϕ(z, s, x, t) � ������M
�� ' ��
���� ϕ(z, s, 0, t) = 1P ϕ(z, s, x, 0) = δ(z, s, 0) = z� o�� ' ��
�� ����!�?� ��� =���P ���
Φ(0, t) = Φ(x, 0) = 0P N0(t) = 0 � Nx(0) = 1� |��
��� 
�
���� � "�� ��  ������� �=�M
����������9 ������# ='�1�# ϕ � δ = ϕ "�� x ≥ t� 0� ��
���� '��
��# ����;���

�
��' '��
��# @��	$O � @��	�O ��� δ(s, u) = δ(1, s, u) � ϕ(s, x, u) = ϕ(1, s, x, u)� %�9��� ���
�� �� ���������� �
� ������� 4�� ����?���� � 
 =�������� �� "�� ������ ����������M
 �
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� ������� ��[�P ��� "�� 6���
='�1�� ψ �"�������� � ��
� �
�� @ ��  ��������� ��7O

ψ(z, s, t) .= exp
[
−λ
∫ t

0
ϕB(z, s, u) du

]
,

;��

ϕB(z, s, t) =
∫ ∞

0
ϕ(z, s, x, t) dB(x),

���'��  ���'�� ∫ t

0
ϕB(z, s, y) dy = −λ−1 lnψ(z, s, t), @4�	�O

� ���!� ϕB(z, s, t) = −λ−1 ∂
∂tψ(z, s, t)/ψ(z, s, t) � π(s) = −λ−1 limt→∞ lnψ(1, s, t). ��

>������� ��$ ���!�  "��
����
� ��� ������� 4���

�' �� 
 ����� t = 0  � ���� ()*+)	,-./ �9���� � 
  � ����� (n;x1, . . . , xn)� �
����
�&�������

pn,x(z, s) =
∫ ∞

0

e−st E[zL(t)1(ζ>t)|(n; x1, . . . , xn)] dt, n ≥ 1, Re s > 0, |z| ≤ 1, @4�	4O
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pn(z, s) =
∫ ∞

0

e−st E[zL(t)1(ζ>t)|L(0) = n] dt.

� "����'� ������' r'&��P ��!� "���"� ��� @4�	4O 
  ���'?X�# 6�
�
�����# =����

pn,x(z, s) = E

[∫ ζ

0

e−st zL(t)|(n; x1, . . . , xn)
]

dt. @4�	�O
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 @4�	�O "�����'? ���;����
��� � τ(t) @�� ���;���'�� "� 
���� ��?X��'
"��1�  'O �  �
� "������ ������' r'&��P ��!� "��'����  '����� @4�4O � @4�$O

pn,x(z, s) = z

∫ ∞

0

∂

∂z

(
E[e−sτ(t) zM(t)1(ζm>t)|(n; x1, . . . , xn)]

)
dt. @4�	$O
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 ����� t = 0�
������� 
� 
����� @4�	�OP 6�� "��
���� �

������� ���� ,�DFF- �� E5� F5� D" ��	 �'(�� ������ ρ > 0 ��������	�G �����'9�� 	
�.
������� �����
����	� ��� ����(������	� *������ ���	�����9�� 2��)		 �	��� 
��(���.
	� � ����
 t � ������ ���	��� ���
��
	 �	�
��� I$%$�8JK15 ��
���� ��	��
��
��	 ��	�		 n > 0 
��(���	� � ����
  

pn(z, s) =
z

λn

∫ ∞

0

∂

∂z

[
− ∂

∂t
lnψ(z, s, t)

]n
dt, Re s > 0, |z| ≤ 1, @4�	7O

��� �* 2��)		 ψ �����
�� �����
��� ,B���-�

�;�����
�� �  �'���� n = 1 @"��
�# "����� ����� �� �����
��� � ��� �
��� ���M
&�
����OP ��!� "��'���� p1(z, s) 
 �
�� 
����

������� ���� ,�DFD- �� F5���5��W" � �	�
��� I$%$�8JK1 ��	 �'(�� ������ ρ > 0

p1(z, s) =
z(1 − π(s))

s+ λ(1 − z)(1 − π(s))
, Re s > 0, |z| ≤ 1. @4�	:O
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 Q�<3P I��:M�3RP  �� ���!�
Q�	<P�		P��7R ��� '�����#�O ��� ��� ��;�&����� ��� "���&����
��� "��
���?� "��� ��
���
ψ̃(z, s, q) 
 @4�		OO 
 
���

ψ̃(z, s, q) = κ̃1(s, q) − zκ̃2(s, q).

� 6��� ��
� �
�

κ̃1(s, q) = [q + λβ(q + s+ λ)]−1, κ̃2(s, q) = (λ− λβ(q + s+ λ))κ̃1(s, q)(q + s+ λ)−1. @4�	3O

�� @4�	3O  ���'��P ��� ���
� ��� ='�1�� κi(s, t) = L−1(κ̃i(s, q))(s, t)P i = 1, 2 �
��?� �
"���� ���� ='�1�# 
�  ���
���� �&��
�?X�9 � @��������9O "��1�  �
 
�  ���
M
����� >�� � L−1 , �"������ �&��X��� @�
'����;�O "���&����
��� ��"�� � @���'��#
���;��� k���
���O~ ��;'���' q  ���
�� �
'�� "������� t� @��� ��&9����� �� "�������
L−1 � ��������' "���&����
��? ��"�� � κi(s, t)�O
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�  ���
����P �9���� � � ��"������ κi(s, t) eλπ(s)t "�� t → ∞� ���������P ��� ��� 6��;�
 ���'��  ����� "��
����� �������� ' ��
��P ;������'?X�� 
����!� �� "���&����
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 ������  ���9�
�;� �� �� Q7�P 	7$R� � ��� �
�� 6��;� "���&����
��� "��
���� � 
 ������
 ���� ��"��������# 6� "��1�����# ��!����� 
 ��
�# �� �� "��
�����9 ����� =��M
�'��O

� ��"������ ��� ��[��� �
'9 ����9  �& �
��9 '��
��# 
�  ���
���� �9���� �  
"���X�? 9���[� ��
� ��# '���
�# ������� 
�  ���
���� Q	73R� o�� ��[��� ���?� 
��

lim
t→∞κ1(s, t) eλπ(s)t = [C1(s)(λ− λπ(s))]−1,

lim
t→∞κ2(s, t) eλπ(s)t = [C2(s)(s + λ− λπ(s))]−1,

;�� C1(s) < ∞ � C2(s) < ∞ , �������� ��
� �X�� �� s �� ����� |����
�� '"���'���

�[� ' ��
��P ���'�� ' ���
���P ��� C1(s) = C2(s) "�� s > 0� %�;�� �� �
'9 "� ����9
"��
����9 ��
� �
 
�������P ���

lim
t→∞κ2(s, t)/κ1(s, t) = λ(1 − π(s))/(s + λ− π(s)). @4�	�O

0���� "������'��P ���P ��;�� n = 1P ��!� "������ "������ ��==���1���
��� "� z
� "� t 
 "�����;������ 
���!��� 
 "��
�# �� �� ��
� �
� @4�	7O� o�� "��
�����  
� ��
@4�	7O "� �� ���;����
��� � 
��'

p1(z, s) =
z

λ
lim
t→∞

κ2(s, t)
κ1(s, t) − zκ2(s, t)

,

� "����'� ��� =���P ��� ψ(z, s, 0) = 1� ������� 
� 
����� @4�	�OP ��!� "��
� �� "� �����
��
� �
� � 
��' 4�	:O� ��

x� "�������� "��1�  � {L(t)} � 
I�# "���!������# "��'� � Q<P ∞O ��!� ��"��� �#��P
� "����'� &����  �������� ���'������ ������ 
�  ���
���� ��� !�  ����  "� �&��P ���
6�� ������ � 
Q37P 2L� 	RP ;�� ��'���� � "��1�  ���� ������� 
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 Q37RP ��� �� ��&9����� ��  ������� �
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�  ��M
�
����P ������� �&���'?� � �������� ����� � ������� "������
 ����� ��P  ���'?X�9
��'; �� ��';��� ���
�# "��1�  
�  ���
����  � ���� �� "� ����
������ �� ������
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�&���#� 0������P ��� ������# ����� < ��!� �
����M
 � ������� 
�  ���
����� �����# "��1�  
�  ���
����  � ���� �� "� ����
������ ��
������
 "� �'"���� ���&�
��# 
  
�&��'?  � ���'� � �������� � �� "��
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 � 
�  ���
���� ������ ���P ��� �;� "��
�# ����� 
�  ���
����  �
�'� �  �'��#'?

�����' @ 
�&���# "�����OP ������� ����� 6� "��1����'? ='�1�? �� "��������  
"��������� λ 
 ��� �
�� "'�  ��
 ��;� 
9���X�;� "������ 8�� "�� ���� �� "���"���;���P
��� 
 �  � ���� -./  
�&��� �� ���&�
��# 
 ����� t = 0P ���� P(L(0) = 0) = 1���

�
���� �&������� g0(z, s)
.=
∫∞
0

e−st E[zL(t)|L(0) = 0] dt� ����'�� 
�
� �� Q�<3P b� ��R
 ���'?X�� '��
���P �������' '��
���
����� ='�1�� g0(z, s)

g0(z, s) = η(s)/λ+ η(s)p1(z, s),
�� ������	+�
	��� S�V��	 ����
����  ���V� �+
������� ������	+�
	��� |���	��
	AF	��,�� 
���,�����C

�� ��� 
 �����	�����	�	 ;<)b(<XX=�
�� $ ����D���( ������� ������� � ���+
������� �	�	������ ����
�� �� W���� ����
��� �	�	������ ����
�,(

�� W�� ���
��� � ����� �����+��� ��+����	�	�( ���( �	������( +	���	��� K�> � D�����
	���� 
 ��� ��	����
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;�� η(s) = λ/(s + λ− λπ(s)) � �� "���&����
��� ��"�� � "� t "���� �� 
�  ���
���� 
�

����� "��1�  � 
�  ���
����P '"���'��� 
�[�� 0����
������P

g0(z, s) = [1 + λp1(z, s)](s + λ− λπ(s))−1, Re s > 0, |z| ≤ 1. @4��<O

:�����	� B��� x�
� �
� @4��<O  
���
��� 9�������� ���� "��1�  � �� �� ���&�
��#
{L(t)} � [0,∞) "�� '��
�� ������� 'I��
��  "���&��� 9�������� ������ 6��;� !�
 ���;� "��1�  � � [0, ζ) @� "��
�� "������ ����� ��O� �� 
�"����� � ��� �?&�# ��M
 ��
���
�# �� 1�"��� 
  � ���� ()*+)	� 8� 1�"���# �"�������� � ������ 
�� ='�1��
p1(z, s)� �����P �9�!���� 
��� ='�1�� p1(z, s) �
���� � ��&���� ��'��� 6��"�� ������

  �'��� �� 1�"��� -./� 8��  ��
���P �"���� 
�� p1(z, s) ���  � ���� ELJ ()*+)	,
d2d/ Q37P 2L� 	P y�R

p1(z, s)FCFS =
1 − β(s+ λ− λz)

s+ λ− λz

z − π(s)
1 − z−1β(s+ λ− λz)

. @4��	O

x�
� �
� @4�	:O � @4��<O "��
���� � '�
��!���?

������� ���� ,�DFD- �� F5�� 5���" 6��)	�

g0(z, s) = [s+ λ(1 − z)(1 − π(s))]−1 @4���O

���������
 �	� ����(������	� *������ �����
��
�� ���	�����9�� 2��)		 �	��� 
��(�.
��	� � ����
 t � �	�
��� I$%&$�8JK1 ��	 ������� �����		 P(L(0) = 0) = 1�

���� ��  ��� �
�# ������� 4�$ �
���� � 
�� "���&����
��� ��"�� � 
������ �� �� '�M
 �
�� ���&�
��# 
  � ���� -./ 
 ����� t

�������� ��	� ,�DFD- �� F5�� 5���"

g0(0, s) ≡ p̃00(s) =
∫ ∞

0

e−st P00(t) dt = [s+ λ− λπ(s)]−1. @4��4O

>�� � � ����� ��"��������# �!�# ���� 0 &'��� '����
��� � �������  � �����
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 ����� t = 0�

r���'�� @4��4O "�����
���P ��� P00(t) "������!�� ���  '  �������9 pM='�1�#P 

�M
����' c�;���� "�� ��'���� =����� ��;����1����� 0����
������P ��;��  
�# �
�
P00(t) 
�����?� ��  
�# �
 pV='�1�#� � �� �� ��P |P00(t2) − P00(t1)| < ρ|t2 − t1| ��� 
 �9
"���!������9 t1 � t2P "� �����' P′

00(0) = −ρ� 0����
������P P00(t) �& ��?�� �"����
M
� ��� ������ ���� ��&�;�� o�� �������P ��� � �� 

� �� ='�1�? A(t) = (1 − P00(t))/ρ
P00(0) = 1P P00(∞) = 1 − ρP �� �� ����� "���� �� α(t) � 0 ≤ α(t) ≤ 1� @����� A(t) ��!��
� &��� ��==���1��'���# "�� 
 �9 tP "�������  �'!��  � ���� ()n)	�O 0��P �"�����P
iWBEJ � YLDEE Q7R "��  
�# �
� 
������ �� �� '� �
�� ���&�
��#� c���� ��;�P �������� 4�$
 ����!�� �������� =���� ��� ������ �""��� ���1�# P00(t)�

0���'?X�� '�
��!����  ����!�� ��';�# 
��  ��� �
�� 4�	 @� ���!� ������� ��	O�

�� $ ��T��( P00(t) N  ���V� �+������� ��d��� 
 ��������� ������� Yjkcj<NLtL/n �����
�� K�< ��
���	C
�� ����	����( ��� ������	 Yjkcj<N-./ ����� �� �� �	���  	�	����������� %����
�� K�< �	�	�������(
��� 
�� �+
������ ��
������,( �
,+	���� � W���  	�	����������� ������� Yjkcj<NLtL/( 	
���	�������
�	�������	�,���, � �	 ������� Yjkcj<A-./( �	������( 	�	���� �����
�, K�b� #�� �� �����( ��T���
���
��������� ������� 
 �+������ 
���,������ �������
�, �����
	��� P00(t)�
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�������� ���� ,�DD!- �W" ]�� �	�
��� I$%&$�5 �* p̃00(s) ��
� ��_�	� 2��)	�������
�����	�

p̃00(s) = [s+ λ− λβ(1/p̃00(s))]−1.

��������������� ����!�� θ = θ(s) = s+λ−λπ(s)P Re s > 0 
 @���O� |�
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���� �
�� @4��4O � @���O "� �� �������9 ��;�&����� ��9 "���&����
��#� ��
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������� ��[��� ��';�;��

�X� ��� 6�
�
������ =���� '��
��� @���O "��� ��
���� � ���

π(s) = β(l−1(s)), @4���O

;�� l−1(s) = θ(s) = s+λ−λπ(s) � �� �&����� ='�1�� � ='�1�� l(s) = θ(s) = s−λ+λβ(s)�
r'�1������� '��
��� @4���O 
�
���� � 
 Q	$	R "����� �����;����� ��������

�����#  "� �& ' ���
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� �
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 ������� �� ���  ��� ��9 �������#P ������ ' "�[��
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� ����
�����9 ������ 4��,4�� "��
����� �"����� � � 6��� ����� 
 � ��1�M
�����  �'���� �' �� Ei "�� 1 ≤ i ≤ L(t) �
��?� � "��[��[��� @�� ��;'����O �������M
� ���� �& �'!�
��� ��!��;� �� L(t) ≥ 1 ���&�
��#P �9���X�9 � 
  � ���� 
 ����� t�
%�;�� A0(t) = {L(t), Ei(t), i = 1, . . . , L(t); t ≥ 0} &'��� �����
 ��� "��1�  ��  "�� ��� �
��
 � ����#

{0} ∪ {n, x1, x2, . . . , xn : n ≥ 1, xi ≥ 0 �HF 1 ≤ i ≤ L(t)},
;�� xi �&������� 
�����' �� ��;'��;� 
����� �& �'!�
��� ' iV;� ���&�
���P �9���M
X�;� � 
 "��1�  ���P "�� i ≥ 1�

�
���� �&�������

Pn(t;x1, . . . , xn)dx1dx2 . . . , dxn = P{L(t) = n; Ei(t) ∈ [xi, xi + dxi), i = 1, 2, . . . , n}.

��"����P ��� P00(t) = P{L(t) = 0|L(0) = 0}�
0 "���X�? 9���[� ��
� ��;� ������ ��!� 
�
� �� ��==���1������ '��
���P ����M

��� '��
���
���?�  �
�� ��� � ��1������ ='�1�� "���� ��# P00(t)P Pn(t;x1, . . . , xn)P
n ≥ 1 (

∂

∂t
+ λ

)
P00(t) =

∫ ∞

0
μ(x1)P(t;x1) dx1, @4��$O

1
n

∞∑
i=1

[
∂

∂t
+

∂

∂xi
+ μ(xi) + λ

]
Pn(t;x1, . . . , xn) =

∫ ∞

0
Pn+1(t;x1, . . . , xn, xn+1)μ(xn+1) dxn+1, n ≥ 1,

@4��7O
;�� μ(x) � �� ='�1�� ��� �
� �� ������
 �� "�������� B(x) @ �� ���1  � �� �3O� ���M
���� ' ��
�� ���?� 
��

P1(t, 0) = λP00(t), @4��:O

Pn+1(t;x1, . . . , xn, 0) = λPn(t;x1, . . . , xn), n ≥ 1. @4��3O

| ��
��� ������
�� ���  � ���� '��
��# @4��$O,@4��3O �
���� �

P00(t) +
∞∑
n=1

∫ ∞

0
. . .

∫ ∞

0
P(t;x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn = 1. @4���O
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� ��# �
������ ��P '��
��� @4��$O,@4��3O �
��?� � "�� ��� �� "�� ������� '��
M
��# @���O �� Q	<$R � � ��1�����#  �'��#� �9 ��[��� 
  ��1������ ��!��� ���� �
��
� �
�� @��3OP 
 ������� � "�����
�  ��
�� ai 
�� �� xi�

�� �� �������9 ���������� ��9 ���"'��1�#  � "�����
���� �� � ��0P ��!� '&�M
���� �P ��� ��[���  � ���� '��
��# @4��$O,@4��3O "������� 
��

∫ ∞

0
e−stPn(t;x1, . . . , xn) dt = p̃00(s)[1 − sp̃00(s)]n

n∏
i=1

(1 −B(xi)), @4�4<O

;�� p̃00(s) ���� � ��
� �
�� @4��4O� �������P ��� [1 − sp̃00(s)] 
 @4�4<O  �
"�����  "��
�#
�� ��? ��
� �
� @4�	�O�

x�
� �
�@4�4<O 
 ������  ���� "��
���� � @4���O�

:�����	� B�B� � "����'� @4��<OP ��!� =������� ' ���
���P ��� ��������� "�
�M
���� "��1�  � {L(t)} 
  � ���� ELJ ()()	 ����� !� ��� � 
  � ���� d2d/ "�� '��
��
������� ' ��
��� |��
���@���O "�� β(s) = μ/(s + μ)  
���� � � �
�������' '��
��?
 ��[����

π(s) =
[
(s + λ+ μ) − ((s+ λ+ μ)2 − 4λμ)1/2

]
/(2λ).

@0���'�� 
�&���� ��� `Ma "���� �����P "� �����' |π(s)| ≤ 1�O %�"��� ��!� "������� "�M
 �� "�� ��9 ��;�&����� ��9 "���&����
��#P ��� g0(z, s)P ;�� p1(z, s) ���� � ��
� �
�� @4��	OP
 �
"�����  @4���O� o�� 
���P ��;�� P(L(0) = 0) = 1� �X� ���  "� �& ���������� �
� 6��;�
'�
��!���� ����?���� � 
 ���P ���&� "�������P ��� "��1�  � ���� ������� 
 �&��9  � ��M
��9 -./ � d2d/ ���?� ������
�# �=�����������# �"������ @AJGJFBEHFO 
  �'���P ��;��
B(x) = 1 − e−μx�

0���'?X�� '�
��!����  ����!�� �=����1�? ��� ������  ����;� �� �� ���&�
��#

 
  � ���� ()*+)	,-./ 
 ����� t�

�������� ���� ,�DFD- �� F5�� 5���"��∫ ∞

0
e−stE[L(t)] dt = λ(1 − π(s))/s2 . @4�4	O

��������������� ��� ��� 
��� ���� "������ "����
���# ='�1��� g0(z, s) �� �������
4�$ "� zP � ����P ∫ ∞

0
e−stE[L(t)] dt = lim

z→1

∂g0(z, s)
∂z

.

��

�������� ���� ,�DD - �E!5�� 5���5��B5��!5�B�" ����� ρ > 1 � �	�
��� I$%&$�8JK15 
�

lim
t→∞

L(t)
t

= γ � �����
��
�' 1, @4�4�O

�� \�, ��	��������� ������� Yjkcj<NLtL/ �i �� t ����D��� E[L(t)] ����� ����� 
� �� ��	
����� � 0K�K<:(
������� +	
���� �	��� �� β(s)� "�����(� ∞

0

e−stE[L(t)F CF S] dt =
λ

s2
− λ

s

β(s)

1 − β(s)

1 − π(s)

s + λ − λπ(s)
.

*������( W�	 ������	 ��	��
���, W�
�
	������� 0K�K<: 
 ���� +	���	��, K�K( ���	 B(x) = 1 − e−µx�
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��� γ = λ(1 − π(0)) > 0 ��
� ��_�	� �����	�

λ

∞∫
0

e−γx(1 −B(x))dx = 1. @4�44O

)*++,-./ .* .0, 12**3� ���
�� @��'���O ���������� �
� ��� 
 Q:�RP ;�� 6� "�'�����
��� �
��
���� 6������� ��� ������� ��  '"��������� ��9 
��
�X�9 � "��1�  �
� ���� "�� ���
� �������� ���������� �
� ��� 
 Q�4	R� �� � �
�� �  ��� �
�� 4�4 � �������9 ���M
�����9  
�# �
 "��1�  � {L(t)} 
  � ���� ()*+)	,-./ "�� ρ > 1� �����!'����� ��M
�������� �
� � �&�&X��� '"���'�� 
  ������ y	�� � 
  � �� �:� � � ���������� �
�P ��
� ��?����� Q�4	RP ��
����  ��!�P "� �����' ��������� �� "�������� "��1�  �K {L(t)}
 ������ � ���
� ���� ��

z���[� ��
� ��P ��� "�� �?&�# �� ��
���
�# �� 1�"��� � ��
[�� � ��&��� @fHF^CHBUO

 ������#�#  � ���� �� ���  �  ���� ��? ρ− 1P ��;�� ρ > 1P  �� Q	��R ��� Q�7P b�744R� %� !�
 ����  "��
����
� ��� �� �� ���&�
��# 
 ����� t 
 "���;�'!��#  � ���� ()*+)	,d2d/�
8�';���  ��
���P 9���[� ��
� ��# 6�
�
����  ��� �
�� 4�� ��� �� 1�"��� d2d/ @��;��
ρ > 1O 
�;����� ���

lim
t→∞

L(t)
t

= ρ− 1 fDEL bFHWBWDCDEm 1,

 ��P �"�����P Q	��R� 0��� �
�� 4�� ���� ����'��P ��� ��������� "�
����� �� �� ���&�M

��# 
  � ���� ()*+)	V-./ � ����� "�� ���P ����;� ��!� &��� &� �!����� � "��
�#

�;����

:�����	� B�!� c� ���� γ 
  ��� �
�� 4�� ���
��� � �����' �
 ��� "��������� 
 ���M
��� 
��
�X�9 � "��1�  �
P 
 ������#P ��� "��
���P � � "����'�� � ��1�"1�� "������ ���M
�� ��� � "����
�"���!� �� 6���'P ������ �������# &����'�� �P ��� "��
���P � ��1�"1��
"������ ����� ��P � � � "����'�� ��1�"1�� �����' �
 ��;� "��������� o�� ���� �� "��M
����
 ��'�� ��#P ������� 
�����?� "�� "�"����9 � "�����
��� �������� "������ ���'��M
���� ��P  ��!��P ������ �������# 
 
��
�X�9 � "��1�  �9 @� ��&����O� x�[��� '��
���
@���O � γ ��� �
��P �9  
��� ���� �  ��� �
��� 4�� 
  �'���  � ���� ()*+)	V-./� 5���M
�' �
 ��# "������� ��
� <P ��;�� ρ < 1 @ ��1�����# ��!��O� o�� ������ ����� �#
 �'��# ��� ������ 
��
�X�9 � "��1�  �
 � ��&���� "�"'����#  �'��# ��� ������ �������#P
"����' ��� π(0) = 1 
 ����#  ��'�1��� %���� �&�����P ��&���� ����� �� 1��� ������ �����M
��# @����# ��� � ��"������ ��# ����� ��������;� "�
�����O �������
� �;����'�� �
��� ������� �  
���  '���;���� @��'����  ��1�����;� "�
�����O� �����!�P  ������
��!�� ��"����� ���1 �������� ��	��

0���� '"���'�� "�� ��� ������ ���� ��
� ��# ����;  ��� �
�� 4�� ���  � ����
()*+)	,dZ./ "�� ρ > 1

lim
t→∞

L(t)
t

= λ(1 −B(x∗))  
������ ��? 1, @4�4�O

;�� x∗ � �� ��[��� '��
��� λ
x∫
0

(1 − B(y))dy = 1� 0���� �� �� �� "��1�  � {L(t)} 
 "���M

;�'!��#  � ���� ()*+)	,dZ./P "��� ��
���� ��
� �
�� @4�4�OP 
�
���� � �� ���'��M
����
 Q�<�P �<3P �	�R� ��� ��#[�#  "� �& ���������� �
� , � "�����
��� ����� ��[��� ���
� ��1�����;� �� "�������� ���� ������� Q�<3P �	�P ��$R�

���
���� ��"���
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������ ����	�������� �������� ���� Q�<3R � �� ρ < 1P �� ��
� �
� Pn = (1 − ρ)ρn, n =
0, 1, 2, . . . , 
������� �� @4���O "� �� "������� ���  ��� ��# ��'&���
�# �������
lims↓0 g0(z, s) = limt→∞ E[zL(t)] = (1 − ρ)/(1 − ρz) � "� ���'?X�;� �&��X��� 6��# 
�����M
� ��# "����
���X�# ='�1��� ��

�� ������� 4�$ ���'�� ��
���� ��� ��';�9 �
�9 ���'������
 "� 9����������1�� "���M
9���;� "�
�����  � ���� ()*+)	,-./ Q�	<P�		RP � ����� �� �;������ � ������� �& '!M
����� 
����� ����� �1�� �  ���� �� '&�
��� @UJIBm FBEJO�

5�!� 
�"� ��� 
 �
�� 
��� � ��1������ 
������ ��  � ����#  � ���� ()()	,
-./ @ ��P �"�����P Q�	<P�		RO 
 ������9 ����=�1���
��9 ='�1�# k�  ��� "��
�;� �����
o�� 
������ ��  � ����#  �
"���?�  
������ ����  � ����#  � ���� ()()	,d2d/ Q�7P
$�P 	�3P 	$�R 
  ��' �������� 4�4� � ��"������ ���  ����;� �� �� ���&�
��# 
 ����� t
��
� �� ��� 6� "��1�����# =��� B(x) "�� t → ∞ @ρ < 1O @ ��P �"�����P =���'�' @��$$O
��� E[L(t)|L(0) = 0] 
 Q�	�ROP �� ������#  ���'��P ��� E[L(t)|L(0) = 0]  ������ � � ρ/(1 − ρ)
6� "��1����� &� ���� c� ���� Tc = [μ(1 − √

ρ)2]−1 "�� ρ = λ/μ < 1 9���������'��
 ���� ��  9����� �� E[L(t)] �  ��1������' �����? "�� t → ∞~ �� ���
��� � �������
�������)		 @ ��  Q�7P4<RO� �&����� 
������ �� ���� Tc �� �� ���
��� � `� ��"������ ��#
 ���� ��? '&�
���a�

k���� '��&�� �"�������� 
����� ����� �1���� ���� � ��
� �
��

Tc = Tc(P00(t)) = inf{T ≥ 0 : P00(t) − P00(∞) = O(e−t/T )}.

o�� �"�������� "��;��� ��� �?&�# ������#�#  � ���� �& �'!�
��� "��  �&�?����
' ��
�#N @DO ρ < 1P @DDO �&� =��� ����
���
 ��!�' "� �'"������ � ��� ���&�
��# ���?�
��;��# 9
� ���� �� �����' � ����� '��  � ���� ()*+)	P �� �� ������ "���"���!���P ���
β(s) ↑ ∞ "�� s ↓ sb P ;�� sb < 0 , �& 1�  � �& ��?��#  9����� �� ��� ��0 β(s)� � 6���
 �'��� β(s) ����� �������� ��� "�����!��� � �� �� ��
�# "��'"�� �� ��P  ����
�����M
�P B(x) /∈ K� @������'� �"�������� Tc � � "����'� 
�� �� P00(t) ��';�� � ��1������
9�������� ����  � ����P ��!� �9����� ��� �9 �1���  ���� ��  9����� ��P ������?X�M
� � �� "��
����# �����O� �1��� 
  ��� �
�� 4�$ "��'��� ��� "�� ��#[�# 9�������� ����
P00(t) − (1 − ρ)�

�������� ���� ,�DFW- �B 5�� 5���5���"� ��	 ������� ����������		 �
��	
���� β(s)
����� �������)		 Tc ��� �	�
��� I$%$�8JK1 ���� ��
	 	� �����
�� Tc = −s−1

0 5 ���
s0 8 �	�������
� ,���(�� 
����- � �	(���_�� ����
�	
����� ���
�' ,	���'��� ���'�
� 
���� s = 0- 2��)		 p̃00(s)5 ������������ �����
��� ,B��B-�

��������������� �� @4��4O 
�������P��� θ = θ(s) = s+λ−λπ(s)P Re s > 0 � �� ��� �
���
��[��� '��
��� β(θ) = (s + λ − θ)/λPRe θ > 0� �  ��' "���"���!��� � 
��� ��0 β(s)P
��� �
��� ��[��� '��
��� β′(θ) = −1/λ � �� θ0 � (sb, 0)� ��6���' ='�1�� θ(s) �����
����' 
��
���� 
 s0 = θ0 +λ(β(θ0)−1)� �������� ��� "�����!��� ='�1�� θ(s) � �&�� ��
Re s > s0 ����� ��� �
��# ��� "�� Re s > s0P ������# �
���� � "��? �� ='�1�� p̃00(s)�
0����
������P s0 � �� � �&�� �����  ��&���[�# ��# �
������# �� ��? ='�1��� p̃00(s)P
�� � ��?����� "��? � 
 ����� s = 0� ��
�� ���,��� 
������ ���	��	D�� 

�� 
���
�� F��+ 0.�Y76Q3: 
 <>bb ��( �� ��� ���������� ��������� �����	���,

�� ���
�������� %�� �	��� ;<�>( l��X=�
�	 !������( ��� ���� 
������ ���	��, 
 ������� kcjYj<NLtL/ W�������D�	���	( 	�� ���� �	����������

�����
	��
 ���� ����������,�� ����� �,�����  
���� !�	��( ������	 kjYj<NLtL/ � ������
	������C
���� +	
����� �����
	��
 ���� ����������,�� ����� ���
���� � �	���������� 
������ ���	��, �
�,�����  
�����( Q33 ;<�>=�
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o�� '�
��!���� ������� 
 Q4<R @	�37O 
 ����� ��  � ���� ()*+)	,d2d/� ����� �&���M
[�� ���"��1�� ���'������
 Q$�R @	�7	O "��
����� "��'���� �� !�  ���� � ��!� &���[�� 5�
�& '��� 6��� 
�"�� "� �� �������� 4�$�

����� ����� �1�� Tc ��;�� 
��� ���� �  "���X�?  ��� �
�� 4�$ ��� �������9  � ���
()*+)	P ��;�� B(x) ����� ���&�V��1������� ��0 β(s)  � ����������  ��"�� 	 ���
�� %���� ��0 "��� ��? �"�������� �  ����� β1P ��6==�1����� 
����1�� =��� B(x) �
��&���[�� "��? �� s0 6��# =��� �������P ��� Tc � �� 
���� ��?X�� ='�1�� ��;�'��� ρP
��6==�1���� 
����1�� � s0 "�� �� "��������9 B(x) ����;� ��"��

:�����	� B�V� �������'�� "� �""��� ���1��� 9�������� ��� "����
�������� ��  � ��M
�� ()*+)	  �� 1�"����� d2d/ � �2d/ �� ������ �&����� �� �������� 9�������� ����
 �
"���?�  9�������� ������  � ���� ()*+)	,-./P �"�����P P00(t) � E[e−sΠ]� x����&���M
�� �""��� ���1�� 
������ �� P00(t) ��;'� &��� ��
����� ��  ����# Q:	P 	:3R� %����P 6��
 �����  ����!�� �""��� ���1��  ����;� 
���'����;� 
����� �!����� E[W (t)] 
  � ��M
�� ()*+)	,d2d/P  ����'?X�# ��  
�&���;�  � ������ z���[� ��
� �� "�� ��� =���'��
@4��3O ��� �� ='�1�� E[W (t)] ���  ��� �
�� ���'������ %����� @4��:O� �� �� 
���!��� �

 ������9 p̃00(s) @ �� @4��4OOP  ����
������P ���'�� "��'���� �""��� ���1�� 
������ ��
P00(t)� � Q:	P 	:3R ��  ������ �&� ' ��
�� ���;�'��� @ρ < 1O � "���;�'��� @ρ > 1O 
  �'���
�� "�������# B(x)  ��;���� 9
� ����� 0�'��# B(x)  ��!���� 9
� ��� ����� �������� �
@ �� @4�4�OO�

x�  ������ ��"��� � ��"�����' "������ ����� �� "�� ��;��9 9
� ��9� �������P ��� 

 ��'  ��� �
�� 4��P � ��"������ 
������ �� P00(t) � 9
� �� "������ ����� �� �� �  
���M
�� �' �� π(x) &'��� "���� ��? �� "�������� "������ ����� �� "�� ���[������9 =���

����� �& �'!�
���P ��;�� �� π(s) 6��# "���� �� "� x ���� � ��
� �
�� @���O� � �&X��P
�� '� �
'�� "��� ��
���� ��� ��0 π(s) �� "�������� "������ ����� �� 
 �
�� 
���P �

����!� 
��� ���� "���� �� π(x) "�� �?&�� x "� ��� �
�� "����;� �&��X��� ��2 π(s)�
o�� � �
�� �  ���'?X�� �����!��� 
 ���

π(x) =
∞∑
n=0

e−λx(λx)nbeta(n+1)∗(x)/(n + 1)!,

;��
beta(n+1)∗(x) � �� "���� ��  '��� �� n + 1 ���
� ���9 � ������
� �� "�������9 ���M
����� ��# �& �'!�
���P  �� Q$�P 	:$P 	<3R�

c�� � 0��� Q$�R �  ����
��� � ��"������ ��� "�
����� "���� �� π(x)P � "����'� �����
 ����
�# ����� @���� ����� "���
��� ��� �� ����#[�;�  "' ��O

π(x) ∼ Cb(πx3)−1/2e−x/Tc x→ ∞. @4�4$O

>�� �
T−1
c = λ+ θ − λβ(−θ) @4�47O

���
��� �  ���� ��? '&�
��� @UJIBm FBEJOP θ � �� ��� �
��� ��# �
������� �� �� y  ��
�
�� 
 �9  �;'���� ��# "����
���X�# ='�1�� ������
 β(−s)P ����#P ���

β′(−y) = −λ−1 @4�4:O

� Cb = [2λ3β′′(−θ)]−1/2�

r���'�� @4�4$O ' ���
��� ��� ��
� �
� @��O 
 Q$�P b�	$7RP �� � ��?����� �&�����M
�#� ���
�# ��� � ��"������ ��;� �����!��� 9
� �� �� "�������� "������ ����� ��
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DE�CFGFHIF JDKLF99KDE TPO∫∞
x π(t) dt "��
��� =���'��# @$<O � ��# !�  ����1� ��;� Q$�R� @r���'�� @$<O  ����!��

�
���# ��!����� x−1/2 
�� �� ��������;� ��!����� x−3/2P  ��  Q:R�O

0���� ��������P ��� P00(t) ����� �' !�  ��'?  ���� �� '&�
��� T−1
c ��� 
 @4�4$O �

P00(t) − (1 − ρ) = Ce(πx3)−1/2e−x/Tc x→ ∞, @4�43O

;�� Ce = λCb/θ
2P θ � �� ��[��� '��
��� @4�4:OP � Cb ��� 
�[��

c�;�� B(x) ∈ RV (−a)P �� @4�43O �  "��
����
�� ��
����� 9
� �� 
 6���  �'��� ' ���
M
��� � �'  ��� � %�#;��� ���


P00(t) − (1 − ρ) ∼ λ(1 − ρ)1−a(a− 1)−1x−(a−1)�(x), a > 1, x→ ∞. @4�4�O

B��� ���
�)	����� ������
�� ����������	� �	��� 
��(���	� 	 �����	 ���(���	�

5���� �����!��� � 6������ �����!�� ������ � � ������ ��X��P ��� �;� �����#[��
' �
��[� �
�
��� "��
����� "��'���� ����� ��[��� ������P '�����# 
 ��;���
�� 6��;�
"���������� ���
���� ���'������ ����;� ��[��� "��&���� 
��� ����  �
�� ��;� �� M
"��������  ��
� V (t, u) @
����� "��&�
��� �������;� ���&�
��� ���� uP "� �'"�
[�;�

 ����� tO � L(t) @�� �� ���&�
��# 
 ����� t−O 
  � ���� ()*+)	,-./ Q��	P���RP Q��4P�	$RP
Q�	7P �	:R�

�' �� ζ = inf(t > 0 : L(t) = 0) BGU π(s) = E[e−sζ ] , ��0 �� "��������  �������;�
"������ ����� �� @ �� ������' ��	OP ���� ��� �
��� "���!������� ��[��� @ �����[��
�& ��?��� �������O ='�1������;� '��
��� @���O� �
���� �"��������

ṽ0(z, r, s, u)
.=
∫ ∞

0
e−stE

[
e−rV (t,u)zL(t) |L(0) = 0

]
dt (Re s, r > 0, |z| ≤ 1). @4��<O

o�� ='�1�� �"�������� �
'�����  �
�� ��� @� ��1������O �� "�������� "��1�  �

{V (t, u)} � {L(t)} "�� '��
�� ������� ' ��
��� 8��  � ���� ()*+)	,-./ �
����!�
"��'���� �� "�������� "��1�  �
 {V (t, u)} ��� {L(t)} 
 �
�� 
���� ����'�[��P ��� ��!�
 ������P 6�� �#�� @��;������O "���&����
���P �  �1����
���  6���� �� "��������M
��� ��"����P ��� ��!� 
  ��1������ ��!��� ��
� �� ������ �
�# 
�� �� "��������
�� �� ���&�
��#� ��[ �&�&X��# ���'����� "��� ��
�� '�
��!����� 2"��
����
�

������� ���� ,�DDE- ����5���5��B5��V" ]�� �'(�� �����	
����� �������	 ρ = λβ15 
����
��_�	� ��� 2��)		 ṽ0 	���
 �	�b

ṽ0(z, r, s, u) = p̃00(s)
δ(r, u)

1 − ã(z, r, s, u)/ψ(r, u)
@4��	O

��� p̃00(s) = [s+λ−λπ(s)]−1, δ(r, u) = e−u(r+λ) /ψ(r, u) , ψ(r, u) ���
�� ���	� ����(������	��
*������ �� u ,������
 q-b

ψ̃(r, q) =
q + r + λβ(q + r + λ)

(q + r + λ)(q + λβ(q + r + λ))
(r ≥ 0, q > −λπ(r)), @4���O

ã(z, r, s, u) = zλ

{
ψ(r, u) ∗

[
e−u(r+λπ(s)−s)

∫ ∞

u
e−y(s+λ−λπ(s)) dB(y)

]

+ e−u(r+λπ(s)−s)
∫ ∞

u
e−y(s+λ−λπ(s))(1 −B(y)) dy

}
. @4��4O

�
 $�+�����( � ��	��, ��������
	�	 
 ?@	� ?AA�� ���B
B� �������� 
 <>>)A<>>X ���� S�� �����	 ����	�	 ����
��������� �, �	�( ��W���� ��	+	���� ����� 
�
���� 0K�K>: ���
	�
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TP* QRSK' QRSK'E

:���� ∗ 8 �	���� �
	�
��������� ����
�	 NUY π(s) 8 �		������ ��_�	� 2��)	����.
��� �����	� ,��!-�


�������� � ��������������� 8��������� �
� � �
�
��� � � �� "�� ������ �[�9
��;'����
 �� Q	<$RP Q	��RP Q�<	RP Q�<3R @ �� y��4 � ������� ���P ��$ � 4��O � ��  �����
����#  �'M
��#� �� � "����'�� ���!� �&p������ "�����
 ��&���  �&��
�?X�� � "������� ����� ��P
 �'��#�# ����� 
�����P � ���!� �������� �� ��'�1�� �� ������ 
�  ���
����P ��;��M
���'?X�9 "��1�  �
 � ������ 
��
�X�9 � "��1�  �
� �� ���  �'��� z = 1 (t → ∞, ρ < 1) �
r = 0 (0 < ρ <∞) �& '!���� � 
�[� @KJJ BCKH Q�<:P�		P�	�RO� o��  �����  ����!�� ���!� ���

�!�9 "����#P ������� �
��?� � @�� �������#  ��"��O ����';������ ������ ������
������� ���&� 
�  ���
��� �"'X��� [�;� ���������� �
�P "����� � "�����
��� '����M
�� 
�[� ���������� �
� �� ��9  �'���
 
 ���� �
� "����!'����9 6��"�
� �  'X� ��P ��

�
��� 
���!��� ��� ṽ0 I "���X�? ��;� !� ������ �����"���1�� � 6������ �����!��P ����
"� ��� �
�� "��� ��
���� ' ��
�;� 
����� "��&��
��� V (t, u) � �� �� ���&�
��# L(t) 

����� t 
 
��� �������;� �&�&X��;� ='�1����� �� @����
�����;�O 
��
�X�;� � "��M
1�  � � "��
�� "������ ����� ���	� � "����'�  ��'��'�' 
��
�X�;� � "��1�  �P �� 
�
���
� ��[��� 
 ������9 ��;�����9 "���&����
��#  � ���' ��==���1�����9 '��
��#
 �� ���� "����
����� "��
�;� "������P �"������?X'? ṽ0 � "��
�� "������ ����� ���
����������# 
�� ṽ0 � 
 �# "���!������# "��'� � 
����� &�� �#��  "���X�?  ��M
�����9 "�����
 ������ 
�  ���
����� x�[���  ����!�� ���'��� ���;���� k���
���P
���� �"������� �&��X��� "���&����
��# ��"�� � L−1 @�"�����P ψ(r, u) = L−1(ψ̃(r, q)) 

@4��4OO�

:�����	� B�W� %������ 4�7 ��!�� &��� "��� ��
��� 
 � ������9 6�
�
�����9 =��M
��9� >�� � 
�&�� 
�� "��� ��
���� ���'������P �"����?X�# =���'�' @$��O �� Q�<7R @ ��
���!� Q��	P gL� 4RP ;�� 6��� ���'����� "��
���� � 
 ��';�� 
���O� x��'����� ��!�� � ��
����
�'��&�� ��� "����!��#� ����� �� "���!�� 
 y4�4P ��� ����� ���� ��!�� ������� �
� ������ �[�&�����O�

:�����	� B�E� o��� ���'����� @ ���� ��';�9O �& '!���� � ���!� 
 Q�	7RP ������� 
��?��M
�� &���� �������� ���������� �
� ������� 4�7P ��� "��� ��
��� ��� �� �����P @ ����X�M
��O ��;'����1�� �� Q�	7R 
��?��� �!� ��� ��"��������# ���������# � ����������M
 �
'�

��%��������4 ��������� � ��������������� ��� �� � �
�9 ���# ���������� �
�
 � ���� 
 ��'���� ������
�;� ='�1�����P �"� �
�?X�;� ���"���� 
� 
����� �� ��;M
'��;� �& �'!�
��� ' �������;� "������;� 
���'����;� ���&�
���

X(t) =
∫ t

0

1
1 + L(y)

dy

;�� L(y) � �� �� �� ���&�
��# 
 ����� y @ ��  '��
���� @��4�O 
 Q�	�RO� @5�!� "�������P
��� "��1�  {L(·)} �
���� � "���!������ ���'������ � 6�;����� ��� "� z���� ' "��
ρ < 1� o�� �  ��
�� "��&��� "�� ρ > 1P 6��� � ��� �
��� "��1�  � &'�'� ���������� 

�����  �'����O � �� �"�������� ��� u ≥ 0

V (0, u) = inf (t ≥ 0 : X(t) ≥ u),

�� %
,+� � 
��
,T����, ���D���	�� �� ,
�,���, ��	���������( �	� 
 �	���	 a����, ;KK= � *��	��	 ;>>=�
�	��	���
	���� 
��
,T���, ���D��� ��� ����	� 
 l��K � lK�<� !� �	�����	�� 
��
,T���, ���D��� *�	��	N
F�	Ah����	 0���( �	������( ]PO36Q ;Xb=( 17fP23597( 1?p53_Q7f � /R?63597f ;<<�( l<K��=( �P_?_45 � �?B97f ;<X�=:�
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DE�CFGFHIF JDKLF99KDE TP+

�� V (0, u) &'��� 
������ "��&�
��� "������;� 
���'����;� ���&�
���P "� �'"�?X�;�

 ����� <� 0 ��';�#  �����P 
���� "��&�
��� V (t, u) '��
���
����� '��
��?∫ t+V (t,u)

t

1
1 + L(y)

dy = u.

��'���� ����9 "��1�  �
 � "��
�� "������ ����� �� "��
����� �����"�����
��� V (t, u)
� �������� �&��
�?X�� � @ '&O"������ ����� �� @

����� 
 Q	��P �<	R � '"���'���

 �������� ��7O � 
�
� �� ��==���1������ '��
���  �� ���� "����
�����P �"�M
 �
�?X��� 6
��?1�? 6��9 �&��
�?X�9 � "������
 ����� ��� 8��� �&��;���� �P � �� 

�M
 �� �
�# �� [��& 
����� "� ��� �
��  �'��#�# ����� 
����� @����# "���� �� ������

������ ��# � "�����
� 
 ��� ������ ������# ��������� "��1�  ��� 
 Q	<$R @	�:�OP  ��
���!� Q�<�R @	�3�OP Q�<4P �<3P �	�P ��$RO� � �
�� �� [��&� 
�����  � ���� ()*+)	,-./ "��M
�&���'�� � 
  � ���' M̃/G/∞P 
 ������# ��� �
� �� 
9��� ��
� λL(t) @� ��
� λP � ��
L(t) = 0OP  �� �������� ���� �� �� ��[���  ���
�� �
'?X�9 '��
��# @�&�&X��� 
����M
�� '��
��# @��	�O � @��	$O�� OP ��!� � "�����
��� ��;'����1�? �� ������ 
�  ���
����P
���&�  
����� E[e−sV (t,u)1(ζ>t)] � "��
�� "������ ����� ��  E[e−sV (t,u)] � 
 �# "���!�����M
�# "��'� �P  �� ��� � "� ��  9��� ���������� �
� ������� 4��� ��

:�����	� B�F� %������ 4�7  "��
����
� � ������ ��� ' ��
�� ' ��#��
� �� ρ < 1P �
� ��� ρ ≥ 1� � � ��������� � ��
�
� �� "�
����� "��1�  �
 
  � ���� ()*)	,-./
 ����!�� � 
 6��# �������P � �� ��!�� 
�
� �� �� �� &���[� �
� @� �� � 
 �O ��
� �M
�9 � �
�9 ���'������
� c���� ��;�P ������� 4�7  ����!�� 
 � '�
��!���� "�����'X�9
"���������
 ��� �� ���  �'���� ��������� �� �9 &'�'� ���!� "��
���� 
 y4�4�

:�����	� B�D� x�[��� ��� ��';�9 ������9 ' ��
�# "��'���� � &���� ;��������P ��
�� ���� ����!�� @������ ���  �'��#�# 
������ V (t, u)O 
 Q�4�R @�� � �& '!���� 6���
���'����� 
  �����O�

:�����	� B�� � �����
 
 "��&���' �9�!���� �� "�������� 
����� "��&�
��� 

 � ���� ()*+)	,-./ "�����[�� ��� ������ ���
� 
 DG Q	<�P 	��R @���1  ����� ���9
;���
O� � �� 
����P �� � ��?����� �
����
 Q	<�RP ������ ���;�� ��';�� �  ����
�����
@�"�����P ��8�0���
��
P x�q�  &��;�� �P 
����!�P r�r� ��� � x��'�=O � ���
��� 
'�M
��?? ��!� �� 6��# ������ � ��'�� ��P 
�����?X�� "�� "�"����9 "��'���� �� ��[�M
��@�O� � ������ "��� �� �������#P ������� ��� � ��$ &��� "�
���� "����������P � 

1���� ���
���� ������ ��������� "��1�  ��� ����������� �P �� � ��?�����P �"�����P ��M
&�� Q	$:P	$3P�<:P�<3P�<�P�		RP ]��PdsP*F�	PS/�4P/J��P Q	�$P��	P���P��4R� @� ��"������ � "��M
������ ������� �
��?� �P 
 � �
��P "�&����� ���'���������O c��#��� �"� �� Q	<3P b�
��7RN

`� � � �[� ��'���� "������ ����� �� 
 ��# �
������ �� �
���� � ��'����� �' ���M

�
[�9 � �
���# � 6�� ��� �� "���� ��;�P ��� ���
���� ������ �������# ���������M
�� � @'
���� 
 &�����Oa�

o�� �������� c��#���� ��"�������� �&p� ��� �  ��� �
��� 4��P � �;�  ��
� ���?�
&���� ;�'&���#  �� �� ����;����P � &����  ����� "����� @ ��  ��������� ��7O 9�M
��������'?�  � ����� ������ ��������� "��1�  ���� %�"��� ������� 4�4,4�$ � 4�7 ��?�

����!� �� 
�&���� � �� `&�����a � "��
���'? ����;' � ����� � `��"�� �
 ��# ���M

� a c��������� �����!�P "��
����� ����;� "��
���� � ��';��' `&����'aP �"�����P �
�� %�� �	��� �������	��� � ��	+	������
� ������� K�� � ����� ��d,�����, � ������	� K�K � K�� 
 lK�<�
�� F����� ��+����	�� 
 ������ ������� 
�
�,��, �	��� 
 ������	 ������	+�
	���� %���� ��� �	+	 W��

������� *��	��	 ;<��= ���	�� �
�� +�	������� +	���	��� ��� w�	��	��
���� +	�	
��( ������� +	������
����� ��	��� ������������� �D��� 
 ������ �������x�
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�� ����' �&��X��? ��;�����9 "���&����
��# ��"�� � ��� � �""��� ���1��� 
 �'9�
�������� 4�$P � 6�� '!� &'��� ���;� &���� ������� � �;�'&���� `&������a� ��� "��M
9�� � 
�;���' �� ��"�� �
 ��# ���
�  � ���� 
 � "�����
��� � ��"������ ��;� ������ ���
���
���� �""��� ���1�#P �� ��  "���X�? "���&����
��#P  �� Q�$R � y��	<P ��		� � � �
��P
� ��"������ ��# ����� "������� � ���  ��1�����9 9�������� ��� "����
�������� ���
5���� �� ���;� �&��X��� �� � "����
���X�9 ='�1�#P ��;������ ������;� � �
��
� ����9 r'���P �"� �
��� � 
 Q$R� 8�!� �
'����� "���&����
��� ��;'� &��� 6==����
M
� �&��X�� �� ��� "� ���#�# ���� ��� &���� "�� ��9 �� 1�"�� �& �'!�
���P ����9
��� d2d/ ��� �2d/V.� o�� ������ 
����!�� �� ��� �9����� �� "�������� ��
� ���#
�� 
����� � ��
[�# � ��&��� @���� 
���'����� 
���� �!�����O 
  � ���� ()*+)	,d2d/  
�� ������ 
� ���# ���� ��? � �&���[�� 
������  ����� �������� ��!�� ���!� "��'����
"��� ��
���� � ��';�9 ��&���9 
 6��# �&�� �� �� �&����
 Q$:P�RP � ���!� ���
�#  ����� ��
� �;��� Q34R� 0����� Q34R  ����!�� ��� ����� �9 ���'������
 "�� ��;������ �� ���;�
�&��X��� "���&����
��#  "���X�? ;�'  �
 ��9 �
�����'��

B�B� ����
���� ����� �����
�	��

o��� "�������� ���� ��� "������
 ��� ���� ���1�� 
����!� ��# "��
����9 
�[�
������� ��� �'"�� � ��������  ��� �
��� ������� 4�7�

�������� ���� ,�DFD- �� F5 �� " ]�� �'(��� �����	
������ ρ5 ����(������	� *������
,�� t5 ������
 s- �����
��
�� ���	�����9�� 2��)		 ,������
 z- �	��� 
��(���	� �
����
 t5 	���
 �	�b

ṽ0(z, 0, s, u) = g0(z, s)
.=
∫ ∞

0
e−stE

[
zL(t) |L(0) = 0

]
dt =

1
s+ λ(1 − z)(1 − π(s))

. @4���O

52**3� ����;�� r = 0P @4��4O  
���� � � ã(z, 0, s, u) = zp̃00(s)(λ−λπ(s))e−λu� %�"��� ���'�����

������� �� @4��	O� ��

0��� �
�� 4�7  �
"�����  �������# 4�$ @ �� ���!� Q�<3P b�	<<RP Q�		P gL� 4��RP Q�	�P gL� ��	3RO�

:�����	� B���� %�� !�  ���# ���'�����  "��
����
 ���  � ���� ()*+)	,�2d/V. @ ��
Q��3R @�<<$OO� ���
���� 6��;� ���'������ 
  �'���  � ���� ()*+)	,�2d/V. &��� "��� ��M
��� 0���
��
�� 
 Q	7:P b�	:�R @	�3	O� c���� ��;�P ����� =���'�� @� ������ ���  � ����
()*+)	,�2d/V.O ��!�� &��� ��
����� �� ���'������
 Q		�R "� �� �������9 @� "�� ��9O
���������� ��9 ���"'��1�#� �
��� Q		�R ��;�� &� "���#�� &��!� � @4���OP � �� &� �� �� M
 �����
���  � ���' ()*+)	,�2d/V. "�� � ������ ��';�� ';����

�������� ���� ,�  V- ���F" ���
� T (���
 C�����)	���� ������������ �������� ��.
�	�	�� � ������
��� s > 0� 3���� L(T ) ��
� �����
�	����	 ������������ �������� ���	.
�	� � �����
��
�' ������ sp̃00(s)5 ��� p̃00(s) ���
�� �����
��� ,B��B-� � ���
	�������.
��
� �
�)	������ �����' ,��� �����
�	� ���-5 E[zL(T )] ���	�	
 �
 ����� ����������	�
B(x)�

52**3� ���
�� �� �� ��
� �
� @4���O ��!�� &��� "���"� �� ��� E[zL(T )]/s @��� � �� ��M
���� � �� �&���� "����
���X�� ='�1�� �� �� ���&�
��#P 
�&���9 
 6� "��1�����
�� "�������# ����� 
����� T  "��������� sO� �������P ��� 
�&���� 
 6� "��1�M
���� �� "�������# ����� 
����� T  "��������� s > 0 6�
�
����� 
����? ��0 "�

����� Q		<P 	$4R� %�"��� �� @4���O 
�������P ���

E[zL(T )] =
∞∑
n=0

s

s+ λ− λπ(s)

(
λ− λπ(s)

s+ λ− λπ(s)

)n
zn, @4��$O
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;�� λ−λπ(s)
s+λ−λπ(s)  �
"�����  1 − sp̃00(s)� ��!�P ��� λ−λπ(s)

s+λ−λπ(s) �#��� ���!� 
 @4�	�O ����
�M
�����  "� �&��N ��� �������� � ��"������P �  �1����
���  �&��
�?X�� � "��1�  ��

�  ���
���� 
  � ���� ()*+)	,-./ @ �� ���!� Q�<3P b��3RP Q�		P b��<�R ��� Q��7P Jv�@��	�OROP
� ��  �
"�����  
������ ��? �&��
�  ���
�� �
'?X�;� �&��
�?X�;� � "��1�  � 
�  ��M
�
����� ��

:�����	� B���� 0��� �
�� 4�: ��!�� &��� � "�����
�� ��� ��"��
�# "'�� ��� �  ��M
��
���  
�# �
 
�9���X�;� "��1�  � ��  � ���� ()*+)	,-./ 
 � ��1������ ��!����
� � ���X�� 
���� ��
� �� ������ �� "�������� ������ "��
�;� 
�9��� "�� �������
' ��
�� P(L(0) = 1)P ������� 
�
���� � ��  ��� �
�� 4�7 @�����P �� ������� 4�7O� 5� �
�& '!���� 6��� ���'������ � ������� ��  �'���  ��1����;� ��!���P "��&���� ��'����
��������;� 
�9���X�;� "��1�  � ������ ��  
��;� ��[���� c ����P ��'����  ��1����M
�;� 
�9���X�;� "��1�  � ������ ��� ������ ���
� "��
��� � ��!�����' ' "�9'� %�M
"��� 9���[� ��
� ��P ���  � ���� ()*+)	,-./ ����� "'�  ��
 ��# 
�9���X�# "��1�  

' ���
�
[�� �  � ����� Q�:P 	<$P 	�3P �<3R� �� ����� ��!� ����� �� �� ��� &���� [�����M
;� ���  � �� 1�"�� Q	�3RP ������# 
��?���� 
  �&� ���  �	���
�	��� �� 1��� c����
��� �� ��#  �'��# @ �� ���!� Q�<3P �	�RO� c���� ��;�P ����� ���������� �
� "'�   ��
 ��M
;� 9��������  ��1�����;� 
�9���X�;� "��1�  � ��  � ����BG ()*+)	 Q	�3P �<3R "��� ��?
������ �� ������ c����� c����P  ���'�� � ��?���� �� 1�"��' d2d/� z���[� ��
� ��P
��� �� 1�"��� d2d/ � "��
��X��� "'�  ��
 ��# 
9�� 
 "'�  ��
 ��# 
�9��P ��;�� B(x)
"����
����� 0��1�����# 
�9���X�# "��1�  
 6���  �'��� � �
���� � ��!� ���'����M
�� "��1�  ��� 8�';�� &���� ���� ���'������ "�  ��1������ 
�9���X�� "��1�  �� ��
���  ��� ��9  � ��� �& �'!�
���  ����!�� � 
 Q$$R�

�������� ���� ,�DDE- ����5��B" ��	 �'(�� �����	
����� ρ5 �* ,�� t5 ������
 s- ���.
�(������	� *������ \+
	�
���� ,������
 r- �	�
������� �����	 ���(���	� V (t, u)

��(���	�5 ���
���'9��� � ����
 t � ��	�� u5 ���
�� �����
��� ,B�!�-5 ��� ã ���.
�	
�� 	� ,B�!B- ��� ã(1, r, s, u)� #� �������� 2������ ��� ã5 
�� ��� �� 	���
 ���
	 
�

�� ����� �	�5 ��� ,B�!B-�

52**3� ����!�� z = 1 DG @4��	O� ��

:�����	� B��B� ��� z = 1P ������� ��	 
 Q�4�R  �
"�����  6���  ��� �
���� �����P � M
�
�# ���'����� Q�4�P y�P gL� ��	R 
 ��# �
������ �� &�� "����P ��� "��� ��
���# ��� �

����� ������� 4�7P "����
��  �'��#P ��;�� ����� � K ≥ 0 ��"��������9 "� ����  'M
X� �
'?X�9 ���&�
��# &� �����# ����� >������ �
��# �������� ��!�� �&������ � �
6���' ���'�����'P ������# �� �'"� ����� ������� �������P ��� ��';�� �  ����
��� ���M
����#  ���������� "��1�  ��� "�� K > 0 "�������9 ���&�
���9 ��  �����
�?� ������
 ��1�����# ��!��P  ��P �"�����P Q�$P 47P �	P 	�	R�

� ��  ��� ' ��
�� "� u 
 '��
��� @4��	O "� ��� �
�� ' ������ "� B(·)P �� 6�� �� �
���!� &��' ��
�� �� "�������� � ��1�����;� 
���'����;� 
����� "��&�
��� V (t)N

∫ ∞

0
e−stE

[
e−rV (t)|L(0) = 0

]
dt = p̃00(s)

∫ ∞

0

δ(r, u)
1 − ã(r, s, u)/ψ(r, u)

dB(u), @4��7O

;�� ψ(r, u) = L−1(ψ̃(r, q))(r, u) � ψ̃(r, q) ���� � ��
� �
�� @4���O�

r���'�� @4��7O ���;�  ��!�� 9���[� ��
� ��;� ���'������ %����� ��� � ��1����M
�;� �� "�������� 
���'����;� 
����� �!����� 
  � ���� ()*+)	,d2d/ "�� '��
�9
������9 ' ��
���9 @ �� Q	:$RON
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∫ ∞

0
e−stE

[
e−rW (t)|L(0) = 0

]
dt = p̃00(s)

s + λ− λπ(s) − r

s + λ− λβ(r) − r
. @4��:O

5�  �
� �&��'!�
��� �� @4��7O � @4��:O ��� ������ -./P ��� 6�� �#  
�# �
��P ���&M
��!���  
�?  ����'? ����
����'? ��'�'�

%���� "��'��� @4��:O�� "� ��� �
��  � ��
���� � ��[���  
��;� ���;��V��==���1����M
�;� '��
��� ��� "��1�  � � ��
[� � @��������#O ��&��� 
  � ���� ()*)	,d2d/ Q	:$R�
����� �;� ����� �  ��&���
��� ��� "��'���� @4��7O� ��6���' �� 
�
���� @4��7O "� ���M
 �
�� ��';�;� �������� ��;� ������ �����"���1�� � 6������ �����!��P ������# �& '!M
��� � 
�[�� �������P ��� ����� %����� ����� �X� ��� ��� �����N �;� ����� � "�����
���
��� 
��� ���� 9�������� ��� ���� �������� ������� ��� ����"����1�� '��
��� %�M
���� ��� x��&'�;�� Q	$4R�

�� @4��:O 
������� "�� ��� =���'�� ��� �� "� t ='�1�� E[W (t)] Q	:$P b�$$R

w1(s)
.=
∫ ∞

0
e−stE[W (t)]dt =

p̃00(s)
s

+
ρ− 1
s2

. @4��3O

8�';���  ��
���P

E[W (t)|W0 = 0] =
∫ t

0
P00(y)dy + (ρ− 1)t. @4���O

�������� ���� ,�DDD- ����5��B5��V" E[V (t, u)] ���������
�� ���	� /h �� HG t ,N@XMl?UH s-

v1(s, u) =
δ1(u)
s2p̃00(s)

− λδ1(u)
s2p̃00(s)

∗
[
eu/p̃00(s)

∫ ∞

u
e−y/p̃00(s)dB(y)

]
, @4�$<O

��� δ1(u) = u +
∫ u
0

∑∞
n=1 ρ

nFn∗(x)dx PG@ ρ < ∞� :���� p̃00(s) ��� ��_� � �����
�		 B�� ,C
�
�* �����
��
	 ����
�_�	� �	�
��� � ����
 tb P{L(t) = 0}-5 � Fn∗(x) ��
� n\���
��
����
�� 2��)		 ����������	� F (x) = F 1∗(x) = β−1

1

∫ x
0 (1 −B(y))dy5 ��� ,��BV-�

52**3� �� @4��	O "�� z = 1 ����� v1(s, u) = − limr↓0 ∂ṽ0(1, r, s, u)/∂r� ��
c�������# 
�� =���'�� ��� δ1(u) &�� 
"��
�� "��'�� 
 Q	<$R @ �� ��� � "� ��  ��� �
��

��$ ��� ����������
 � 
�
��'O� ��"���� �X� ��� �
� ��';�� 6�
�
������ =���� δ1(u)N

���!��� @��4�O

δ1(u) = u+
∫ u

0
(u− x)

∞∑
n=1

ρnfn∗(x)dx

� 
���!��� @WO 
 �������� ��	<

δ1(u) = (1 − ρ)−1

∫ u

0
W (x)dx,

;�� W (x) � ��  ��1������ �� "�������� 
����� �!����� 
  � ���� ()*+)	,d2d/P ��M
����� "��� ��
��� ��
� �
�� @��4�O @ �� ���!� �������� ��	$O�

:�����	� B��!� c�;�� ρ < 1P ��  ��� �
�� 4�� 
������� ��
� ��# ���'����� ��� @' ��
M
�;�O  ��1�����;�  ����;� 
����� "��&�
��� E[V (u)] = u/(1 − ρ) "�� t→ ∞  "���X�?
"������� ���  ��� ��# ��'&���
�# ��������

�� F� �� �	���	���
	�� +��� ����	� W (0) �= 0 
 ������� LtL/( ��� *����W��� ;<<)= 0<>�<: �, �������C
�� ������������ ��+����	��
 0������������ �
	+�A��	D���	����� �	���������, 
����	������ 
������
���	��, 
 ������� Yjkcj<NLtL/: � 	�����V� ������������
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:�����	� B��V� r���'�� @4�$<O ���;�  ��!��P ��� �� ='�1�� E[W (t)]FCFS @ �� @4��3OO�
� "����
�"���!� �� ��
� ��� �""��� ���1��� ='�1�� E[W (t)]FCFS @ �� �������� 4�$OP
��  �9 "�� ���;� � ��
� �� "�� �?&'? �""��� ���1�? � ��1�����;�  ����;� 
�����
"��&�
��� E[V (t, u)]EPS � ����� �  'X� �
�
��� �""��� ���1�# ��� P00(t)�

�������� ��	!� ��	 ρ < 1 �*+ ����������	� �
�)	������ �����	 ���(���	� ,V (u)-
� �	�
��� I$%&$�8JK1 
��(���	� � ��	�� u5 �������
�� ���

v(r, u) .= E[e−rV (u)] =
(1 − ρ)δ(r, u)

1 − ã(1, r, 0, u)/ψ(r, u)
, @4�$	O

���

ã(1, r, 0, u) = λψ(r, u) ∗
[
e−u(r+λ)(1 −B(u))

]
+ λe−u(r+λ)

∫ ∞

u
(1 −B(x))dx. @4�$�O

52**3� ��� ρ < 1 ����� π(0) = 1� 0����
������P "�� z = 1 ���'����� 
������� �� @4��	O  
"���X�? "������� ���  ��� ��# ��'&���
�# �������

lim
s↓0

sṽ0(1, r, s, u) = lim
t→∞

1
t

∫ t

0
E[e−rV (t,u)]dt = v(r, u),

"������ ���!� 
� 
����� "��
��� ��"������ ��
����'�� "��
�����P ��� 6��  ��� �
��  �
"�����  �������# ��$�

�� >�c����%����{� >�5�����\

5�!� &��� &�  ������ &���[� "��  � ���' ()*+)	,-./P � ��� 1���# 6��# �&����#
 �����  ����� 
"��� �� ������� 5� ���� �&��� ��&���� 
�!�9 �� ��!��# "� ������
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T<3@B?HA OHA\<A34FLH 1=46B4?5<F f G<IH665FR H̀L:F5gBH9 4FI `<<69� OA<L� (�?: VF?� T<F\� bU<FI<F�
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Y-[& M( /-& N __& )T+1)T+&

"'E!�F&G"!''HI ��!GI%%H #!F � J K ����



T(N QRSK' QRSK'E
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*M& �W2,X�aVd �& o[y.__X[2X,k ^& Z/0 ;3l-d�a b& G<IH665FR 1h?AH346 1=HF?9 \<A VF9BA4FLH 4FI X5F4FLH�
xX30X[2X,k4 �_,3/kX, ())+&

*T& �dd�aX, j& g/ VaX �,-2Z23[3Ve j./�V3-/ 3/ VaX ^-[[X�V3YX baX-,e -i 53dl S;4FI5F4=59; N;?B4A5H?5I2
9;A5\?� ()TM Y-[& (O __& (+O1()O&

*N& jZe-[[X =& ;3V,Z/3 >& Z/0 mZd/-k-,-0dl3 5& �aZ,3/k Z �,-�Xdd-, ZW-/k ;Z/e m-2 ^[ZddXd M� N99<L�
T<3@B?� G4L:� ()UP Y-[& M+ /-& T __& O()1OTM&

*O& jX[[X, 7& VF?A<IBL?5<F ?< OA<P4P565?8 `:H<A8 4FI 5?9 N@@65L4?5<F9� hX` t-,l4 73[Xe ()** Y-[& M&

**& j[ZVV- ]& baX 7Z3V3/k b3WX c3dV,32.V3-/ i-, VaX 5Z/0-W g,0X, �X,Y3�X ;<;<( n.X.X NFF� N@@6�
OA<P4P� ())+ Y-[& + /-& M __& TUM1NP)&

*+& j-[Xe 5&c& Z/0 o[.VlX =&�\& �VZV3-/Z,e >/�,XWX/Vd 3/ VaX \��.W.[ZVX0 7-,l �,-�Xdd 3/ �,-�Xdd-,�
�aZ,3/k n.X.Xd M� N@@6� OA<P4P� ()U) Y-[& M* /-& T __& *+(1*++&

*U& j-dVX, j&=& �V-�aZdV3� _,-�XddXd OA<L� j?: VXJKS VF?� T<F\� J@HA4?5<F46 KH9H4AL:]�� 5-dd ;& �0& 
\WdVX,0ZW4 h-,Va�x-[[Z/0 ()+T __& MMT1MT)&

*)& j,Z/lX/ �& oy-/3k c& \,/0V f& Z/0 ��aW30V q& QBHBH9 4FI O<5F? OA<LH99H9 8X,[3/4 \lZ0XW3X 
()U(&

+P& =Z[ZW2-da m& `:H N983@?<?5L `:H<A8 <\ 1h?AH3H JAIHA S?4?59?5L9 hX` t-,l 4 73[Xe ()+U&

+(& =ZYX, c&�& Z/0 mZ�-2d �&\& g/ >/iX,X/�X ^-/�X,/3/k b3WX1cX_X/0X/V n.X.X �X,i-,WZ/�X �>/Y3VX0
_Z_X,� QBHBH5FR S89?� ())P Y-[& * /-& T M*(1M+*&
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+M& =[e// �&7& c3�.d3-/ Z__,-p3WZV3-/ 3/ [4FIP<<;9 5F J@HA� KH9� 4FI G4F4R� SL5� xXeWZ/ c&�&
Z/0 �-2X[ ;&m& �0d& hX` t-,l4 �[dXY3X, ())P Y-[& M __& (NO1()U&

+T& =/X0X/l- 8&q& Z/0 o-YZ[X/l- >&h& VF?A<IBL?5<F ?< QBHBH5FR `:H<A8 8-dV-/4 83,layZ.dX, ())(
�b,Z/d[ZV3-/ i,-W VaX 5.dd3Z/ dX�-/0 X03V3-/ -i ()U+�&

+N& =,3daX�al3/ �&\& baX ^,.W_1;-0X1mZkX,d 8,Z/�a3/k �,-�XddXd Zd Z ;XVa-0 i-, �V.0e3/k VaX
�,-�Xdd-,��aZ,3/k �edVXW ;<=<( `:H<A� OA<P� N@@6� ())( Y-[& T* /-& ( __& ()1TO&

+O& =,3daX�al3/ �&\& g/ Z 5X[ZV3-/da3_ 8XV`XX/ �,-�Xdd-, �aZ,3/k n.X.Xd Z/0 ^,.W_1;-0X1mZkX,d
8,Z/�a3/k �,-�XddXd NI=� N@@6� OA<P4PP� ())M Y-[& MN /-& T __& *OT1*)U&

+*& =,-W-[[ x&^& c3�.d3-/ \__,-p3WZV3-/ i-, Z �,-�Xdd-, �aZ,3/k n.X.X 3/ xXZYe b,Z~� NFF469 N@@6�
OA<P4P� MPPN Y-[& (N /-& M __& OOO1*((&

++& =,-dd c& Z/0 xZ,,3d ^&;& XBFI43HF?469 <\ QBHBH5FR `:H<A8 hX` t-,l4 73[Xe ())U&

+U& =.3[[XW3/ j& Z/0 8-eX, m& \/Z[ed3d -i VaX ;<;<( n.X.X `3Va �,-�Xdd-, �aZ,3/k Y3Z �_X�V,Z[ baX-,e 
QBHBH5FR S89?� MPP( Y-[& T) /-& N __& T++1T)+&

+)& xZ��-. �& mZkX,d �& Z/0 qZV.V3/ q&\& _A4FL:5FR OA<LH99H97 ^4A54?5<F� kA<Z?:� 4FI 1h?5FL?5<F <\
O<@B64?5<F9� ^ZW2,30kX4 ^ZW2,30kX f/3Y& �,Xdd MPPO&

UP& xZW_da3,X 5&^& xZ,�a-[18Z[VX, ;& Z/0 ;ZddXe 7&\& j[.30 Z/0 c3�.d3-/ ]3W3Vd i-, b,Z/d3X/V
�-|-.,/ b3WXd -i �,-�Xdd-, �aZ,3/k n.X.Xd `3Va b3WX qZ,e3/k 5ZVXd QBHBH5FR S89?� MPP* Y-[& OT 
/-& (1M __& ()1TP&

U(& xXZY3d30X g& 16HL?A<34RFH?5L `:H<A8� ]-/0-/4 �[X�V,3�3Z/ ^-& (U)T Y-[& (� (U)) Y-[& M� ()(M Y-[& T&

UM& >k[XaZ,V c&]& Z/0 7a3VV 7& ;.[V3_[X ^aZ//X[ n.X.Xd 3/ xXZYe b,Z~�& > >> NI=� N@@6� OA<P4P� 
()+P Y-[& M __& (OP1(++ __& TOO1T*)&

UT& 0X/ >dXkX, �& h.WX,3�Z[ b,Z/di-,W >/YX,d3-/ fd3/k =Z.dd3Z/ n.Z0,ZV.,X OA<P4P� 1FR� VF\� SL5� MPP* 
Y-[& MP /-& ( __& (1NN&

UN& mZkX,WZ/ c&]& a5lHAHFLH 1gB4?5<F9 Z5?: N@@65L4?5<F9 ?< QBHBH9 ;Z,�X[ cXllX, MPPP&

UO& mZkX,d �& _A4FL:5FR OA<LH99H9 Z5?: _5<6<R5L46 N@@65L4?5<F9 ]-/0-/4 73[Xe ()+O&

U*& mZ3d`Z[ h&o& OA5<A5?8 QBHBH9 hX` t-,l4 \�Z0XW3� �,Xdd ()*U&

U+& mZ3d`Z[ h&o& �X,i-,WZ/�X �YZ[.ZV3-/ �V.03Xd i-, b3WX��aZ,3/k ^-W_.VX, �edVXWd OHA\<A34FLH 1=462
B4?5<F ()UM Y-[& M /-& N __& MMT1MT*&

UU& mZ/dX/ f& ^-/03V3-/Z[ �p_X�VX0 �-|-.,/ b3WXd 3/ >/dX/d3V3YX n.X.X3/k �edVXWd Z/0 hXV`-,ld NI=�
N@@6� OA<P4P� ()UN Y-[& (* /-& N __& )P*1)()&

U)& mXZ/�;Z,3X \& g/ gYX,[-Z0X0 n.X.X ��?: VF?� T<F\� <F ?:H G4?:H34?5L9 <\ J@HA4?5<F9 KH9H4AL: 
]./VX,X/ hXVaX,[Z/0d MPPO&

)P& mXZ/1;Z,3X \& Z/0 5-2X,V �a& g/ b,Z/d3X/V 8XaZY3-, -i VaX �,-�Xdd-,��aZ,3/k n.X.X QBHBH5FR
S89?�� ())N Y-[& (+ __& (M)1(T*&

)(& mX[X/l-Y3v� �& Z/0 ;-W{�3[-Y3v� �& 5Xd-.,�X �aZ,3/k `3Va �.2Xp_-/X/V3Z[ c3dV,32.V3-/d 3/ OA<L� V111
VYXJTJG]�� hX` t-,l MPPM Y-[& T __& (T(*1(TMO&

)M& mX[X/l-Y3v� �& Z/0 ;-W{�3[-Y3v� �& ]Z,kX cXY3ZV3-/ \/Z[ed3d -i �.2Xp_-/X/V3Z[ 7Z3V3/k b3WXd 3/ Z
�,-�Xdd-, �aZ,3/k n.X.X G4?:� J@HA� KH9H4AL: MPPT Y-[& MU /-& T __& OU+1*PU&

)T& mX[X/l-Y3v� �& Z/0 ;-W{�3[-Y3v� �& ]Z,kX cXY3ZV3-/ -i �u.Z,X15--V >/dX/d3V3YX 5Z/0-W �.Wd G4?:�
J@HA� KH9H4AL: MPPN Y-[& M) /-& M __& T)U1NP*&

)N& oZ[Zda/3l-Y q& kH<3H?A5L SB397 _<BFI9 \<A K4AH 1=HF?9 Z5?: N@@65L4?5<F9 c-[0,X�aV4 o[.`X, ())+&

)O& oZ,ZWZVZ m& �., ./ ;-0X 0X ^,-3ddZ/�X 5vXk.[3vX,X 0Xd j-/�V3-/d G4?:H34?5L4 T6Bm ()TP Y-[& N __&
TU1OT&
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)*& oZ,_X[XY3�a j&>& Z/0 o,X3/3/ \&tZ& [H4=8 À4iL U535?9 \<A GB6?5@:49H QBHBH9� �,-Y30X/�X4 \;� 
())N&

)+& oX[[e j&�& KH=HA95P565?8 4FI S?<L:49?5L YH?Z<A;9� hX` t-,l4 73[Xe ()+)&

)U& oX[w2X,V ;&tZ& Z/0 �.la-Y t.&;& ;ZVaXWZV3�Z[ baX-,e -i n.X.X3/k hXV`-,ld M� S<=5H? G4?:� 
())P Y-[& OP /-& T __& (OM+1(*PP&

))& oX/0Z[[ c&=& �-WX �,-2[XWd 3/ VaX baX-,e -i n.X.Xd M� K<8� S?4?59?� S<L�� SHA�_ ()O( Y-[& (T __&
(O(1(UO&

(PP& oX/0Z[[ c&=& �-WX 5X�X/V 7-,l Z/0 j.,VaX, �,-2[XWd 3/ VaX n.X.X3/k baX-,e `:H<A� OA<P� N@@6� 
()*N Y-[& ) /-& ( __& (1(T&

(P(& o3W m& Z/0 o3W 8& �-|-.,/ b3WX c3dV,32.V3-/ 3/ VaX ;<;<( n.X.X `3Va c3d�,3W3/ZV-,e �,-�Xdd-,
�aZ,3/k OHA\<A34FLH 1=46B4?5<F MPPN Y-[& OU /-& N __& TN(1T*O&

(PM& o3W m& Z/0 o3W 8& baX �,-�Xdd-,1�aZ,3/k n.X.X `3Va 8.[l \,,3YZ[d Z/0 �aZdX1be_X �X,Y3�X 
OHA\<A34FLH 1=46B4?5<F MPP+ Y-[& *N /-& N __& M++1MU+&

(PT& o3/kWZ/ m&j&^& baX �3/k[X �X,YX, n.X.X 3/ xXZYe b,Z~� OA<L� T43PA5IRH O:56<9� S<L� ()*( Y-[&
O+ __& )PM1)PN&

(PN& o3VZeXY ;&t.& Z/0 tZdal-Y �&j& c3dV,32.V3-/ -i VaX ^-/03V3-/Z[ �-|-.,/ b3WX 3/ Z �edVXW `3Va
c3Y3d3-/ -i b3WX -i �X,Y3�3/k 1FR� T8PHAFH?5L9 ()+U Y-[& (* /-& N __& (*M1(*+&

(PO& o3VZeXY ;&t.& Z/0 tZdal-Y �&j& \/Z[ed3d -i Z �3/k[X1^aZ//X[ n.X.X3/k �edVXWd `3Va VaX c3d�3_[3/X
-i f/3i-,W �aZ,3/k -i Z cXY3�X 1FR� T8PHAFH?5L9 ()+) Y-[& (+ /-& * __& NM1N)&

(P*& o[Z, 8& \ h-VX -/ VaX L��[Zdd -i ]3iX c3dV,32.V3-/d M� N@@6� OA<P4P� MPPM Y-[& T) /-& ( __& ((1()&

(P+& o[X3/,-�l ]& b3WX1�aZ,X0 �edVXWd4 \ baX-,XV3�Z[ b,XZVWX/V M� N99<L� T<3@B?� G4L:� ()*+ Y-[&
(N /-& M __& MNM1MO(&

(PU& o[X3/,-�l ]& QBHBH5FR S89?H39 Y-[& (4 `:H<A8 & hX` t-,l4 73[Xe ()+O&

(P)& o[X3/,-�l ]& QBHBH5FR S89?H39� Y-[& M4 T<3@B?HA N@@65L4?5<F9  hX` t-,l4 73[Xe ()+*&

((P& o[3W-Y =&�& ]eZla. \&o& Z/0 ;ZVYXXY q&j& G4?H3H?5L:H9;5H 3<IH65 959?H3 9 A4dIH6HF5H3 =AH3HF5
�;ZVaXWZV3�Z[ ;-0X[d -i b3WX �aZ,3/k �edVXWd� o3da3/XY4 �aV33/VdZ ()UT �3/ 5.dd3Z/�&

(((& o/Xdd[ ^a& \ c3�.d3-/ ;-0X[ i-, b`- �Z,Z[[X[ n.X.Xd `3Va �,-�Xdd-, �aZ,3/k4 b,Z/d3X/V 8XaZY3-,
Z/0 \deW_V-V3�d M� N@@6� G4?:� S?<L:� NF468959 ())) Y-[& (M /-& N T((1TTU&

((M& o-2ZeZda3 x& Z/0 o-/aX3W \& n.X.X3/k ;-0X[d -i ^-W_.VX, ^-WW./3�ZV3-/d �edVXW \/Z[ed3d 
V111 À4F9� T<33BF� ()++ Y-[& MO /-& ( __& M1MU&

((T& o-YZ[X/l- >&h& 5Z,X �YX/Vd 3/ n.X.X3/k �edVXWdA\ �.,YXe QBHBH5FR S89?� ())N Y-[& (* __& (1N)&

((N& o-YZ[X/l- >&h& o.s/XVd-Y h&t.& Z/0 �a.,X/l-Y q&;& G<IH69 <\ K4FI<3 OA<LH99H9� N [4FIP<<; 
�l-,-la-0 \&q& �0& 8-�Z 5ZV-/4 ^5^ �,Xdd ())* �b,Z/d[ZV3-/ i,-W VaX 5.dd3Z/ X03V3-/ -i ()UT�&

((O& oy-/3k c& 5el-Y q&q& Z/0 ��aW30V q& �VZV3-/Z,e n.X.X3/k �edVXWd `3Va cX_X/0X/�3Xd M� S<=5H?
G4?:� ()UT Y-[& M( /-& * __& )TU1))N&

((*& oe_,3Z/-. �&o& g/ VaX u.Zd31dVZV3-/Z,e 03dV,32.V3-/ -i VaX Y3,V.Z[ `Z3V3/k V3WX 3/ u.X.Xd `3Va �-3dd-/
Z,3YZ[d M� N@@6� OA<P4P� ()+( Y-[& U /-& T __& N)N1OP+&

((+& ]3 n&�]& ]3Z/ r& Z/0 ]3. ]& \ 5=�iZ�V-,3sZV3-/ \__,-Z�a i-, Z 8;\�<;<( =X/X,Z[3sX0 �,-�Xdd-,�
�aZ,3/k n.X.X S?<L:49?5L G<IH69 MPPO Y-[& M( /-& M1T __& OP+1OTP&

((U& ]3W3� q& g/ VaX 8XaZY3-, -i ]>jg �,XXW_V3YX 5Xd.WX n.X.Xd 3/ xXZYe b,Z~� 16HL� T<33� OA<P4P� 
())) Y-[& N __& (T1M+&

(()& ]3W3� q& \ ]>jg n.X.X 3/ xXZYe b,Z~� NFF469 N@@6� OA<P4P� MPP( Y-[& (( __& TP(1TT(&

(MP& ]3_ZeXY q&q& Z/0 tZdal-Y �&j& 1lH;?5=F<9?] 3H?<I<= <AR4F5d4d55 =8L:5965?H6]F<R< @A<LH994 = NSn
��~�3X/�e -i ;XVa-0d -i g,kZ/3s3/k ^-W_.VZV3-/ _,-�Xdd 3/ \.V-WZV3� ^-/V,-[ �edVXWd� ;-d�-`4
�VZV3dV3lZ ()+O �3/ 5.dd3Z/�&
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(M(& ;Zd.eZWZ x& Z/0 bZl3/X b& �-|-.,/ b3WX c3dV,32.V3-/ 3/ Z ;\�<;<( �,-�Xdd-,��aZ,3/k n.X.X 
J@HA� KH9� UH??� MPPT Y-[& T( __& NP*1N(M&

(MM& ;�o3//Xe m& \ �.,YXe -i \/Z[eV3�Z[ b3WX��aZ,3/k ;-0X[d T<3@B?5FR SBA=H89 ()*) Y-[& ( /-& M 
__& (PO1((*&

(MT& ;ZVYXXY q&j& Z/0 fdaZl-Y q&=& S59?H38 3499<=<R< <P96Bd:5=4F584 �n.X.X3/k �edVXWd� ;-d�-`4
;-d�-` �VZVX f/3Y& ()UN �3/ 5.dd3Z/�&

(MN& ;XeX, �& OA<P4P565?8 4FI O<?HF?5469 7Z[VaZW ;Zdd&4 8[Z3d0X[[ �.2[& ^-& ()**&

(MO& 0X ;XeX, \& Z/0 bX.kX[d m&]& g/ VaX \deW_V-V3� 8XaZY3-., -i VaX c3dV,32.V3-/d -i VaX 8.de �X,3-0
Z/0 �X,Y3�X1b3WX 3/ ;<=<( M� N@@6� OA<P4P� ()UP Y-[& (+ __& UPM1U(T&

(M*& ;3V,Z/3 >& 5Xd_-/dX b3WX �,-2[XWd 3/ ^-WW./3�ZV3-/ hXV`-,ld M� K<846 S?4?59?� S<L�� 9HA� _ ()U* 
Y-[& N+ /-& T __& T)*1NP*&

(M+& ;3V,Z/3 >& OA<P4P5659?5L G<IH65FR ^ZW2,30kX4 ^ZW2,30kX f/3Y& �,Xdd ())+&

(MU& ;3dal-3 =&o& ĤA<84?F<9?5 9<9?<84F584 @A5<A5?H?F8;: 959?H3 = FH9?4?95<F4AF<3 AHR53H ��,-2Z23[3V3Xd
-i Z �VZVX -i �,3-,3Ve �edVXWd 3/ Z h-/��VZV3-/Z,e ;-0X� o3da3/XY4 �aV33/VdZ ()+) �3/ 5.dd3Z/�&

(M)& ;-,,3d-/ m& 5Xd_-/dX b3WX i-, Z �,-�Xdd-,��aZ,3/k �edVXW SVNG M� N@@6� G4?:� ()UO Y-[& NO /-&
( __& (OM1(*+&

(TP& ;-.[3/ x& ;3/3W3s3/k VaX 7-,dV �[-`0-`/4 g��]3/X Z/0 g/�]3/X J@HA� KH9H4AL: MPP+ �V- Z__XZ,�&

(T(& hZ2X ;& ;.,ZVZ ;& Z/0 ;3eZaZ,Z x& \/Z[ed3d Z/0 ;-0X[[3/k -i 7-,[0 730X 7X2 V,Z~� i-,
^Z_Z�3Ve 03WX/d3-/3/k -i >/VX,/XV \��Xdd ]3/Xd OHA\<A34FLH 1=46B4?5<F ())U Y-[& TN __& MN)1M+(&

(TM& hZ0Z,Z|Za �& Z/0 o-Vs �& g/ VaX ]Z_[Z�X b,Z/di-,W -i VaX �Z,XV- c3dV,32.V3-/ QBHBH5R S89?� MPP* 
Y-[& ON __& MNT�MNN&

(TT& hZlZW.,Z =& ;.,Z- t& Z/0 bd.lZW-V- o& \/Z[ed3d -i `Z3V3/k V3WX 03dV,32.V3-/ i-, VaX b�� ,-./01
,-23/ d�aX0.[3/k d�aXWX KH=5HZ <\ 16HL?A� T<33BF� U4P� ()+M Y-[& MP h-& T1N __& M(P1M()&

(TN& hX3WZ/ q&>& �XV3 dYeZs3 X[XlV,-//ela Ye�a3d[3VX[w/ela WZda3/ �^-W_.VX, ^-WW./3�ZV3-/ hXV`-,ld� 
3/ OA<RAH99 5F SL5� 4FI H̀L:F�� 9HA� 16HL?A<9=84d] ;-d�-`4 qdXd& >/dV& ��3&1bX�a/& >/i-& ()+U Y-[& ) 
__& O1(() �3/ 5.dd3Z/�&

(TO& hX`X[[ =&j& N@@65L4?5<F9 <\ QBHBH5FR `:H<A8� ]-/0-/4 ^aZ_WZ/ Z/0 xZ[[ ()+(&

(T*& hv.�/Xs1n.X3|Z 5& �-|-.,/ b3WXd 3/ Z �,-�Xdd-, �aZ,3/k n.X.X `3Va �X,Y3�X 3/VX,,._V3-/d QBHBH5FR
S89?� MPPP Y-[& TN /-& (1N __& TO(1TU*&

(T+& hv.�/Xs1n.X3|Z 5& �-|-.,/ b3WXd 3/ h-/1x-W-kX/X-.d n8c �,-�XddXd `3Va �,-�Xdd-, �aZ,3/k 
S?<L:49?5L G<IH69 MPP( Y-[& (+ /-& ( __& *(1)M&

(TU& gwc-/-YZ/ b&;& c3,X�V �-[.V3-/d -i ;<=<( �,-�Xdd-, �aZ,3/k ;-0X[d J@HA� KH9H4AL: ()+N Y-[& MM 
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