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�	��%�� ��'�� �� �	����#����� �'#��� DOK$OOF$ �����
��
�� ��#"������ ��	���
��� �����
��

,�
�� �# ��'"�����
�� ������ 
���	�
�� 
�	��(��� �'#��� �����	� �� � �$ ��
��������%�� '���(�
	�� �"'������� �� ��
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�����

��� ���!����
+���"� �������
"� ��
���$ �� ���		���	��� ����� ����� ���!�� ���#����	� 
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��	��� 	�	��� R� 	��#�
�$ � ��	
�	�$ 	 ��$ �� 	���	�� ������"� ��	����#���� 
�����
���
�� 	�	�� �	
� 	��#�
� 	 ��������� � ��������� .
�������
���0 !�#����� ���	��
�
	�� �	���
�� 	�	���$ �� ��	���
� �"�
� "��	� � ����
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F (γ)(x) = 1 − |2x− 1|1/γ , x ∈ [0, 1], γ ≤ 1. .�0

C�� γ = 1/2 )� ��'�� �
�� 
�#���� �� � ����	����	�� ����������� .	�� ��	� �0$ �
��� γ = 1 - �������������� �������� .	�� ��	� J0�
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,

3
2ν
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� �'%�� 	�"��� ��'�� �
�� F (γ)(x) ��  � ��� � ����'��#���
�� 1������> ���� ���
�
	��

"� �'	���
� 
�������
"� �
�����

"� ���" μF (γ) � +���������
� ��� ���� �	��

�����
�� #
���
�� x0 ∈ [0, 1] ��	���������
�	�

x0, F
(γ)(x0), . . . ,

(
F (γ)

)n(x0), . . . .J0

� �	�	��

�� 	��	�� 1��#��#�
�> 	 ���
�	�� μF (γ) �� �	��" ���#�" [0, 1]�
,'�#
���� ����# Lν ���
����
"� 1/ν:��(��" 
� ���#�� [0, 1] � ���� ��

[x]ν =
$%&'((νx)

ν
, x ∈ [0, 1],

��� $%&'((·) - )� 	�
���
�� ������� ���"���
�� ��	�� �� '�� ��(��� ������� N���#
F

(γ)
ν : Lν �→ Lν �'�#
���� Lν�
�	���������� DIQF ��'�� �
�� F (γ)$ ����������"� 	��
�(��

���

F (γ)
ν (ξ) = [F (γ)(ξ)]ν , ξ ∈ Lν .

A���" ξ ∈ Lν '"��� 
�#���� ν�������	�� �!�� ��� ��'�� �
�� f $ �	�� fn
ν (ξ) = 0 ���


�������� n$ � #
���$ � ��� �	�� ��	���"�%�� n� N���# Y (ν; f) �'�#
���� �
� �	�� ν�
������	��"�%�� ����� N���# P (ν; f) �'�#
���� ���� ������	��"�%�� ��� ��'�� �
�� f
���� ��(��� Lν &

P (ν; f) =
#(Y (ν; f))

ν
. .K0

?���� 	���	�� �	�	��

� � ���� � ��	����#���� F (γ)
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�� .�0[ ?�� �#�
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xn+1 = F (γ)(xn), n = 0, 1, . . . , .M0
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�$ � ��	
�	�$ ����

P(F (γ)
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�� F (γ)

ν � �'%�� ��	�� ���� ��(��� Lν $ ��� ����
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���
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�������� 
����� ����	������ ���"�	��
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�

ξn+1 = F (γ)
ν (ξn), n = 0, 1, . . . ,

������� � ���" ξ = 0$ �	���� ��� ���	� ��� '���(�� #
���
��� ν� + ��"��� 	���
�$ ���
����
�� �������� {xn} ��'�� �
�� .M0 
����	� ���� �
���	 n$ ��� ������ |xn| < 1

2ν �
�� �	� ���� x ∈ [0, 1]$ "����������%�� 
�����
	�" |x| < 1

2ν ��� ��	����#���� 
� ��(���
Lν 1	�������	�> � �������� � ���" x = 0� C�)��" ����	�����	� �	�	��

��$ �� ����
�	� ���� ��(��� Lν ��� ��'�� �
�� F

(γ)
ν ��� 
� '�� ������	��"�%��� � ���� P(F (γ)

ν )
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����"���
� - ����� ��(�$ �� ��� ��������

�� "	������ �	"�
%�	����	� ��� ������$ �� � ����� ��#�� 
�	�� U ��� γ < 1
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�� ����� �� ������� �� ��	��� �	��	��	���# - � )�� 	�"���� 	���
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���
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� '���(��� �
������0
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"�� ��� γ → 1

2 � '�	�� 	����	� � 1 ��� γ → 0H 
�������$ p(1
3) ≈ 0.6� A����
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�� f � ����
	�� ��'����$ 	�	��%�� �# �EE )����
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���
�� P̃ (ν; f) 	��	���	�� ��	���
�
'��#�� � P (ν; f)� �� ��	� K ����	����
 ���!�� !"
���� P̃ (ν + n;F (γ)) ��� γ = 1/3$ ν = 227$
n = 1, 2, . . . , 500� R� ��	���
� ����
�� ���!��H '��	��	� � ���#�$ �� �
 ���� 
����"�
���
�� ������� � '���(�� 	���
��� A���� �'��#��$ 	���	�� ����
�� ��	���������
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������� ��	����#���

�� 	�	��� �����
���
� ������	� � 	���	� ����
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���
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� �� ��'���� 	��(��� ��"'"� ��(��"[ B�		����� ���	� ��(���
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 P̃ (ν + n; F (γ)) ��� ν = 227! 1 ≤ n ≤ 500 �1
�����	����1 F (γ) ��� γ = 1/3�

���� �� �	���������� ����	������5�6 7������
��
 P̃ (ν + n; F (γ)) ��� ν = 244! 1 ≤ n ≤ 500 �1
�����	����1 F (γ)(x) ��� γ = 1/3�

G�'"��� �' �	�"		��

�� ��	����#���� ��'�� �
�� F (γ) .��� ��	����#���� 
� ���
��
���
"� ��(��"0 � ����	��� 
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� � ������%�� ���!����� ���	� ��	���������
�	�
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���� ����"�� #�� ����$ 
�	���������� ��������� ���	��	��

B�		����� #����" ��	��

��� ��	���
�� !�#����� ������ ���������'� ��'�� �
���
� ����	�� ������� ��'���� ��
� �# 
��'���� ��
�
�� � ���	�� ��'�� �
�� - ������
���	��	� 
� "��� ϑ ����"� 
������� ���� (x0, y0)&

x �→ x0 + (x− x0) cos ϑ− (y − y0) sin ϑ,
y �→ y0 + (x− x0) sin ϑ+ (y − y0) cos ϑ.

.O0
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)� ��'�� �
�� �����	� ����
�� �������� ��'�� �
�� 	 �
�����

�� �����$ ��#
��
���%��$ 
�������$ � ��
	������
�� ����
���� T�#���� ����� ��'�� �
�� .O0 "	���

���	� - �	� �������� ��'�� �
�� .O0 ��	���� �
� 
� ��
��
������� ���" 
�	�� 	
��
��� � ���� (x0, y0)$ #����
�� �� �	��" ���
� ��� �������
���
�� #
���
��� ϑ/π$ �
�'��#"� ��
��
�� �
� �	�� ���� � �����
�� 	�"����

��� ��	��

��� ����������
�� ��'�� �
�� .O0 ��		����� ��� 	" �
�� 
� ������
"�
	��" L1,1 	 (���� h = 1 � ��	�����	� ��	���� �������� 	 
�����
��� ������$ ���
��
���
� "�����%���	� � ���� (x0, y0) 	 ��	��

�� (���� Δ�
B�		����� ��� ������"�� ��	��

��� 	��� ��� ����������
�� ��'�� �
�� .O0&

x �→ )$&'*(x0 + (x− x0) cos ϑ− (y − y0) sin ϑ),
y �→ )$&'*(y0 + (x− x0) sin ϑ+ (y − y0) cos ϑ)

.I0

�
x �→ $%&'((x0 + (x− x0) cos ϑ− (y − y0) sinϑ),
y �→ $%&'((y0 + (x− x0) sinϑ+ (y − y0) cos ϑ),

.P0

��� )$&'*(x) - )� ������"�� �	���
�� ���'
�� ��	� ��	�� x$ � $%&'((x) - ������"��
���"���
�� ��	�� x �� '�� ��(��� �������

�
"���
�� ����	����
�� � 1��	����
�	�> ��������
��� ����������
�� ������$ 
�

�( �#����$ �� 	�"����$ ����� ��� �	�����	����� ���	�	�	 �	������ 	�	�������� $%& �
	������	��� ����	� ������	� ������	��� ��	�	 	�	�������� ������� �	 ���'�� ���� 	���

�������� ������	��� $������	��� 	�	�������� $(& ��� $)&& �� ��	�	�	�� * �	��� � 	������	�
��� ����	� 
������	� ������	��� �� 	�����  	�� �� 	��� �������� ������	����

�� ��	� O ����	����
� ��#"���� ��	��

��� ����������
�� �� !���"��� .I0 ��� #
��
��
��� ϑ = 17◦$ x0 = y0 = 150$ Δ = 3� ,��#���	�$ � ��	
�	�$ �� ��������$ ���"%�

��
�# ��	���
� "����

�� � (x0, y0) ����$ ��	���

� ���'�� ��	� � 
������� ����
���
�

�� ��������$ 
� #���	�%�� � 
�����
�� ����� +�"�"��  � !�#����� ������ �
"�
�� �'��	�$ 1����
���

��> )�� ���������$ 
�����
�� 1������ +�"�
�> 	 �������
���
1"���
�
����> �������� � 1#�#�����> �� �" 
���� ,����$ �� ���
�	� 
�'��������
�������	��� �������� ���#���	� ���
�� ������
� KE] �������	���$ �� ������ � 	���
��
�� �����
�� ���������

�� ��	� I ����	����
� ��#"���� ����������
�� �� !���"��� .P0 ��� #
���
��� ϑ = 7◦$
x0 = y0 = 100$ Δ = 6� �
�(
� ��#"��� ���"���	� '���� 	����	�"�%�� �������	���
�"� � �  � ����� ���"��

�� ����
�� �� � ���#���	� ���� �� 
� 1������ +�"�
�> -

������� �������� ��� '���(�� ��	�� ������� ��	���
� ������ 1"�����> � �� �����
���	��� ���� �
�� � � ��#"���� �'��#�����	� 1#�#���> �� �" ����������$ ��"���  �
���#���	� 	���
� 1��#�����> .�� O] ������
� �� ����"	�0$ �'��#"� 1"���
�
��>� �����

��$ ��	� 
�'������	� 1��
	��#����> �������� - 
������� ��������$ ���"%�

�� �#
'���� "����

�� � ��
�� ������� (x0, y0) ����$ 	������	� � ������$ �� �%�� '�� � �
(x0, y0) ��� ��������$ ���"%�

�� �# ��
�� "����

�� � (x0, y0) �����

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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���� 	� �	2�
89 ������� ��
����	 �������
��� �	 :���0�������9 ��;���� 
����� ��0��
(150, 150) ��� ����	�8
	��� ����86 0	���9

80������86 ������	�< ���� ��
����	 ϑ =
17◦! ����	5���� �	����
 �	0	�=�86 ��0��
Δ = 3� > 
��6��� ��	
�� �
	�	��� ? /�	��
���� ��������� /	2�
��� �������	 ��� Δ = 12�

���� 
� �	2�
89 ������� ��
����	 �������
��� �	 :���0�������9 ��;���� 
����� ��0��
(100, 100) ��� ���������� 
80������86 �����
��	�< ���� ��
����	 ϑ = 7◦! ����	5���� �	�
����
 �	0	�=�86 ��0�� Δ = 6� > 
��6��� ��	�

�� �
	�	��� ? /�	����� ��������� /	2�
��
�� �������	 ��� Δ = 24�

���$ ��#"���� ��	��

��� ����������
�� ���#���	� ��
������

� ����
��� � 
�"���
����������
��� � 	���� ����	��

�� �"�	�����
�	� � 	��	�'" ���"���
�� .� '���� �'%�
- � 	���� ����������
��0� �	�� '� �� 
� #
��� �	�

��� !�#����� ������ �	���
�� 	�	��
��$ ��#"���� ��

��� ����������
�� �� 
� '��� '� �
����������� ��� "��#����%��

� '���� 	�� 
"� 	�"�"�" !�#����� ������� R� ��
" ��� ��	���� 	���"�%�� �����	&

������ ������ ���� ������! ���������+� ,�����������- � ��������


���� �
���� �������� 
���������� #������ ��������� ���������	�

,����$ �� �'��#���
�� ����
���

�� �'��	� ���� �
�� �������� ��� �����������

�� �� !���"��� .I0 �'*�	
�� 
�	�� 
� .	�� �����" P 
� �0H 	"%�	��

� ��
�� ��
�
�$
��� '"�" ��	� 	�'� �������� ��'�� �
�� .I0 �
"�� )�� �'��	�� ���	
� �� � � ���
'"�" ��	� 	�'� �������� ��'�� �
�� .P0 - '"�" �� �
� ����
���
�$ 
� 1	����	�> �� �

���$ ���" �� 1"�����> 
� '�	��
��
�	� � ���

��%� & ���$ 
�	���������� �	������ �!�' �����������

B�		����� #����" ��	��

��� �
���#� ������� !"
���� f = f(x, y)$ x, y ∈ R
2$ 	� 	������


��� #
���
������ C"	� �� ���� �#�'��#�� ������
�� !"
���� f 
� ���
��'���� ��!�
����� ��
����$ ������ �� 
� ��		������� ��� ��	� ������	��

�� ��(��� L1,1� �	��
	��

� �������� )� 	���"�%�� �'��#��& �����	� ��
�� "���
� !"
���� f(x, y)$ 	�� ��$
��
�� Li(f) = {(x, y) : f(x, y) = i + 1/2}$ � #��� ��������
� ��	���	�� ����� "�� �� �"
)��� ��
���� � '���� � ���
�� ����� ��"���� 	������ - ��	���	�� ��������
� � '����
� ���
�� ���� /�'����� �
� �	��

Si(f) = {(x, y) : i− 1/2 < f(x, y) ≤ i+ 1/2}, i = 0,±1,±2, . . . .

C��"���(��	� 1#�'��> ��'��#� ������
�� !"
���� f - '"�" ���
� ���� �� ������
��
)�	���"���$ ��� � 
���#� '"�� ������ ���	��"�� � ��
��"����

� &8 ���	��0�
	���1 /���:�1�� 
�6 ��������86 �1 �����
	 ��	/�0����9 ���������	:�� ����	��
�� �
��2��=�	��
�

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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?�#���	� '�$ ��� '���� �����
��� �		������
�� !"
���� f ��	���
� 	����� 	��" ���

�� "���
� '���� ��	��$ ��� ��		����� �
� �	�� Si(μf) = {(x, y) : i − 1/2 < μf(x, y) ≤
i + 1/2} � "	����� μ � '�	��
��
�	�� ,�
���$ ��	���
�� 	�"�"�� )���
� ��	����$ ���
����$ ���	"%�	�"$ �����	� �����"����
�� ��(����$ ��� ��	���
� '���(�� #
���
���
�������� μ ��#�� ��
�� 
�'������"� ����
"& �'��#"�	� ����#����	��� ���"���
�� �
������	��� 	�"�"��� �� ��	"
��� P$ Q � Z �������
� ��	������ )���
�� ��	���� ���
���	�

�� ��	���(���
�� ��
�� "���
� !"
����

f(x, y) = x2y − y4, −1 ≤ x, y ≤ 1. .Q0

�� ��	� P ��� μ = 10 �	� � ������� - �� ����� 
�	��%�� ��
�� "���
� .��
��$ /�'�����
�
� �	��0 !"
���� f � ,�
��� " � ��� μ = 300$ 
� ��	� Q$ �	
��
�� ��	� �#�'�� �
��

�����
�� ������� !�#���� ������� ������� ��
��� C�� μ = 288000$ 
� ��	� Z$ �� " �
����� ����� ��	��� 
����"���
�� ��	"
�� ��� 1���	��	���� �����> 
� ����%��$ �� �	�$

������� �
�(�
�� � �	���
�� !"
�����

���� �� �2���	����� $����
��
86 �������
 /���:��
10(x2y−y4) �	 ����� 300×200
��0���

���� �� �2���	����� $����
��
86 �������
 /���:��
300(x2y − y4) �	 ����� 300 ×
200 ��0���

���� � �2���	����� $����
��
86 �������
 /���:��
288000(x2y − y4) �	 �����
300 × 200 ��0���

��

�� 	�"�"�� 
�#����	� � ��'��� �� ��������
�� ���!��� �"������ ?�� ���
��		�
����
�� 
��	�� �

��� ��	����#����� �#�'�� �
��$ �� � ��� ��		�
����
�� 	����
��(��� ��	����#���� .� 	�"���$ ����� �
� 
��#��	
�0 �� 
� 	�#��� 	�	��" ���������
	��� ��
���$ ������ ��#������ '� ������
� ���	���� �	�������	��� ������
�� �"����
��� "��
�(�
�� ���	����

K� T��,L��,/,V�N�+?UW L,��/^ ?,//UC+�RTT�?AU

�� 
� ������ �� ���	"� !�
���
�������	�"� ������$ ������ '� �'*�	
��� �������
	��

� � ����	��

� ���	�

�� � ��#���� J�� )!!�� ������	�� A���� ������ ��� 
� ���
�"	��� ��	���
� ���
�� �������	��� �
���#$ �� ��	 ��#�� 
�	� #���
�� ���������
	���
� ���� ������	��"�%�� )!!���� � ��	��

�� �
���#� ��!!���
�����
�� �������
��
�����	��� 	�	�� 	 ������	��� ������
���� �� � �'	" ���	� ������ ������	�)!!���$
������ �

�� � DKIF�

%��� #� ������ ����������� 	 �
�� ����������!� ������ � �
��������
����'�
��� ��������	���

� ����	�� �	
��
��� ��
���	���� �
	�"��
� '"��� �	����#���� 	�"���
�� ��'�� ��

��� +
����� ��		����� �� 
�#������� 	�"���
�� ��'�� �
�� 	 ���
	��

�� ���������
�%�� ��
���� C"	� Δ > 0� ,�������� 	�"���
�� ��'�� �
�� TΔ,κ �
� �	�� (0, 1, 2, . . . , κ)

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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� 	�'� ����
	���

P (TΔ,κ(i) = j) =
{ Δ

κ+Δ , �	�� j = 0,
1

Δ+κ , �	�� j 
= 0

� "	������$ �� �'��# )����
� i ��'����	� 
�#���	��� � �'��#�� �	���
�� )����
�� �#
(0, 1, 2, . . . , κ)�

������	(���������� ZΔ,κ ��'�� �
�� TΔ,κ 
�#���� 	�"���
�� ����
� �	�� �
� �	��
(0, 1, 2, . . . , κ)$ ������������ ����
	���

ZΔ,κ = {i ∈ (0, 1, 2, . . . , κ) : T n
Δ,κ(i) = 0 ��� 
�������� n}.

,'�#
���� ����#

QΔ,κ =
#(ZΔ,κ)
κ+ 1

.

���� )����
�� �
� �	�� (0, 1, 2, . . . , κ)$ ���
���� �(�� ������	:�����
�
� ��'�� �
��
TΔ,κ�

C"	� f : [0, 1] �→ [0, 1] - !"
����$ ����%�� ���
	��

"� �'	���
� 
�������
"� �
���
���

"� ���" μf � C������� ��$ �� ���
�	� )�� ���� ���� ����
�$ ����� ��
�����
���� �
������ [0, 1] 	�
�"���
� ��� )�� ���� � ��� 
�������� l ≥ 2 	"%�	�"� �������

α0 = lim
s→0

μ([0, s])s1/l, α1 = lim
s→1

μ([1 − s, 1])s1/l.

R� �������� �
�� ���
�$ � ��	
�	�$ ��� !"
���� T����
'�"��:Y���
����� .�0 � �
����
��"��� .	��$ 
�������$ �����"�" � DIJF0�

A����� �� � 	�	��
�� 	!���"������� �����#" � 	��#� ���� ������	��"�%�� ���� ����
�#����
��� ��'�� �
�� f : [0, 1] �→ [0, 1] 	� 	���	���� ������	:�����
�
� 	�"���
��� ��'�
�� �
�� TΔ,κ�

����� �� # !�	�� �� ���������"��� ��	������� a = a(f) � b = b(f) 	� 	��
 �!�
	���	���� )�� ���"*� ν � 1 � n � ν 	����	����	��� '��������	���� ��	��
������"�
��	��

P(ν, n; f) = P (ν; f), P (ν + 1; f), . . . , P (ν + n; f),

����
������ �����	��� +%,- ������ � 	������	�� �!� 	����	����	�� '��������	���
�� 	� ������ �������� QΔ(ν;f),κ(ν;f)- �
� Δ(ν; f) � κ(ν; f) ����
�����	� �����	����

Δ(ν; f) = a(f)
√
ν

ln(ν)
, κ(ν; f) =

[
b(f)

ν

ln(ν)

]
� 	� ��� l = 2 � �����	����

Δ(ν; f) =
a(f)
ν1/l

, κ(ν; f) =
[
b(f)

ν

ν2/l

]
� 	� ��� l > 2�

,'�	
���
�� )��� �#�	� 
� 1!�#���2���> "���
� 	����	� �������
� � DKIF�

+���	�� 	�"���
�� ��'�� �
�� 	 ���
	��

�� ���������%�� ��
��� '��� �����
�
�#"��
� � ��'�� DJEF� � ��	
�	�$ ���
� 	���"�%�� "��� ��
���

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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	�

� �� )�� l = 2 . ����� ��	���
������ 	� �����' ������� QΔ(ν;f),κ(ν;f)ln(ν)- ν =
1, 2, . . .- 	'�
��	� � . �����

dc(x) = erfc(1/
√

2cx), .Z0

�
� c = a(f)2/b(f)- � erfc(y) / 
���������"��� . ����� �*���� 01�2

erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x
e−t2 dt, x ≥ 0.

)�� l > 2 . ����� ��	���
������ 	� �����' ������� Qλ(ν;f),κ(ν;f)- ν = 1, 2, . . .- 	'�
��	� �
. �����

d∗c(x) = erfc

(√
c

2

(
1
x
− 1
))

, 0 < x < 1, .�E0

�
�- ��������� - c = a(f)2/b(f)�

	�

� �� 3������� ����� q(ν; f) ��������	�" ����- ��� ������	(��������� 	����
���
	 ����	��� (0, 1, . . . , κ)- ���� ��������	�" ���������� �����	���

QΔ(ν;f),κ(ν;f) = κ(ν; f) + 1.

4��
� ��� l ≥ 2

q(ν; f) =
Δ(ν; f)

κ(ν; f) + 1
≈ a(f)
b(f)

1
ν1/l

.

%��� #�������� 	 5�	���������"��� 
�����

+��	���	��� �
���# ��#"����� )�	������
���
�� ����	��
�� 
�����	� � "������
�������
�� 	����	��� 	 �#�	�� � � �������	���� ����	��#�
���� ���� � � J DMQF�
B�		����� 
�	������ ���������

C"	� S - 
������� ��
��
�� �
� �	�� 
���������
�� ��	��H ��������� ��� . �����
��	���
������ ����
	���

D(a,S) =
#({s ∈ S : s ≤ a})

#(S)
, a ≥ 0.

�# �#�	� � � ����� � ������$ �� ��� l = 2$ ��	���
� '���(�� ν � 1 � n � ν !"
��
��� D(a; ln(ν)P(ν, n; f)) ��� 
� '�� '��#�� � !"
���� .Z0 	 �������%�� c$ � ��� l > 2$
��	���
� '���(�� ν � 1 � n � ν !"
���� D(a;P(ν, n; f)) ��� 
� '�� '��#�� � !"
����
.�E0�

�� ��	� �E ����	����
 ���!�� !"
����D(a; ln(ν)P̃(ν, n;F (γ))) ��� !"
���� T����
'�"��:
Y���
����� ��� γ = 1/3$ ν = 244$ n = 1, 2, . . . , 500$ � ���!�� !"
���� ��	�������
�� 	
���
�	�� d∗1(x) .������� ��
��0� G��	�

P̃(ν, n;F (γ)) = P̃ (ν;F (γ)), P̃ (ν + 1;F (γ)), . . . , P̃ (ν + n;F (γ)),

� P̃ (ν + n;F (γ)) ����	���	�$ ��� ���	�
� � ��#���� J���
U
������
�$ 
� ��	� �� ����	����
 ���!�� !"
���� ��	�������
�� ��	���������
�	�

P̃ (244;F ) ln(244), P̃ (244 + 1;F ) ln(244), . . . , P̃ (244 + 356;F ) ln(244) .��0

��� ����	���	���� ��'�� �
�� F (x) = 4x(1 − x) .����%��� ��������
"� �	�'�

�	�0 �
!"
���� .Z0 ��� c = 2� .C����
�����
� ������������	� ��		����� ��	���������
�	�

P̃ (244;F ) ln(244), P̃ (244 + 1;F ) ln(244), . . . , P̃ (244 + 500;F ) ln(244).
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���� ��� .�	/�� /���:�� �	���������1
D(a; ln(244)�P(244, 500; F (γ))) �1 �����	����1
F (γ)(x) ��� γ = 1/3 @������0	�	1 ���
	1A �
��	/�� /���:�� d∗

1(x) @��	�	1 ���
	1A�

���� ��� .�	/�� /���:�� �	���������1
D(a; ln(244)�P(244, 356; F )) �1 �������0������
�����	����1 F (1/2)(x) = 4x(1−x) @������0	�	1
���
	1A � ��	/�� /���:�� d2(x) @��	�	1
���
	1A�

? 	� ���
��$ ����	��
�� 
� 	"������������ .$/0 '��� ������
� ����# JM ��	� �����		���

��� �����
� �� ��
� ��������$ 
� ����"������(��� 	����� 	��
%��� � �������
�� ������
��� ��

��� )�	������
��0 C�	�����" P̃ (ν +m;F ) ≤ 1$ m = 0, 1, . . . , n$ � ln ν = ln(244) ≈ 30$

D27 := D(a; (ln ν)P̃(ν, n;F ))

� ���� ��	�������
 � ��

�� 	�"��� � �
������ [0, 30]� + ��"��� 	���
�$ d2(x) - )�
!"
���� 	 '�	��
��
�� 
�	����� [0,∞)� C�)��" 
� �'����

�� 1���	> ��	�������
�� D27

���#���� ��#���	��� 1���	> ��	�������
�� d2(x)� �	�� ���
�� )� �'	�����	�� �� �
��
��
��$ � 	����	�� )�	������
� 	 �#�	�� � �����	� ��	���
� ����(���

��#���� ��(��" Lν ��	������ ������	�� �!�� ��� ��'�� �
�� f $ �	�� ������� �� �
��� ���� ξ ∈ Lν ��� ���	���� )��� ��'�� �
�� ������� ��
� ��� ��#�
� � 
���� ������
��� �'%�� ��#"���� �
�	����
� �'	���
� ������	��"�%�� ��	����#���� �'	" ���	�
� DKKF� �# �#�	� � � ����� J ������$ �� ���� �'	���
� ������	��"�%�� ��(��� w(N ; f)
� ��	���������
�	� L1$ L2$ � � � $ LN ��� 
� ���� ������� (2a(f)/b(f))N (l−1)/l � � ��	
��
	�$ !"
���� w(N ; f)l/(l−1) ��� 
� '�� ���'��#����
� ��
��
�� �� N � �� ��	� �J � �K
�������
� 	����	�"�%�� ���!��� ��� 	�"����$ ����� f = F � f = F (γ)�

L� ������� �
��� )�	������
�� 	 ��#���
��� "
�������
��� !"
������� �	� �
� ����
���������� ������
�	� �#�	� ��

%�%� 6�������"��� 	��'�	����	��� ������ ��� ��	�� ��� ���
 ����
����
������	(5..�����

N� �� 
� 	�����$ ��'� �#'� �� ������	:)!!����$ ��� ���	�

�� � ��#���� J��[
+!���"���"�� 
�	������ �'%�� 	������&

�� 1���� ���������� ,���2����������- ���������	�
�� 3������ � ��
��������
 ��������
 � ��������� ��	�����+
 �����	"

��
 ���
�+���
� 4�� ������ �������� ����
 ��
��� ������	 �����"

���� fν �� ���� 5������ �� ������� L�

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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���� ��� .�	/�� w(N ; F )2 �1 �������0����9
/���:�� F (1/2)(x) = 4x(1 − x)�

���� ��� .�	/�� w(N ; F (γ))3/2 �1 /���:��
F (γ)(x) ��� γ = 1/3�

�� 6����������� 
����������� ���������	�

�� 3������������ 7�� ������
� ����+��

�	� )� 	������ �����	� ����
� ��#"�
���$ ��
��� �
���� �������	��� �����	�$
	��#�

�� 	 �� �����#�����$ ���� �	��	� ��������

Y�
����
�� �����	$ 	��#�

�� 	 �
���#�� ������ 	������ �	�
&

���� ���� �� ��+� ����
����� ��� ������ ��������� ��� �������2

7##������

\�� �� ���
 �# ��#�� 
�� �����
�� ���� 
� )� �����	� �� 	
�����$ ��������� 
����
���� ����
� � ������ �'�#
���
��� C"	� Ω - ������
�� ������	��� ���	��
	�� 	
������� ρ� ,'�#
���� ����# Sep(y,X) = infx∈X ρ(y, x) ��		������ � )����
� y ∈ Ω ��
�
� �	�� X ⊆ Ω$ � ����# Sep(Y,X)$ Y,X ⊆ Ω - '� 	
��.��� ����������� �
� �	�� Y �
X$ ������������ ����
	���&

Sep(Y,X) = sup
y∈Y

Sep(y,X).

C�� 
��'������	� �  � 	���� 	����� Sep '"�� �	����#����	� � ��� �'�#
���
�� ��"�
	���!����� ����
�
�� �
� �	� �# ������� ����#����
�� Ω× . . .×Ω$ 
�����

��� �������

ρN ((x0, x1, . . . xN ), (y0, y1, . . . yN)) = max
0≤n≤N

ρ(xn, yn).

����
��$ ����# Gr(f) �'�#
���� ���.�� ��'�� �
�� f �

C"	� ����� T
d - )� 	�
���
�� d:���
�� ��$ f : T

d �→ T
d - ��'�� �
�� 	 �
�����
�


�� ����� /�'���$ � �"	� L - ��(��� 
� ��� T
d$ �
�"������

�� 	�
���
�� ��
����
��

1/ν���(���� 
� �"'��

� "� ������ ���	�= 6	����/�
� ���������� � 6	����/�
8� �	����1���� χ(X, Y )! ������1��8� �	
����
��
χ(X, Y ) = max{Sep(X, Y ), Sep(Y, X)}�

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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�����
� � .	�� DKEF0� 7�� ���
��� ε > 0 	 !�	�� �� ����	������� π ��*���� Lν-  
�����
������!�� 	�����*���� Sep(Gr(π),Gr(f)) ≤ ε�

R� ������ ���� � 
� ��#"��� /��	� DOPF� � �  � ����� � ������ � ������ /��	�$
��'�� �
�� f 
� ������������	� �
*����
��� R� ������ ����#����$ ����� �'��#�� �� �

� ��'��� �������%"� ������	������& ����	�
����$ ������
� 
� ���� ������	��"�%��
)!!����� �� 
�$ �� ����	� '�	��� �������� ��� ��������
�� ����	�
����$ 	�����
	�"�%�� f � ,
� ���" '�� �����#���
� 	 ����%�� 
�	�� 
�� ��������
�� ����������

,����$ �� 	"%�	�"� � ��"��� �������	��� ��#"���� � )�� 
�������
�� .	��$

������� D�QF0$ 	��#�

��$ � �	
��
��$ 	 �	����#���
��� ��	����#���� +���� DIQF$ 
� �
�

� �	���� �����
��� � ��		���������� 	�"�����

����� � ���� 	������ �	�	��

� 	 ���� #��
�� ����� �
!�������� ���	������

�$ ��� �������	� �� �����
��$ )
����� ��
�#
��
�� ������
�����

�� ��	����#����
�	���� ���
� 
"��� N�'� �#'� �� )���$ 
��'������ ��'���� 
������� �	�"		��

��
�	��
�� �
!�������� R� �� 
� 	����� �����
��� 	�"���
��� .	������ �0 ��� �
����
#
��
��� .	������ �0 ("��� ,���� ��"'���� �������	��� ��#"���� _� ?�!��� DMPF �
L� @��
�� DKF$ ����%�� �
�(�
�� �� ����� 	������� �� �	
��
�� �����	 ����� � �����
	������&

���
 ������ ���� ������� �����
��� � 
�������������

�	��	� ������� �	�� 	���	���	��� �����
�
� �� ����� 	������ 	��(��� '���(��$
� ��
����� ������ '"�� #���
� ������	� � ��
����� �	���
�� 	�	���$ 
� �	�� �
� 
�
	��(��� 	���
��$ � '"�" ���	"	����� ������	��"�%�� )!!����

` ������� 	������� 	��#�
 	���"�%�� �������	��� �����	&

�����  ����
� �������� ���������� ������
� �������� �������	�

��"���� 	������$ � ����� 	�"���� ������	:)!!�� ����������
 .��� � ��#�� �
 � 	��"
������ O �# DKKF0�

�� � ���	����	� ��
���	��� ��"���$ ����#
�� � 	�"���� ����� � ����� 	������H
��#�� 
�$ �
� �� � '�� ����#
� � � 	����� �
���#� ������ � ������� 	������� �� 
�
� �$ �� �
� 	��#���� )� 	�������

C"	�Md - �
� �	�� ������
�� d×d ����� A = (aij) 	 
���������
��� )����
���
aij ≥ 0� L
� �	�� Md ��	��
� "��������
� 	��
�(�
���

A ≤ B ⇔ aij ≤ bij , i, j = 1, . . . , d ,

��� A = (aij) � B = (bij) - ������ �# Md� �����
��$ �� �����" C = (cij) 
�#����
	��'�	����	���$ �	��

d∑
i=1

cij = 1, j = 1, . . . , d ;

�
� �	�� �	�� 	���	���	��� ����� � Md '"��� �'�#
���� ����# Sd�

C"	� M−
d �
� �	�� �	�� ����� A = (aij) ∈ Md$ "����������%�� "	�����

d∑
i=1

aij ≤ 1, j = 1, . . . , d,

� M+
d �
� �	�� ����� B = (bij) ∈ Md$ "����������%�� "	�����

d∑
i=1

bij ≥ 1, j = 1, . . . , d .

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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��� ��'�� A ∈ M−
d � B ∈ M+

d ���� �� A ≤ B$ �'�#
���� ����# ÂB �
� �	�� 	���	��
��	��� �����$ #������

�� �� �" A � B&

ÂB = {C ∈ Sd : A ≤ C ≤ B} .

L
� �	�� ÂB 
�#���� ��������"��� 	��'�	����	��� ������� 	 ���
����� A � B�

����
��$ �	�� σd 	�
���
�� 	������	 � R
d$ � ��� ��'��� ������ p ∈ σd � ��� ��'��

	���	���	��� ������ ÂB ��������� �
� �	��

ÂB p = {Cp : C ∈ ÂB}.

L
� �	�� ÂB p �� � '�� ���	�
� � ��
�� ����� C"	� Id - ���		 �	�� ����
� �	�
�
� �	�� {1, 2, . . . , d}� ��� ��'�� j ∈ {1, . . . , d} � I ∈ Id ���� ��

Hj(I, ÂB) = min

⎧⎨⎩∑
i∈I

bij , 1 −
∑
i�∈I

aij

⎫⎬⎭ .

�����
� �� &����	��� ÂB p 	����
��� 	 ����	��� �������� q ∈ σd-  
�����������
!�' �������	�� 

d∑
j=1

pjHj(I, ÂB) ≥
∑
i∈I

qi, ∀ I ∈ Id .

�# )�� ������ ������ �� 
�� 	���	���� ��#���� ����� p ∈ σd ��� �����������
��� 	���	���	��� �
������
�� ������ ÂB$ �	��

d∑
j=1

pjHj(I, ÂB) ≥
∑
i∈I

pi, ∀ I ∈ Id .

��� ��'�� 	���	���	��� ������ C �'�#
���� ����# a<b(C) �
� �	�� ������� x ∈ σd$
"����������%�� Cx = x�

��������� �� &����	���
⋃
{a<b(C) : C ∈ ÂB} 	����
��� 	 ����	��� ��� ����������

��' �������� 	��'�	����	��� ��������"��� ������ ÂB�

C��� ��$ ��� ��'��� ������ J � �
���#� ��	����#���� ��
�����	��� 	�	���

���
�� � .���
������ � ��������� �0� ,'�#
���� ����# P �
� �	�� �����
�	
�� ���
@����� 
� ������� Ω� B���
	��

ρP (μ1, μ2) = inf{ε > 0 : μ1(Oε(S)) ≤ μ2(S) − ε, ∀S ∈ B}, .�J0

��� Oε(S) - ε:����	
�	� S$ ��������� ����� )��'����� 
� P� R� ������ �	����#"�	�
�� �
���� ��#����� ����� �����
�	� .	��$ 
�������$ DM�F0� �# ������ J 	���"�$ �� 
��
����� ������������ ��� μ ����������� f 	 !�	�� �� ���" &������ �� ��*���� L 	�
	����������� ���� μ∗-  
����������!�� �������	�� 

ρP (μ∗, μ) ≤ h(L), .�K0

�
� h ����
�����	� �����	���

h(L) = sup
x

inf
ξ
{ρ(ξ, x) : ξ ∈ L, x ∈ Ω},

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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� 	 ����'�
��� ��������	��� P (ξ, η)-  
����������!��  	�����

P (ξ, η) = 0 ��� Sep((ξ, η),Gr(f)) > h(L). .�M0

������
	�� .�K0$ .�M0 ��� ���
�" ��
�����
��� "���
� ��
����#����$ ��	���
��� ���
�������
�� ������	��"�%�� )!!����� R� "����
� "�������
� 
�#���& �
 	������� 	
���	��
	��

�� (���� ��		���������� ��	����#����� ?�
��
� "	����� .�K0$ .�M0 
� ���
� ���
��� ���� 
� �����	 �' "���
� ��
����#����$ 
� )� (�� � 
" 
�� 
�������
���
,���� �� �$ �� �
������
�� "��� ��
�� '��� ����#
� ��� �
���#� 
������� �����
����� ��������
�� �
���	
�� �
�����

�� ��� DKMF�

���
�� � .�������� � ������ ��������� ������

��������0� �# ������ J 	���"�$ �� 
��
����� ������������ ��� μ . ����� f 	 !�	�� �� ��� μ∗ �� ��*����  
����������!��
.�K0 � 	�����*����

μ∗(L∗) ≤ μ∗(Φ−1
∗ (L∗)) ��� L∗ ⊆ L.

N�	� �	�'�

� �
���	
� �
�����

�� ���� 	� 	�������
��� )�	������
��� 	���	�����
\��#�

�� 	��
�(�
�� 	���� ���	� ���� ��� � ��(�
�� #����� ��
��
��� ������������
��
���

���
�� � .���
������ � ��������� �0� ��'���� 
�����"� �
���#
��
"� ��	����#����
Φf ��'�� �
�� f $ "����������%"� "	�����

Gr(Φf ) = {(ξ, η) : Sep((ξ, η),Gr(f) ≤ h(L)} .

A���� �
� �	�� ���� ���!��� Φf 	������� 	 �
� �	��� ���� �# h(L):����	
�	� ����
!��� f � � ��������

�� 	��	�� )� - ��#"�
� ��
�����
�� �
���#
��
�� �����#���� ��'�
�� �
�� f � �# ������ J ������$ �� 
�� ����� ������������ ��� μ ����������� f
	 !�	�� �� ������������ ��� μ∗ ������������ ����������� Φf -  
����������!�� �����
���	�� .�K0� R� "��� ��
�� ���
���� ��
�����
�� "����
� �
���#
��
�	�$ ��	����

�� ��� �������
�� ������	:)!!����

B�#"����$ �#�� �

�� ��(�$ '�#��"�	� 
� ��'��� DK�$ KOF� R!!��� ��	����#����
����
� 	���
� 	 )!!�����$ ��#
����%�� ��� ��'�� 	 
�������
��� #�������� � ��	
��
	�$ 
�����
�	� ��� ������	:)!!��� ���" '�� 	"%�	��

� �	��'��
�$ �	�� �����		
������� '"�� 	��������

� ������%�
 .	�� �'	" ��
�� )��� �����	� � D�QF0� ��� ��	��
��
� �	
��� ��
���
��$ ����� 	���"� ������%�� ����	��
��$ 
" 
�$ � ��	
�	�$ 
����
����� ���
�� �������
�� �����		�� � ����� "���������� ��	���
�� 	�	����� ��#�� 
�$
��� �#"��
�� )��� �����	� ��� �	� ����#
�� 	���� ������ �

�� � DO�F�

M� T��,L��,/,V�N�+?UW L,��/^ +AUA�+A�? �/�� Y�?/,� �
C�B�c,��Xc CB,Y�++,� ��+?B�A�GUY�d ���UL�N�+?�c +�+A�L

? 	� ���
��$ ��� ��'�� �
�� T����
'�"��:Y���
����� .���$ �������$ � ��� ��"���
	�	�� 	� 	�� 
�� ������
���0 �������	��� ����	��
�� ���� ���'�
���
�� ���������
	�� ��� ���� ������	��"�%�� )����
��$ ���
 ������ � �������
�� �����		�� 	���� �
�
	 	"%�	��

��� �"�
�	���$ 
� ��������

���$ 
�	������ 
�� �#��	
�$ �� 
�	��%���
�����
�� � 	��#� 	 )�� �	�	��

�� ����	�����	� ��������		
�� ������$ �	
���

��

� ��	���
�� ���	���	�	��
���� �	����� 	��	�� ���
 ������$ �������
�� �����		�� �
��"��� ���'�
���
�� ��������	�� ��	����#���� ��		���������� 	�	��� ?�
��
�$ ��	�
	���������� ������$ � ���
����$ 
� 
�� - ��
� �# �#��	
�� !�
���
�������	��� �������
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����'
��� ���� ��#��'��
� � ��'��� DME$ MK$ OQF � '�#��"�	� 
� ����� ����
� 	�"���
��
��'�� �
�� D�PF� �� �	����#���
�� ���#���	� "	��(
�� � 	�"�����$ ����� 1����
��> ��	�
����#���� 
�������
�� 	�	��� 
� ���� ���� �

�� ����'�����	��� 	�"�"��$ � 	���
�	���
�� 	�	��� ���� 	���	���	��� ������$ ��"	���!��� ��#���
�	� ������� 	���
����� 	 ��� ����������

�� ��#���
�	�� .	�� ����� � DKP$ MKF0� ,�
��� ��� ��'�� �
��
.�0 	 γ < 1

2 "��#�

�� ������ 
������
��$ �� ��� � )�� 	�"��� ��"	���!��� ��#���
�	�
	���	���	���� ������� [0, 1] ������	� � ��� ����������

�� ��#���
�	� .������ �#

�� ���
� 1$ � ����� - 2γ0�
,�
� �# ������ "	��(
�� ������� ��� ���	�
�� 	�	�� 	 ��#���
��� ��"	���!�����

� ����������

��� ��#���
�	��� '��� ������ �
� � DKI$ KPF� R� ������$ �	
���

�� 
�
����� 	�"���
�� ���!�� � ��'�� �
�� DZ$MJF$ � ��	
�	�$ 	�"���
�� ��'�� �
�� 	 ��
��
���������%�� ��
��� DIPF$ '��� ������ �
� � DKQF� ?���	��

� ����
� ������
��$ �
�
���#���	� 
� ����
� "������������
��� ������	��

�$ �� � �����	� ��
�� �# ��'"���
���
�� ������ �����
�� 
� � 
����� ���		� �������$ �������
	�������(��� � ��	��

��
)�	������
�� ��	��"� ������	��

"� ��
�	��

8��� #� ������ ����������� 	 �
�� �����!��!� ������ � ������ ����'�
���
��������	���

C����������� 
� � ������ '�#��"�	� 
� ��
��� 	�"���
��� ��'�� �
�� 	 ��
�� ������
%��%�� ��
���$ ��������
�� � 
������� 	���	�� ������� 
�����
��	� 
� ��

C"	� N - 
�"����
�� ��	��$ α > 0 � γ ∈ (0, 1/2)� B�		����� 	�"���
�� ��'�� �
��
T

(γ)
α,N �
� �	�� X(N) = {0, . . . , N} � 	�'� ������������ 	���"�%�� "	�������� C��� ��
q0(α, γ) = αγ � qi(α, γ) = (α+ i)γ − (α + i − 1)γ $ i = 1, 2, . . . , N � C���'"��$ ��'� �� ���
�����#���� T̂ 	�"���
��� ��'�� �
�� T (γ)

α,N �	������ 
������ 
�� ���" 0 � ��'� �'��#�

T̂ (i) ���� i ∈ X(N) ��'�����	� 
�#���	��� � ���
���	�������

�$ 	 �����
�	�� 	�'��
�� T (γ)

α,N (i) = j ���������
���
�� qj(α, γ)� � )�� 	�"��� �����
�	� �����#���� T̂ ���
�
������
�

N∏
i=1

(α+N)−γq �T (i)
(α, γ).

��

�� ��������
�� �����	� �	�	��

�� �
������ ��������
�� 	�"���
�� ��'�� �
��
	 ��
�� ���������%�� ��
���$ ������ �

�� � DIPF .	�� �� � D�P$ JEF0$ � ��)��" T (γ)

α,N

�	�	��

� 
�#��� 	� ����� ����������� 	 �
�� �����!��!� ������ � ������
����'�
��� ��������	����

?� ��� �����#���� T̂ 	�"���
��� ��'�� �
�� T (γ)
α,N �	� ��'�� �
�� ������
�����

��$

� ����" ��� ��'��� i ∈ X(N) ��
�#
��
� ��������
� �������� Tr(i, T̂ )$ ��� ��	����������

�	� i0, i1, . . . , in, . . . "����������%�� ����
	��� i0 = i � in = T̂ (in−1)$ n = 1, 2, . . .� � 	��"
��
��
�	� �
� �	�� X(N) ��� �� ��� �������� Tr(i, T̂ ) ��������
 ����
 ������� ��#�
���%�
�� Q(i, T̂ )$ ��	�� �������$ ��� ��� n ≥ Q(i, T̂ )$ �������� 1#���������	�> .	�
���	�
���������	���0 	 ���
�� ��
�����
��� ����� C(i, T̂ )�
C"	� #(X) - )� ��	�� )����
�� �
� �	�� X� ,'�#
���� ����#

Q(x, T̂ ) =
1
N

#[{i : Q(i, T̂ ) < xNγ}], C(x, T̂ ) =
1
N

#[{i : C(i, T̂ ) < xNγ}], x ≥ 0 .�O0


��������

�� !"
���� ��	�������
�� ����
�� ������� ��#���%�
�� � ���
 ������ �����
���� ��'�� �
�� T̂ � ,'�#
���� ����# P(T̂ ) ���� ������	��"�%�� )����
�� ��'�� �
��
T̂ $ ��� ���� �� i$ ��� ������ C(i, T̂ ) = 1� c�������	��� .�O0 ��� !��	�����

�� α, γ,N
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�����	� 	�"���
��� !"
������H �'�#
���� ����# Q(γ)(x;α,N)$ C(γ)(x;α,N)$ x ≥ 0$ �� ���
������	��� � ���
��� ,'�#
���� �� � ����# P (γ)(x;α,N)$ x ∈ [0, 1]$ !"
���� ��	������
��
�� 	�"���
�� ������
� P(T̂ )�

�����
� � .	�� DOJ$ OMF0� )�� ����' α, β > 0 � 0 < γ < 1/2 	�����
���� ���
��"��� 	����
��*����

lim
N→∞

Q(γ)(x;α, βN) = 1 − F (γ)(βx;α), lim
N→∞

C(γ)(x;α, βN) = H(γ)(βx;α),

lim
N→∞

∫ 1

0
(1 − P (γ)(x;α,N)) dx = αγ

∫ ∞

0
F (γ)(x, α) dx,

�
�

F (γ)(x;α) = e−αγx
∞∏
i=1

1 + qi(α, γ)x
eqi(α,γ)x

,

H(γ)(x;α) = 1 − F (γ)(x;α) + αγ

∫ ∞

x
F (γ)(y;α) dy + x

∫ ∞

x
F (γ)(y;α)

∞∑
i=1

qi(α, γ)2

1 + qi(α, γ)y
dy.

,����$ �� ��(� ���	�
 ��(� ���
 ��	
�� 	�"��� ��'�� �
�� 	 ��
�� �����%��
�%�� ��
��� - 	 �������
��� �����
�	��� ���� ������� ��	����#����� !"
����
q(α, γ; t) = (t+α)γ−1 ��'�� ������ ���������
 �� )���	���	��� 	��'�� �
���$ �� ����

�	� �'	���
� 
�������
�� �
�����

�� ���� +�
��:B�)���:@�")
� ��� ��'�� �
��
F (γ) ���� 	���

�� �	�'�

�	� 	 ����#����� γ − 1 � ����� t = 0, 1�
����#����	�� ������ K ������	� 
� �		������
�� �	������ #
���
�� )����
��
��

	��������	��� !"
���� 
� �����
�	
�� ��	�������
��� 	�������
��� ����� C"	� !"
��
��� p(k, n) ��� k = 1, 2, . . . , n ��������
� ����
	���

p(k, n) =

k
n∫

k−1
n

q(t) dt,

���

q(t) = αβ(t)tγ−1 ≥ 0,

1∫
0

q(t) dt = 1, β(0) = 1, α > 0, 0 < γ ≤ 1.

�����
� � .	�� DOMF0� )�� n→ ∞ 	�����
���� ���
��"��� 	�����*����

π(m,n) → e−
1
2(
� 1
0

q2(t) dt)x2
���

m√
n
→ x,

1
2
< γ ≤ 1;

π(m,n) → e−
1
2
α2x2

���
m√

n(log n)−1
→ x, γ =

1
2
;

π(m,n) → L (γ, αx) ���
m

nγ
→ x, 0 < γ <

1
2

�
� π(m,n) = m!σm(p(1, n), p(2, n), . . . , p(n, n))- σm(x1, x2, . . . , xn) / 5���������� 	������
��	��� . ����� ����
�� m- � L(γ, z) / ����� ���������	��� . �����- ����
������ ��	���
����� �������
����

L(γ, z) =
∞∏

k=1

{[
1 +

kγ − (k − 1)γ

γ
z

]
e−

kγ−(k−1)γ

γ
z
}
.
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,����$ �� ��� 0 < γ < 1
2 � |x| < γ

α �	�������	��� ����	����
�� ��� π(m,n) �� �
'�� #���	�
� � 
�	������ '���� "��'
�� !����&

π(m,n) → e
−�∞

r=2
(−1)r

r

��∞
k=1

�
kγ−(k−1)γ

γ

�r�
(αx)r

���
m

nγ
→ x .

8��� )������ 	������	����

���
��	� � �
���#" ��	����#���� ��
�����	��� 	�	�� .�0� ?� ��� ν���	����#���� F (γ)
ν

��'�� �� ��
��
"� ��(��" Lν = {0, 1/ν, . . . , (ν − 1)/ν, 1} � 	�'�� C�)��" ��� ��'���
ξ ∈ Lν ��������
� ����
 ������� ��#���%�
�� Q(ξ, F (γ)

ν ) � ���
� 	����	�"�%��� ����
�� Q(ξ, F (γ)

ν ) 	 	����	�"�%��� !"
������ ��	�������
�� Q(x;F (γ)
ν ) � C(x;F (γ)

ν )$ � �� �
��	�� ������	��"�%�� )����
�� P(F (γ)

ν )�

?�� �������	�$ �
���# ��	���������
�	�� {Q(x, F (γ)
ν )}∞n=1$ {C(x, F (γ)

ν )}∞n=1 � {P(F (γ)
ν )}∞n=1

	"%�	��

� 	�� 
�� �
���#� ��	���������
�	�� {Q(x; T̂ν)}∞n=1$ {C(x; T̂ν)}∞n=1 � {P(T̂ν)}∞n=1

��������

�� �� 	�"���
��" ��'�� �
�� 	 ���
�� �����%��%�� ��
���� C������	�
��������� )" �"�
�	� 	 ����%�� ������������� 
� � ����"��� �		���������$ 
� ������
%���	� ��������	��� �������$ 
� ���"	���%��� )���	���	��� �'�	
���
�� �
������
��
��		" ��
��� �# DKI$ ��#��� JF$ ������ � 	��� ������� '��#�� � 	����	�"�%�� !�����
�
�� ��'� DMK$OQF� N�	��

�� )�	������
� 	�������	�"�$ �� ��
�	� �����
�
�� )���
���
���� ��	����

,'�#
���� ��� x ≥ 0 ����#

q(γ)(x;N,M) =
1
M

N+M∑
ν=N+1

Q(x;F (γ)
ν ), c(γ)(x;N,M) =

1
M

N+M∑
ν=N+1

C(x;F (γ)
ν ).

"	���
�

�� .��� ���"����#���

��0 �� M ��(���� LN+1$ LN+2$ � � � $ LN+M !"
���� ��	�

�������
�� Q(x;F (γ)
ν ) � C(x;F (γ)

ν )� U ����# p(γ)(x;N,M), x ∈ [0, 1]$ �'�#
���� !"
���� ��	�
�������
�� �
� �	�� {P(F (γ)

ν ) : N < ν ≤ N + M}� ��#���� ����
� �	�� N �
� �	��

�"����
�� ��	�� ������$ �	�� limn→∞ n−1#[{m ∈ N : m ≤ n}] = 1�

������� ������������� # !�	�� �� ����� ���	����� α(γ)- β(γ) > 0 ��� ������'

�� ���
��� 
�	������� ���"*��� ��� ���"���� M ���� ���"  ������ ����� �������
����	��� N (M)- ��� ��� 
�	������� ���"*�' N ∈ N (M) . ����� q(γ)(x;N,M)-
c(γ)(x;N,M) � p(γ)(x;N,M) ������ � ������ 9��� 0:2 � . ����� Q(γ)(x;α, βN)-
C(γ)(x;α, βN)- � P (γ)(x;α,N)- 	������	�������

�# ���
���� 	����	��� � �
�(�
�� ��	���������
�	�� q � c � �# ������ K ������
�� ��� ��'��

�� 
�"���" 1 �M � N !"
���� q(γ)(x;M,N) � c(γ)(x;M,N) ��� 
� '��
'��#�� � !"
����� 1 − F (γ)(βx;α) � H(γ)(βx;α) 	����	��

�� R� "��� ��
�� ���"	���
��	��

"� �������"� �# ���
���� 	����	��� � �
�(�
�� ��	���������
�	�� P � �#
������ K ������ �� �$ �� ��� 1 �M � N 	���
�� #
���
��

μ =
1
M

N+M∑
m=N+1

P(F (γ)
m ) =

∫ 1

0
(1 − p(γ)(x;M,N)) dx

��� 
� '�� '��#�� � ��	�" μ(γ) = αγ

∫ ∞

0
F (γ)(x, α(γ)) dx� R�	������
���
�� #
���
�� μ ≈

0, 675$ ���#���	� '��#�� � �������	���" #
���
�� μ(γ) ≈ 0, 678$ ��	���

��" ��� α = 0, 3�
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U
������
�� )�	������
� �����
���	� ��� #
���
�� γ = 2/5, 2/7 � ���$ � ��"��� #
����

�� ��������� M,N � �	� �
� ���������� ������
�	� ���
���� 	����	����

C��
��� 	����	��� '�� 	!���"������
 � �
�(�
�� ��� ��
���
�� ���'�
���
��
��������	�� ��	����#���� ��'�� �
��� ,
 �����
�� � ��� �
���#� ��"��� ���'�
��
��
�� ��������	��$ ���� ��� 	��	��� �'	���
� ������	��"�%�� ��	����#���� DKI$
	� OIIF$ ���
 ��� #�
 ���� �
�� ���	�����
��� ����� ��	����#���� � ��� +�� ����������
������������ �	������	����  ������������� ����������"�� 	�	�������� $,&� ��� �	�	�� 
����"�� �		��������� �� ���	��������

C��
��� 	����	��� ����
�	�	� '�# �#��
�
�� 
� ��"��� 	�	��� 	 �
�����

�� ���
����	��� �������� � �������� �
��$ �� �	�'�

�	� 	����	�"�%�� �
�����

��
���� 	�	�������
� 
� ����'��#� 
������ 
�� ����� �	�� ��	���
�� "	����� 
� �����
�
�$
� 
" 
� ����!�������� ���
��� 	����	���$ ��"	�� � ��������
�� 	�"���
��� ��'�
�� �
�� T (γ)

α,N "	����� 
������ 
�	� ���� 0 � �#��
�� �	�	��

�� �'��#�� �������
��
�����
�	�� +���"� ����� ��
���$ �� #����� �	�����	�	 	�	��	����� ����"��� �		��
�������� �	��	� ������ DQ$ JI$ JQ$ OJF�

O� +,+A,WA�/^�,+A^ ��+?B�A�GUY�� � e��,\��V

B�		����� ��	���
"� ��
�����	�"� 	�	��" .��
�����	�"� 	�	��" 	 ��	���
�� ����
��
��0$ ���� ����"� ��'�� �
��� f : Ω �→ Ω$ ��� Ω- ������
�� ������	��� ���	��
	��
	 ������� ρ� ?�� �������	� � ��#���� J��$ �� �������� ���" ��	��� 	"%�	��

� ����
���	� � �������� 	���� "���
� '��#��� � 
�� ��
�#
��
�� ��	����#���� DJJF� �#'� ��
)��� � ������ ��
�#
��
�� ��	����#����$ � �'%�� 	�"���$ 
���#�� 
� - ��� ����#�
�
� DKJ$ KKF ��� ����	� ������� f ������ �������� ��	� ��	��	 ������� 	��	���
��� �������
����"��� �	�����-�	��	����� �	�	�	� ����� �	������ � ������� �������� f-������������
��	�����	� .� ��	
�	�$ 	 
������ 
�� ����� ��'�� �
�� f ��� ��� ������0� � �  �
����� �#'� �� ����� ���� ��

���$ ������	��"�%��� ������
�� �� 
�$ ��� �������	� �
��#���� K�K$ �	�� ���	� ��
�#
��
�� ��	����#���� ��		������� ��	����#���� 	���	��
��	��� ��� �
���#
��
��� G��	� �� 	
��� 	��������	� 	 �����	��$ ��#
����%�� � �����

�������
�� #����$ - �	�� ��#�"%�
�� ϕ �#"������ 	�	��� 	��(��� ������$ � �������

�� 	�	��� ϕ �� � 	"%�	��

� ������	� � ������
�� 	�	��� f � �	��  � ��#�"%�
��

���	���
� ������$ � ������	:)!!��� 
� "��		� �#'� ��� +���������
�$ �� �
 ���
���	 � ��'�	
�	� �	���
�� 	�	��� �� �
�(�
�� � ��#���
�� "���
�� 	���	���	���
��� �
���#
��
�� ��#�"%�
��� N�'� 
��� ��#"�
�� ��������		 � 	�"��� �
���#
��
��
��	����#����$ ��	����#"��	� ����� 	�	������"��	���

�� � �����������	�$ �� ��'�� �
�� f : Ω �→ Ω$ ���� ���%�� ��		��������"� ���

�����	�"� 	�	��"$ �����	� '������	���� C������� ��$ �� L - ��
��
�� ����
� �	��
.��(���0 �
� �	�� Ω$ � ��		����� � ����	�� ��	����#���� ��'�� �
�� f �
���#
��
��
��'�� �
�� ϕ : L �→ 2L 	 ���!���� Gr(ϕ) ⊆ L × L ⊆ Ω × Ω� ��� ���
�� ��
�	� ����
��	����#���� '"��� �	����#���� ������
�

d(ϕ, f) = Sep(Gr(ϕ),Gr(f)) � d(f, ϕ) = Sep(Gr(f),Gr(ϕ)).

,�'�� �
�� ϕ : L �→ 2L '"�� 
�#����	� α(	�	������"��� 
�	����������� ���������
��� f $ �	�� �����
��	� �� ��
�(�� ���� ��
� �# 	���"�%�� ��'���
��&

 �� +"%�	�"� ���� ������� X(ξ)$ ξ ∈ L$ �
� �	�� Ω$ �� X(ξ) ⊆ Oα(ξ) ��� ξ ∈ L �

f(X(ξ)) ⊆ X(ϕ(ξ)).

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����



(** �� +� ,������� -� .� ,����#��

 �� +"%�	�"� ���� 
��"	�� ����
� �	�� Ξ(x)$ x ∈ Ω$ ��(��� L$ �� Ξ(x) ⊆ Oα(x) �

ϕ(Ξ(x)) ⊇ Ξ(f(x)).

,���� 
������� ������� α:	�	�����
�� ��	����#�����

���
�� �� ��� ��'��� ξ ∈ L �'�#
���� ����# X(ξ) ����
� �	�� �
� �	�� Ω$ ���������
���� ����
	���

X(ξ) =
{
x : ρ(x, ξ) = min

η∈L

ρ(x, η)
}
,

� ��� ��'��� ����
� �	�� Ω∗ ⊆ Ω ���� ��

Ξ(Ω∗) =
{
ξ : X(ξ)

⋂
Ω∗ 
= ∅

}
.

A���� �
���#
��
�� ��'�� �
�� ϕ : L �→ 2L$ ������������ ��� ξ ∈ L ����
	��� ϕ(ξ) =
Ξ(f(X(ξ))$ '"�� h(L):	�	�����
�� ��	����#����� ��'�� �
�� f $ ������ d(ϕ, f) ≤ h(L)�
� )�� ������� �����
�
� "	����� `��

���
�� !� C��� �� A = Oh(L)(Gr(f))
⋂

(L × L) � ��		����� �
���#
��
�� ��'�� �
��
ϕ : L �→ 2L 	 ���!���� A� A���� )� ��'�� �
�� �����	� h(L):	�	�����
�� ��	����#�����
��'�� �
�� f $ ������ d(ϕ, f) ≤ h(L)� � )�� ������� �� � �����
�
� "	����� `��

���
�� "� C"	� ψ : L �→ 2L - 
������� ��'�� �
��$ "����������%�� "	����� d(f, ψ) ≤
α� A���� �
���#
��
�� ��'�� �
�� ϕ(ξ) = O2α(ψ(ξ))

⋂
L '"�� α:	�	�����
�� ��	����

�#����� ��'�� �
�� f $ ������ d(ϕ, f) ≤ 3α� � )�� ������� �����
�
� "	����� `J 	
Ξ(x) = Oα(x)

⋂
L�

,'�#
���� ����# `(ϕ, f) ����
�� ���
� �� α$ ��� ������ ϕ �����	� α:	�	�����
��
��	����#����� ��'�� �
�� f � B�		����� � ����	�� ��	����#���� ��'�� �
�� f ��'�
�� �
�� ϕ : L �→ 2L 	 ���!���� Gr(ϕ) ⊆ L × L ⊆ Ω × Ω�
�����
�� ��������
�� �������� � �	������������ ��� ��
�#
��
��� � �
���#
��
���

��'�� �
�� - �
� 
�	������ ������	�� C�	���������
�	� y = y0, y1, . . . , yN 
�#����	�
����������� ��
�#
��
��� ��'�� �
�� f $ �	�� ��� n = 0, 1, . . . , N − 1 �����
��	� ���
��
	�� yn+1 = f(yn)H �
� 
�#����	� ����������� �
���#
��
��� ��'�� �
�� ϕ$ �	�� ���
n = 0, 1, . . . , N − 1 �����
��	� ������
�� yn+1 ∈ ϕ(yn)� C�	���������
�	� y0, y1, . . . , yN


�#����	� γ(�	��
������������ ��
�#
��
��� ��'�� �
�� f $ �	�� ��� n = 0$ 2$ . . .$ N − 1
�����
��	� 
�����
	�� ρ(yn+1, f(yn)) ≤ γH 
�#����	� γ(�	��
������������ �
���#
��
��
�� ��'�� �
�� ϕ$ �	�� ��� n = 0$ 2$ . . .$ N−1 �����
��	� 
�����
	�� Sep(yn+1, ϕ(yn)) ≤ γ�
N���# Tr(f) '"�� �'�#
����	� �
� �	�� �������� 	�	��� f $ � ����# Tr(ϕ) - �
��
 �	�� �������� 	�	��� ϕ� �
���� 
��'������ '���� ��
� ���������$ �����" �
� ��
	�" ���
���� � )����
� ��������$ ��� �����" γ ������ )����
� �	����������
���� � )�� 	�"��� �'�#
���� ����# Tr(f, S, γ) �
� �	�� �	�� ��
��
�� ��� '�	��
��
��
γ:�	������������ ��'�� �
�� f $ ���
���� �%�� ������� �
� �	�" S ⊆ Ω� C�	�����"
�� ��� �	�

�� �������� �� � ��		�������	� ��� 0:�	������������$ � �
� �	��
�	�� ��
��
�� ��� '�	��
��
�� �������� ��'�� �
�� f $ ���
���� �%�� ������� �
��
 �	�" S$ '"�� �'�#
����	� ����# Tr(f, S, 0)� A�� ��� �� ��� �������� �����	� �� �
γ:�	������������� ��� ��'��� γ > 0$ � Tr(f, S, 0) ⊂ Tr(f, S, γ)� R� ������
�� 	�����$
��	�����" 
� �� ��� �	������������ �����	� �	�

�� ����������

C	������������ ��	� ��#
���� ��� ��#"��� �(�'�� ���"���
�� ��� ��������
��
����	��
�� ��������H ��� )�� 
������
�� �(�'�� ���"���
�� �� � '�	�� �����	�

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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� "��� �	���� 	��#� �� �" ����	��

�� �	������������� � �	���
�� ���������� C�
��
�� (���"�
�� .�
���� ��������0$ ���������� 
� �$ �����	����� �����
���
"�$ '����
�������	�"� !���" 	���
�
�� �������� � �	�������������

V�����$ �� ��'�� �
�� f �'����� 	���	��� *�
� ���� 	 ���������"��� ���������
� α � β 
� #���
"�� ����
� �	�� K �
� �	�� Ω$ �	�� ��� �� ��� 0 ≤ γ ≤ β ��� ��'��
��
��
�� γ:�	������������ y ⊆ K ��'�� �
�� f 
����	� ���� ��� �	�

�� ��������
x = {xn} ∈ Tr(f)$ ��

ρ(xn, yn) ≤ αγ

��� �	�� n$ ��� ������ y ��������
��
+���	��� (���"�
�� �'����� �
���� 	�	��� 	 ������	��� ������
���H ���		���	���

�������� �����	� �����'�����	��� ��!!�����!�#��� T�� 
������ " 	�	��� 	���	��
(���"�
��$ ��	� �
�������"�	� ��� ������ ��
�� ���$ �� ������
�� ��������
��
������ ��� �� ������
�� �	���
�� 	�	��� .�� ����
�� ���� 
� ��
��
�� �����

�� �
�
�������0 � �� 	��	��$ �� �'��#� 
�'�������� � ���� ��������
��� ����������
�� �	���
���������� �	���� 
����	� �	�

�� �������� 	�	����

�����
� !� +;, 7�� ����� 
������	��� 	�	��� f 	�����
���� 	�����*����

Sep(Tr(f),Tr(ϕ)) ≤ <(f, ϕ).

+=, >	�� 	�	��� f ����
��� 	���	���� *�
� ���� �� Ω 	 ��������� α � β- �� 
��
������ ������������ ����������� ϕ-  
����������!���  	����� 2d(f, ϕ) ≤ β- 	�����
����
	�����*����

Sep(Tr(ϕ),Tr(f)) ≤ 2αd(f, ϕ) + d(ϕ, f).

R� ������ ����#����$ �� ��
����� �	���
�� 	�	��� f '��#�� � ��
����� �
���#
���

�� ��	����#���� ϕ$ ��� "	�����$ �� ��	���
�� 	�	�����
�$ 	�	��� f �'����� 	���	���
(���"�
�� � ���!��� Gr(f),Gr(ϕ) '��#�� � ������ c�"	���!��
�# ������ O ������ ��� ����#
�� 	���	���H �	�
����	� 
� ��
�� �# 
��� ������


��$ �� ���� ξ ∈ L 
�#����	� �������	��� ��� ��'�� �
�� ϕ : L �→ 2L$ �	�� 
����	�
���� 
�"����
�� ��	�� p$ ��� ������ ξ ∈ ϕp(ξ)� @�	��
��
�� �������� x = x0, x1, . . .
��'�� �
�� f 
�#����	� ��� ��������$ �	�� ��� ��'��� ε > 0 
����	� ���� 
�"�����

�� ��	�� N $ �� ��� ��'��� 
�"����
��� M �����
��	� 
�����
	�� Sep(x,x∗) ≤ ε$ ���
x∗ = xM , . . . , xM+N−1� ��"���� 	������$ �������� ���"���

�$ �	�� �
� �� � '�� ���
����	�������
� 	 ��'�� 
������ #���

�� ��
�	�� 
������� 	���� ��	���
� ���

��
�������������

��������� �� +;, ) 	�" ���������� x = x0, x1, . . . ����������� f ��� ������� � � 	�"
ϕ / 
�	���������� ����������� f � 4��
� 
�� ������ α > <(ϕ, f) ���
��	� �����
���	���
���������� ξ1, ξ2, . . . ����������� ϕ-  
����������!��  	�����

ρ(xn, ξn) ≤ α, n = 0, 1, . . . .

+=, >	�� 	�	��� f ����
��� 	���	��� *�
� ���� �� Ω 	 ��������� α, β � ξ0, ξ1, . . . /
�����
���	��� ���������� ����������� ϕ- �� ���
��	� ��� �������� ���������� x �����
������� f -  
����������!��  	�����

ρ(xn, ξn) ≤ 2αd(f, ϕ) + d(ϕ, f), n = 0, 1, . . . .

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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:��� ��������� �������� *�
� ����

,'	"��� ����� �� 
�� �����	 �' �
��������� 	���	�� (���"�
�� ��� ��	��

�� �����
������
��� A������ O '��� '� ����
� ��	���
� ��� 	���	����
�� 	���	� �	���
�� 	�	��
�� � �� ��	����#����$ �	�� '� ��'�� �
�� f �	
�	 ���	����� ��
����" �	���
�� 	�	����
,�
��� �� �
���� �������	��� 	�"����� ��	 �� ���� N�	� 	��� ��'�� �
�� f �������	�
� ��#"���� ������	������S������#���� 
������� ��
�����	��� 	�	��� g 	 
��#��	
��
��
�� ���	�
���� �
!������� � 	�	��� g 
������ 
�	� ����	��

�� �������� ������
���$ �� � '�� �#��	
� ��(�$ �� ��'�� �
�� g 
�������
� ��� "���������� 
�������
���
���$ ��� �� �
� ��	���
� '��#�� � f � 
������� ������ � ��� � ���� 	�"����
���	� "��� ��
�� ��� ������ O ��#"�
� �	����#���� "��� ��
�� � ����'�� ������$
���� ������ ��	����#����� ϕ ������
�� 	�	��� f � �����
��$ 
� 
��#��	
�� � ��
��
����$ 	�	��� g�

� )�� 	�"���� '���� �	�	��

� ��	����#����	� 
� ��
������� (���"�
��$ � ��
����
���� �������� *�
� ����� ,���� �%� ��#$ �� 
������ " 	�	��� 	���	�� (���"�
��
��	� �
�������"�	� ��� ������ ��
�� ���$ �� ������
�� ��������
�� ������ ����
 �� ������
�� �	���
�� 	�	��� .�� ����
�� ���� 
� ��
��
�� �����

�� �
�������0 �
�� 	��	��$ �� �'��#� 
�'�������� � ���� ��������
��� ����������
�� �	������������
�	���� 
����	� �	�

�� �������� 	�	����

�� ��
�(�� �������	��� #
���
�� ���� � �'��
�� �����	 - �� ��� �� �	�

�� �����
���� �� � '�� ������	�������
�� 
������� �	�������������[ G��	� �� �
 �����	 �
��$ �# ������ ���		� T ��'����	� �	������������� R�$ 
�������$ �� � '�� ���		 �	���
����������$ ���� ������ ��

�� ��
���
�� ������ ��	����#���� ��� ��#
����%��
� ��#"���� �	�'�

�	�� ��(�

�� ���!������ ?�� �������$ ��(� 	���� �'%�� �������
��	��� )��� ���		� �	������������ �#��	
� ;f59<39<� C��'���� ��������� *�
� ���� ��
�
�(�
�� � ����" ���		" T �� � '�� 	!���"������
� � 	���"�%�� !����& ���������$
�� ��� �� �	�

�� �������� ��

�� 	�	��� f �� � '�� ������	�������
� 
�������
�	������������� �# ��

��� ���		� T � ,'	" ��
�� ��
��� ������� � �'��
��� (���"�
��
	���� �	�$ 
�������$ � DIO$ g558h=<b `F�

C������
��$ �� ���		 �	������������ T ����� 
�	�������
"� ���� � ��
���� ����
���� � �'��
��� (���"�
��� � ���		���	��� ����� � (���"�
�� .����� � �
�0 ���		 T
	�	�� �# ��� ������� �	������������ ��'�� �
�� f �$ ���� �'��#��$ �����	� 
���
'���(�� ��#�� 
��� � �  � ����� � �'��
�� (���"�
�� �� ����� ���� 	 '���� ����
���
�

��� ���		��� T $ �����$ 
�������$ ��� ����� ��� ������	��� 	�	�������� ϕ� �	����	
�	
������ � f � ������� C0 � ��� R� ��� !���� (���"�
�� .�� �
�(�
�� � "��#�

�� ��(�
���		��0 ��	� 	�	"%�	�"� ��
������

� .	�� �� � DI$ P$ JK$ JMF0�

C��� ��
ρ∞(ϕ, f) = sup

x∈Ω
ρ(ϕ(x), f(x)).

+�� ��$ �� ��
�����	��� 	�	���$ ���� ������ ��'�� �
��� f : Ω �→ Ω$ �'����� 
�
�
� �	�� K ⊆ Ω 	���	��� �������� *�
� ���� 	 ���������"��� ��������� α � β$
�	�� ��� ��'�� 0 ≤ γ ≤ β ��� ��'�� ��
��
�� �	������������ y = {yn} ∈ Tr(f,K, γ) �
��'��� ��'�� �
�� ϕ : Ω �→ Ω$ "����������%��� "	�����

γ + ρ∞(ϕ, f) ≤ β,


����	� ���� �	�

�� �������� x = {xn} ∈ Tr(ϕ,Ω, 0)$ ��

ρ(xn, yn) ≤ α(γ + ρ∞(ϕ, f))

��� �	�� n$ ��� ������ �	������������ y ��������
��

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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L� �� �� ����!���"������� ����� �����" O � 	���"�%�� !�����

��������� �� >	�� 	�	��� f ����
��� 	���	��� �������� *�
� ���� 	 ���������
α, β �� Ω- �� 
�� ����� 	�	��� ϕ-  
����������!��  	����� 2d(f, ϕ) + ρ∞(ϕ, f) ≤ β-
	�����
���� ������

Sep(Tr(ϕ),Tr(g)) ≤ α(2d(f, ϕ) + ρ∞(ϕ, f)) + max{d(ϕ, f),<(ϕ, f)}.

:��� )�� �����������	��� ���*����� �����������

C����
�
�� ������ K � �
���� ��"��� ����'
�� "��� ��
�� ��'"� ��
	�"���
��
"	�����$ �'�	�������%�� 	���	�� �#���
��� (���"�
��� ,'��
� � ��'��� ��	��%�

�� (��
��"�
�" "	�
�������	� ��(� 	���	�� ������� (���"�
�� .	��$ 
�������$ D�O$ JM$ IM$ IIF0$
������ ��� ��	���
� ����
������
�� �������� �
�� � ��$ �� �		���"���� 	�	��� ���
�� ���	� �����'�����	��� ��!!�����!�#���� V����'����
�	�$ ��
���$ 
��������� 
�
��
�����	�"� 	�	��" ����#�� '����  �	��� ����
���
��$ ��� ��'"�	� ��� (���"�
��$

������� ��'���
�� 	"%�	����
�� 
�������
��� �
�����

��� ��	%����
�� ��	����
���
���	��
	�� 
� "	������� � 
�"	������� �
����'��#��� ?���� ���$ ��� �� ������ ��(�$
	"%�	�"� �
� �	�� �� 
�� � �
���	
�� ��
�����	��� 	�	��$ � ������ �	"	�"�
������	� � �'�����	� ��'�� �
��� L
���� ����#
�� 	���	�� �����'�����	��� ��!!���
���!�#��� �	��	� � 	��� ��� ���"�����'�����	��� ��'�� �
��$ ������ '��� �����
�
� DJMF ��� ������
�� ��!!�����!�#��� .	�� �� � D�$��F$ ��� �'	" ���	� ���	��

�� ��
�
������0$ � #��� ��	���	��
�
� 
� ���(����� ��'�� �
�� � DJOF�

�� � ����#����	�$ �� ���"�����'����
�	� ���(������ ��'�� �
�� ����� 	���	��
�#���
���� (���"�
��� N�����" s = (λs, λu, μs, μu) 
���������
�� ��	�� 
�#���� 
�'����
�����$ �	��

λs < 1 < λu .�I0

�

(1 − λs)(λu − 1) > μsμu. .�P0

W	
�$ �� ��� ����#����
�� ��	�� λs, λu$ "����������%�� .�I0$ ������� s ��������
�$
�	�� ����#����
�� μsμu ��	���
� �����

C"	� Ω- )� ������
�� ����
� �	�� ���	��
	�� R
d 	 
��"	�� �
"��

�	��� C"	�

s = (λs, λu, μs, μu) - 
������� ��������
�� ������� �K - ������
�� ����
� �	�� �
"�
��

�	� �
� �	�� Ω� /��(����� ��'�� �
�� f : Ω �→ Ω 
�#����	� s(��� ������������
�� ����	��� K$ �	�� 
���"	� ���� ���� ����
�� ��	�� k � δ$ �� ��� �� ���� x ∈ K
	"%�	�"� ��	%����
�� ���	��
	�� R

d$

R
d = Es

x ⊕ Eu
x ,

	 	����	�"�%��� ���������� P s
x � P

u
x $ "����������%�� 	���"�%�� 	���	���&

#$� dim(Es
x) = dim(Es

f(x))$ �	�� x, f(x) ∈ K�

#�� supx∈K{|P s
x |, |P u

x |} ≤ k�
#�� ��� ��'��� x ∈ K$ ��� ������ f(x) ∈ K$ � ��'�� u, ũ ∈ Es

x, v, ṽ ∈ Eu
x ����$ ��

|u|, |ũ|, |v|, |ṽ| ≤ δ$ �����
��	� ������
��

x+ u+ v ∈ Ω

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����



(*= �� +� ,������� -� .� ,����#��

� 
�����
	��

|P s
f(x) (f(x+ u+ v) − f(x+ ũ+ v)) | ≤ λs|u− ũ|,

|P s
f(x) (f(x+ u+ v) − f(x+ u+ ṽ)) | ≤ μs|v − ṽ|,

|P u
f(x) (f(x+ u+ v) − f(x+ ũ+ v)) | ≤ μu|u− ũ|,

|P u
f(x) (f(x+ u+ v) − f(x+ u+ ṽ)) | ≥ λu|v − ṽ|

,����$ �� � ������ � ��������
�� �����'����
�	� ��� ��!!�����!�#���$ #��	�

� �����������	� 
� �
�����

�	� ������	��
	� Es

x � E
u
x �
�	����
� ��!!���
�����

��'�� �
�� f $ 
� �� 
�������
�� #���	���	� � x� � DJMF '��� �����
� ������� (s, k):
���"�����'�����	��� ��'�� �
��$ ������$ ������
�$ s:���"�����'����
� ��� ��'�� �����
����
�� ������� sε = (λs + ε, λu − ε, μs + ε, μu + ε)$ ε > 0� ,�����
� �� �$ �� �����'��
����	��� .�� �
�(�
�� � )��������� ������0 ��!!�����!�#�� �
� �	�� K �����	�
���"�����'�����	���� � 	��	�� ��������
�� �# DJMF$ � #
���$ ���"�����'����
� ��� ���(��
���� ��'�� �
�� ��� �������%�� ����� (s, k, δ) � � 	��	�� ��������
��$ ��

��� ��(��
,	
��
�� ��#"��� � 	��#� 	���	� ���"�����'����
�	� � �#���
��� (���"�
�� �� �

'�� ����� 	!���"������
 	���"�%�� �'��#���

�����
� "� ) 	�" f : Ω �→ Ω / ���*����� �����������- s(��� ������������� �� ���
������ ��
����	��� K ����	��� Ω 	 ���	������ k, δ� 4��
� ��� ����
��� �� K
	���	��� �������� *�
� ���� +�� ����*���� � ���� ���������� �
�������� �����
������� ϕ : Ω �→ Ω, 	 ���������

α(s, k) = k
λu − λs + μs + μu

(1 − λs) (λu − 1) − μsμu

�

β(s, k, δ) = δk−1 (1 − λs)(λu − 1) − μsμu

max{λu − 1 + μs, 1 − λs + μu}
.

��"��� 	���	�� ���"�����'�����	��� ��'�� �
�� 	��$ 
�������$ � DI$ P$ �K$ �M$ JK:JO$ JPF

I� ��+?B�A�GUY�W C/U�UB�Xc /���d�Xc +�+A�L + ���UB�U�A�,d
L�B,d

C����� ������
�� ��	����#���� ���"���
�� ��'�� �
�� ������� 
� ���	��	� .P0 ���
��#����$ �� �"�
�	� �		������
�� ��	����#���

�� 	�	�� ���	"%� 
� ����� 	�	����
	 ������	��� ������
���� ���
��	� � #����� ��	��

��� ����������
�� ��
����� ������	�	
	�	�������� �	�	�	�� ��	��	��� �� ��	� ϑ&

x �→ x0 + (x− x0) cos ϑ− (y − y0) sin ϑ,
y �→ y0 + (x− x0) sin ϑ+ (y − y0) cos ϑ.

.�Q0

C�� ��		����
�� ��#"����� ��	��

��� ����������
�� ������
�� ��	����#���

��
���	�� ��

��� ��'�� �
�� �� � ������
�� ��# 	��������	� 	 �������	���
��� ��#"���
�����

?�� ���
� �# ��	� O !�#���� ����� ��'�� �
�� .I0 ��	��� ����� � !�#����� ����
��� ��'�� �
�� ������� .�Q0� ,	
��
�� ������ #�������	� � ��$ �� ��'�� �
�� .I0
��		�����
�� �� ���

� )� 	���	�� ��'�� �
�� .I0 "���	� �'�	
���� �������	�� .���
� ����#����	�� ���#����	� 
� 	��� ���	��$ �� ������ � ��$ 
�	������ ����� ����
�#"��
� �������� ��	����#���

��$ �� � ��
��
��i$ ��'�� �
��0�

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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�����
� % .	�� DJZF0� >	�� ϑ = 0,±π,±π
2 - �� ���
�� ���������� ����������� +1, ������


���� 	 �����
� 1, 2, 4 	������	�������

>	�� (x0, y0) = 0 � ϑ 
= 0,±π,±π
2 - �� ���
�� ���������� ����������� +1, ���� ���

���
�� ����
��� � ���� 0�
>	�� (x0, y0) 
= 0- (x0, y0) ∈ L1,1 � ϑ 
= 0,±π,±π

2 - �� ���
��	� ����� ��	�� r0 > 0- ��� ��
���
�� ���������� ����������� +1, ���� ��� ���
�� ����
��� � �� � ��
� 	� r0 	 ������
� ����� (x0, y0)�

B�#"���� ����������
�� �� !���"��� .P0 .	�� ��	� I0 �
�(
� ���"����	� '���� 	���
��	�"�%��� ������
�� �������� 
�������
��� ��'�� �
�� ������� Tϑ$ ��� � � )��
	�"��� ���
� ����	��

�� ������� C��"��

�� ����
�� ���#���	� ���� �� 
� 1������ +��
"�
�> 	 �������
��� #�
��� "���
�
�� � ��#�� �
��� T������
� �'�	
���� ���"��

��
��#"���� ��	��

��� ����������
��$ � ��	
�	� ����� 
� �	�	��

�� �����	�&

� ������ �������� ����� ���������� 89: � �����! �� 
��+� ���������!

�� ������	 ������� �����������
 ������
 ����� ������� ������ ����

������	 �� ,������ ;������-�
� ����� � ��� �������� ���������� 89: ����������
 � ���� �� ����

�������� �����+� �� ��������������

� ���$ � )�� 	�"��� ���#���	� 	"%�	��

� 	�� 
��$ ��� � 	�"��� ��'�� �
�� .I0�

�		������
�� ���'���� �'�����	� ��	����#���

�� ��'�� �
�� ������� ���	��	�
�������	� � 	���"�%�� ��#�����

1��� )������ �������	�� 
�	���������� ��� ������ �������' �����������

C"	�$ ��� �'��
�$ Z - �
� �	�� ����� ��	��$ � L1,1 := Z×Z - ��(��� ���� 	 ������	�
��

��� ������
���� � R

2� ,'�#
���� ����# $%&'((x) �������� ��� ������ 
� ������*���
������ 
� ������ R ������������ ����
	���

$%&'((x) = i ∈ Z : x− 1
2
≤ i < x+

1
2
, x ∈ R,

� �
������
� ��������� ��������
�
� ������� ���"���
�� �� '�� ��(��� ������ 
� ���	�
��	� R

2&
$%&'((x) = ($%&'((x1),$%&'((x2)) ∈ L1,1, x = (x1, x2) ∈ R

2.

+�
���
�� 	�����
�� ����#����
�� � R
2 '"��� �'�#
���� ����# 〈·, ·〉�

B�		����� ��
��
�� ��'�� �
�� A : R
2 → R

2 � 	���	���� ��" ��� 
�	����������
+��� ������, A : L1,1 → L1,1$ ����������"� ����
	���&

A(x) := $%&'((Ax), x ∈ L1,1. .�Z0

���"�
� �����$ �� � 	��" .�Z0 ��'�� �
�� A �� 
� 	���� ���	�"�%�� �# R
2 � L1,1H

��� �� 
� ��
�#
��
� ��������� �� � ��� ���� ��'�� �
�� A : L1,1 → L1,1$ ��� �������
�����
��	� 	��
�(�
��

A(x) −Ax ∈ Π :=
[
−1

2
,
1
2

)
×
[
−1

2
,
1
2

)
, z ∈ L1,1. .JE0

��	����#���� ���"���
�� �����	� ��	
�� 	�"���� �� 
�#������� 	�����	��� ���
�'%�� ��	����#����� �����
�� DIQF$ �� 	��������	��� ��� ��!�� ��	����#����� ��'���
 �
�� Ax 
� ��(��� L1,1 
�#����	� ���� ��'�� �
�� A : L1,1 → L1,1$ ��

A(x) −Ax ∈ Π :=
[
−1

2
,
1
2

]
×
[
−1

2
,
1
2

]
, z ∈ L1,1. .J�0

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����



(:? �� +� ,������� -� .� ,����#��

,����$ �� � ������ � .JE0 	��
�(�
�� .J�0 ��������� ��'�� �
�� A 
���
�#
��
��
�� � 
�	 '"�" �
���	����$ � �	
��
��$ ��	����#���� ���"���
��$ ���$ ��
��
�$ �#'��

 �� �����	� � 	���	��� �'%�� ��	����#���� ��� )�� 
� "��		�� ,�
�� �# ������ ������
	�� .��� 
� ������ 
� ����
� �������
0$ ��#
����%�� ��� ��		����
�� ��	����#����
���"���
��$ �����	� �����	 �' �� �'�����	�&

*�+������� � ���� ���	��� ���������� A! ���������� ���������
������� A �����
� �� L1,1�

C��������� 
� � ������� ����#����$ �� ��� 
� )� �����	 ���� ����
�

���
�� %� C"	�

A =
[
m n
p q

]
, m, n, p, q ∈ Z,

��� mq − np = ±1� A���� ��'�� �
�� A ���	�"� 
� ��(��� L1,1$ ��� A ≡ A$ � �'����� 
�

���

���
�� & .	�� DIEF0� C"	�

A =
[
γ −1
1 0

]
, γ ∈ R, γ > 0.

A���� ��	����#���� A ���"���
�� ��'�� �
�� A �'����� 
� ��(��� L1,1$ ������ ��'���
 �
�� A � A−1 ���� ���&

A(x) =
[
$%&'((γx1) − x2

x1

]
, A−1(x) =

[
x2

−x1 + $%&'((γx2)

]
, x =

[
x1

x2

]
∈ L1,1. .JJ0

?�� � � ������"%�� 	�"���$ ����#����	�� "��� ��
�� ������� Q �������	� 
���	����
	��

�� ���������� +���"� �����$ �� ������ Q 
� 	��� ���	$ ��� �� �	� 
� ������
�#����� A��$ ����	����
�� .JJ0 ��� ��'�� �
�� A ����	�� '�� ���
��$ �	�� γ - ����
�����
�� �����
���
�� ��	�� ���� − m

2n H )� !�� 
���	���	��

� 	���"� �# ���$ ��

$%&'((−x) 
≡ −$%&'((x), x ∈ R
2. .JK0

�# )���  � 	��
�(�
�� .JK0 ������$ �� A−1(x) 
≡ $%&'((A−1x) � 	�"���$ ����� γ -
��������
�� �����
���
�� ��	�� ���� − m

2n �

���
�� '� C"	�

A =

[
4
5 −3

5

3
5

4
5

]
.

A���� ��	����#���� ���"���
�� A ��'�� �
�� A �'����� 
� ��(��� L1,1$ ������
A−1(x) = $%&'((A−1x)�

���
�� �$� C"	�

A =
[
cos ϑ − sinϑ
sinϑ cos ϑ

]
,

������ "��� ϑ ����$ �� ��	�� cos ϑ � sinϑ �������
���
�� A���� ��	����#���� ���"���
��
A ��'�� �
�� A 
��'����� 
� ��(��� L1,1�

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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� 	��#� 	 �������

��� ��������� ��#
���� �����	 �' ���	�
�� ��'�� �
�� A 	 �'�
������ ��	����#����� ���"���
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}
, B =

{
z ∈ R

2 : z = β(x), x ∈ L1,1

}
.

A���� �# ��������
�� ��'�� �
�� α(·) � β(·) 	���"�$ ��

A,B ⊆ Π, .JQ0

� 	 ��"��� 	���
�$ �# 	��
�(�
�� .JP0 � .JO0 ������$ ��

A ⊆ −AB, B ⊆ −A−1
A,

��"�� � 	��" �'�����	� ��'�� �
�� A .	�� ����" K0

A = −AB. .JZ0

�# 	��
�(�
�� .JQ0 � .JZ0 ���"����$ ��

A ⊆ −Π ∩AΠ, B ⊆ −Π ∩A−1Π. .KE0

	�

� �� >	�� 
�	���������� ����������� A ������� �

A 
= ±I, A 
= ±
[
0 −1
1 0

]
�� ���� ���"���� Π ∩ AΠ � Π ∩A−1Π ������	� 	��	������� ��
����	���� ���� �
���� ���
���� Π- � ���� A � B �������� � Π +	� ��	� �8,�

( 1- ,1) (0,1) (1,1)

( 1- ,0) (1,0)

(1,-1)(0,-1)( 1- ,-1)

П

-AП

���� ��� �	���������� �������
 Π � AΠ �1 ����9���� �����	����1 A � ���	����9 �������2	:��9�

� 	���"�%�� ����� "��#����	� "	�����$ ��� ������ �
� �	�� A .��� B0 ���
� � Π
�$ 	���������
�$ �� ����� M ��	����#���� ��'�� �
�� A 
��'������

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����



$/+0/�12-/+03 ,/4 35012-/6/ 4/$1782/�.-89 (:(

	�

� !� ) 	�" A / 
�	���������� ��� ������ ����������� A� 4��
� 
�� ����- �����
����	��� A ���� �	�
 ������ � Π +��� � Π, ����'�
�� � 
�	�������- ����� ���
�������	" 	��
 �!��  	����� ?��
������ +	�- �������- ����� @ ����- � ����� 0AB-
	��� �C2,$

()�* ������ A ∈ R
2×2 ������- ��� 	������ ������

[
I,AT

]
∈ R

2×4 ��������"�� �������
	���

�# ���� M � O ������ 	���"�%��

�����
� &� ) 	�" A / 
�	���������� ��� ������ ��������� ����������� A- � B / ��!��
+	��������	���, 
�	���������� ��������� ����������� B- ����� A◦B = I� 4��
� detA =
1 � ���
 �	� ����� ��� ����� ������� z,w ∈ L1,1- ��� AT z = w�

,����$ �� �# )�� ������ 
������

� 	���"� "��� ��
�� ������� �E�

���$ "��� ��
�� 
�	��%��� ��#���� ����#����$ �� ��	����#���� ��
��
�� ��'���
 �
�� ��(� � �	��������
�� 	�"���� ���"	��� �'��%�
��� U )� #
���$ �� ��� ��	��
�

�� �		������
�� ��
����� �'������ 
�������
�� ��'�� �
�� ��� ������	 ��	�� 	���
�	���� ���	���"��� ��	������ �
� ������ � 
�	������ 	���
� )� ����� �� � 	��#��	� 
�
��#"����� ����������
�� - �����
�� �����	$ ��	��
��" �#"��
�� ������� ��	��%�
�
��	���"�%�� ��#�����

1��� D������ ����������
���	��' ��	����� ������' ����	��

��� ���"��
�� ����� 
� �����	 � ���
�	� ������ ��'�� �
�� .P0 ��� ����$ 
�
����%�� ����'��#��$ ��'"�	� ��#���� � �'�	
���
�� ���� 
�	�
���
�� ��������
�����
�	
�� ��
	�"���� ��� �����
�	
�� ���$ �� �����!� �� �
���	������������$ -
��� 
� �����
��%��	� ����������	��� ��	������� ����� �����
�	��� A�� ��� ��#����
������ �����
�� ��� �		������
�� ��"��� 	�"����$ 	��#�

�� 	 �
���#�� ��	����#����
��'�� �
��$ � ��� ���	�
�� '"�� ��	��%�
 
�	��%�� ��#��� .	�� �� � DPE$ P�F0�

,�
� �# �	
��
�� 	���	� 
�������
��� ��'�� �
�� ������� Tθ - 	����
�
�� ���� /��
'���$ - ����	� ��� �������� � ��	����#���� $%&'((Tθ(x)) ��� ��'�� 1��#"�
��> � 1�	��
	��

��> ��������
�� ���� 
� ��(��� L1,1 ⊂ R

2� � �  � ����� �	
�$ �� ���

� 	���	��
	����
�
�� ���� ����� ������"� ���� ��� �		������
�� 1��	�
��> 	���	� �
���� 
�����
���
�� ��
�����	��� 	�	��� C�)��" ��
�� �# ������ ��#
���� �����	 � �	��	��	���
	���������� ���� �� ��'���� L1,1� �	�	��� �	 ������� �� 	�	��������� $%&'((Tθ(x)) -
��(� ��� ���� ����
�� ���� 
� )� �����	 �� 
� 
�����	� 
� ���"��
�� 	���� �����

�� "��� ��
�� � 	���	��� ��	����#���� 
�������
�� ��'�� �
���

,��#���	�$ �� ��� 
� ��	����

�� �����	 ���� ����
H ���(�� ����� ��
	�"����
��	���
�� 	����	�"�%�� ����� ��� ������� ����� ��	�� a1, a2 � l1, l2 > 0 �'�#
����
����# R(a1, a2, l1, l2) �����"����
�� ([a1, a1 + l1) × [a2, a2 + l2)) ∩ L1,1� L
� �	�� A ⊂ L1,1


�#���� ��	����� ������$ �	�� 
����	� ��	�� F(A)$ 0 ≤ F(A) ≤ 1$ .��	���� �
� �	��
A0 ����$ ��

sup
l1,l2≥N, a1,a2

∣∣∣∣# (A
⋂

R(a1, a2, l1, l2))
l1 l2

−F(A)
∣∣∣∣→ 0 ��� N → +∞.
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�� ���& 	������ A ⊆ L1,1 ���������	� 	 ��	����� ��� 	 ��������	�"� p-
0 ≤ p ≤ 1- �� ��������	���� ��� F � +����	�"�%�� ������� �����	� ������ 	����
	���� ��������
�� ��	�� F $ � ���
 �# 
��'���� ���	�� �� �����
�� 	���"�%���
��� ��	���������
�	�� ����� ��	�� l(n)

1 , l
(n)
2 > 0 � a(n)

1 , a
(n)
2 	 
�����
���

� ��#��	���

%��� l(n)
1 � l(n)

2 �'�#
���� ����# p(A;R(n)) ���� �� ���� x �# �����"����
���

R(n) = [a(n)
1 , a

(n)
1 + l

(n)
1 ) × [a(n)

2 , a
(n)
2 + l

(n)
2 )

⋂
L1,1

��� ������ �����
��	� ������
�� x ∈ A� A����

	������ A ⊆ L1,1 ���������	� 	 ��������	�"� p �� ��������	���� ��� F - �	�� �

���"�� �	�� ������	�� �� ������ ��	�� a
(n)
1 , a

(n)
2 ���������	� ���
��"��� 	�����*����

limn→∞ p(A;R(n)) = p�

� "	������! 0�� �������
� G ⊂ R
n �	28
	���1 ��������� �� 	��
��! ���� ��� ���	��0��� � ��� ��	��:	

∂G ����� ����
�� nB������ ���� $����	C mesn ∂G = 0�
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���

� ��#��	��� A��

� ��
��$ ��������

�� ����#��� � ��'��� �
� �	� R(n) ��� ���	��� �
�	����
�� ���
	� p(A;R(n)) ����	� - 
������� � ����	�� R(n) ���" ��'����	� �'*���
�
�� ��
��
���
��	�� �����
� 
�����	����%��	� �����"����
���� 	 	����	
� ��	"%��� ���
��� 	���
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��#�� 
� � ��"��� 	��	�'� ��'��� �
� �	� R(n)�

1�8� ������������ � 5���
���	��� 	���	��� 
�	������������' �������' 	�	��

L
� �	��$ �����%��	� )����
��� 
������� ����'�� Q(L) ���� !����������'
"�
	�"�"�"$ ��� !������
� 
� �'����� 	���	��� 	�������'�� � ����" !�������� 
� ���
���	�� R� �
� �	�� '"�" 
�#����	� L:����������
���	���� ?��#����������	��� �
��
 �	�� �	�	��

� ��#
���� ��� ��		����
�� ��	����#���� ��
��
�� ��'�� �
�� ���
	���
� �'%��� ���� - ���
���

�� ��
��
�� 	�	��� C������� 	����	�"�%�� �������
��
���

,�'�� �
�� Q : R
2 → L1,1 
�#���� ������������$ �	�� �
� ����"��"� 	 ������
��

��"���� 	������ ��(��� L1,1$ ��� Q(x + z) = Q(x) + z ��� �	�� x ∈ R
2$ z ∈ L1,1$ � ���
��

����'��# Q−1(0) ⊂ R
2 
"������ ������ �����	� �#������� �� j����
" �
� �	���� +"�

�����#���� Q◦T : L1,1 → L1,1 ���
�#���� Q 	 
������� ��
��
�� ��'�� �
��� T '"���

�#���� ������������ �������� 	�	�����

���'���� �
���	
�� � ��
��	� 
�	��%��� ������� ���
�#����� �����	� �������
���"���
�� $%&'( �� '�� ��(��� "#�� ��(��� L1,1$ ���� ���%�� ���
���

"� 	�	��
�" $%&'( ◦ Tθ� ,�
��� 	"%�	�"� � '���� 	�� 
� "	���

�� ���
�#����� G�����$ ��
������� "	���
�� )$&'* 
� �����	� ���
�#�����$ � ��'�� �
�� .I0 
� �����	� ���
��
��

�� 	�	���� - ���

� )� �����	� �����
�� ��#����� � ������
�� ��	����#���

��
��'�� �
�� .I0 � .P0�

+���"�%�� ������ ����#����$ �� ���
���

�� ��
��
�� 	�	��� �'����� 	���
���
)�������	���� 	���	���� ��� �������%�� ��'��� ����'�� ��	�
� �#������� ���#������
�����	��� �
� �	��

�����
� �$� ) 	�" ������ T ∈ R
2×2 ������������ �������� 	�	��� Q ◦ T ������-

��� 	����� ��	�������� ������ T + ≡ blockcolk≥0

(
T k
)
∈ R

∞×2 ��������"�� ������	���
4��
� �������� Q ◦ T : L1,1 → L1,1 ����� ����	����"�� ������� T +(����������
���	��'
����	��- 	�'������ �� F �� 5��� ������� � ����
��� 	���	��� �����*������- ����

(Q ◦ T )−1(A) ∈ Q(T +), F
(
(Q ◦ T )−1(A)

)
= F(A)

�
lim

k→+∞
F
(
(Q ◦ T )−k(A)

⋂
B
)

= F(A)F(B)


�� ����' A,B ∈ Q(T +)�

��'�� !���� �
�	����
� ���
���

�� ��
��
�� 	�	�� 
� ����
������	� "����
 ��
��� ������ �E - #� 	�� ��'��� �������%�� ����'� ��	�
���#������� �
� �	�
.#���	�%�� � ���
�#���� Q � ������ T 0 ���" '�� "	�
����
� � ��"��� 	���	��
��	����#���� ��
��
�� 	�	��� A��$ ���#����	�$ �� k��� �(�'�� ���
�#���� Ek ≡
(I −Q) ◦ T ◦ (Q ◦ T )k−1 : L1,1 → Q−1(0) ���������� � �	�	����	���� ����	����	 ������������
�� ��	������ Q−1(0) � �������� 	��	������	 ������� T +-���������	��
���� ��	������
R� ��#����� ����	��� ��	�
�� ��������	��� N ���� "���
�
��

Δ(N)(x) ���= TNx− (Q ◦ T )N (x) =
N∑

k=1

TN−kEk(x).

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����



(:; �� +� ,������� -� .� ,����#��

�������� ���
�#���

�� ��
��
�� 	�	��� Q◦T � �������� �	���
�� ��
��
�� 	�	���
T � \���	� �� � ���	���� ��	�
�� ��������	��� ���� ��(��� L1,1$ 	�	��%�� ���
�
�# k ����'��#�� ��� ��'�� �
�� Q ◦ T $ ��	�
�� ��������	��� "���
�
�� ��������
��	����#���

�� 	�	��� Q ◦ T � �������� �	���
�� 
�������
�� 	�	��� T � ���

,'	"��� 
������� 	���	��� �# ��#"����� ������"%�� 	����� ��� ���
���

�� ��
���

�� 	�	��� 	 ���
�#����� Q = $%&'( � ������� T = Tθ ������� .O0 
� "��� θ ∈ (0;π/2)�
�	��������%�� ��� 
� ��	����

�� ��(� �����	 � ��#�� 
�	� ��������
�� ���� 
� ���
(��� L1,1$ 	����
����� ��'�� �
��� $%&'( ◦T $ ��
 � ������ �E� ��	���
� "����������
���
�� ��� 
� ��"��� �����	 - ������ ��	�� ������ ��'�� �
�� .P0 ��� ����$ 
� ����
�%�� ����'��#�[ - 	!���"������
 � ���������� 
� � ������ ��� ��� ������� ����� ��	��
l1, l2 > 0 � a1, a2 �'�#
���� ����# R(a1, a2, l1, l2) �����"����
�� [a1, a1 + l1)× [a2, a2 + l2)

⋂
L1,1�

,'�#
���� ����# σn(R, θ) �
�	����
"� ���� �� ���� �����"����
��� R$ ��� ������
���
�� n��� ����'��# ��� ��'�� �
�� $%&'((Tθx) �"	� A���� 	����������

�����
� ��� ) 	�"  ��� θ ∈ (0;π/2) �����- ��� 	����� �	�' �����������"��' 	�������
������ Tθ ��������"�� ������	��� 4��
� ��������� �� a1 � a2

lim
min{l1,l2}→∞

σ1(R(a1, a2, l1, l2), θ) = σ1(θ) ≡
(√

2 cos
(
θ − π

4

)
− 1
)2

.

�# )�� ������ ������ �� ��� ��	���
� '���(�� �����"����
�� !�����
�� ���
(��� L1,1 ⊂ R

2 ���� ����$ ����%�� 
��"	�� ����'��#$ ���
� ��	�" 1 − σ1(θ)� ����
��
���
�� ���� ����$ ���
���� �%�� ������ ��'�� �
�� $%&'((Tθx)$ ��� ��	�� 1 − σn(θ)$
n = 2, 3, . . .$ ������ ���" '�� ����	��
� �� ��
�� !���"����
\��� ��
�� ������ ��$ ����	�����	� ��	���
� �	�	��

�� �$ ���	"�$ - �	�� ��

'��	�� ��
���
�� ��� !���"�$ �������
��� ,�
��� )� �������
�� 
� 	��	�� ���
� - �

��������
�	� ������ �� ������ ��� '� � !��$ �� ��	���� ��������� ��� ����	��
���� �����	 ����	��	����	� R = R(a1, a2, l1, l2) ��� �	��
��� 	��	������� 
���	� σ1(R, θ)
���� ��	���	���� ��	������ R � �����!�� 
���	� �������	�� � )�� 	��	�� ������ ��

�����
�� 	��	�' ����	��
�� ��	����%��	� �
������� �#���� �� ����
��� #
���
���

�� ��	����

�� ��(� �����	 - '"�" �� �	� �������� ��'�� �
�� .P0 ����
���

���
��� 	���� 
�� �	� �������� "����%�� 
� '�	��
��
�	�[ - "����	� ���"��� ��	��
��
���� ,��#���	�$ �� ��� �	������!��	 � ������ ���� F ��	������ ������	��� ���������	�
����	�	 	�	�������� $)& �����	�� � 	���	����� 	� �		���������!� ������	��� ������	�
������� �� N '��	� ����� � �	��	� N �	���	�

√
N � R� ��#"��� ������ �# ����������


� � �������

�����
� ��� ) 	�"  ��� �������� θ �����- ��� 	����� �	�' �����������"��' 	�������
������ Tθ ��������"�� ������	��� 4��
� ��	���"��� �����
���  �������� ����������
������������ �������� 	�	��� $%&'( ◦ Tθ �� ���������� �
���"��� 	�	�� Tθ �� N *��
��� ����
��� 	��
 �!� �	��������	�� ��	���
������$ 
�� ������ α ≥ 0 ���� �	��
	'�
��	�"

lim
N→+∞

F
{
x ∈ L1,1 :

√
12
N

∣∣∣T k
θ (x) − ($%&'( ◦ Tθ)k(x)

∣∣∣ > α

}
= exp

(
−α2/2

)
,

lim
N→+∞

F
{
x ∈ L1,1 : max

1≤k≤N

√
12
N

∣∣∣T k
θ (x) − ($%&'( ◦ Tθ)k(x)

∣∣∣ > α

}
= τ(α),

�
� τ(α) / ��������	�" ���� 	� ������� 	������- ��� ��	���"��� �� ������� �������
[0; 1] �����
��� ���������� ���������� 
� ������ 	���
������� �������	���� �����		� ��
� �� �����*���  �����" α�

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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G�����$ �� �
� �	�� Θ �	�� #
���
�� θ$ "����������%�� "	������ ������ �J$ ����
� ���
"� ���" /�'��� �$ '���� ���$ �
� �	�� (0;π/2) \ Θ$ �'��#���

�� k���������	���
��k"����� �������$ 	��
�� G����� �� �$ �� ��� �	����� θ ∈ Θ ��	�� θ/π �������
���
��
C����� �# �������
�� 	��
�(�
�� ������ �J �� 
� 
�!������
� ����!���"�������

	���"�%�� �'��#��& �	�� #�!��	������ ��	���
� '���(�� N $ � ��� ��	���
� '���(��
�����"���
����; R 
� ��(��� L1,1 )�������	��� !"
���� ��	�������
��

D
(N)
R (α) ≡ 1

#(R)
#

{
x ∈ R :

√
12
N

∣∣∣T k
θ (x) − ($%&'( ◦ Tθ)k(x)

∣∣∣ > α

}

��� 
� '�� '��#�� � !"
���� exp
(
−α2/2

)
���
����
� �� α ≥ 0� R� "��� ��
�� ���"	���

)�	������
���
"� �������"$ ������ � 	�"��� N = 10 � �����"����
��� R(−25,−25, 50, 50)
���#����	� � ����(�� 	����	�� 	 �������	��� ����	��#�
����

P� U+�LCA,A�?U C,A�B� ��T,BLUY�� CB� ��+?B�A�GUY�� +/\NUd�Xc
CB,Y�++,�

�#����
�� !�#���	��� ������
 	 ����%�� ��!����� "	���	�$ ��������
�� �������
����
�� ������� 	�	�� 
��#'� 
� 	������ ���	� �	�� �
��� !"
����
���
�� 	���	�
�	���
�� ��
�
"���
�� �'*����� � 	��#� 	 )��$ ��� �������	� � DOK$OOF$ �� 
� ��#��'��
�� ���������
!�������

�� ������ �		������
�� )!!���� ���	��
	��

�� ��	�����
#���� 
�������
�� ����
��� � ��

�� ��#���� �������	� �	�������	��� �
���# �����
�
!������� ��� �
��������!����� ����'��#���
�� 	�"���
�� ��

�� � ���!����� 	 !���
	�����

�� ������ � �#�� �
�� )�� ��	� �� 	���"�� ��'��� DM$ KZF�

A��� #������� 
�	����������

,'�#
���� ����# R : R
n → Z

n ������� ���"���
��$ 	���	�����%�� �����" u = (uk)1≤k≤n

'�� ��(�� "#�� R(u) = (�uk + 1/2�)1≤k≤n n����
�� ������	��

�� ��(��� Z
n$ ��� � · � -


� 
�� ����� ��	� ��	��� ,�����
�$ ��'�� �
�� R ����"��"� 	 ������
�� ��"����
	������ ��(��� Z

n$

R(u+ z) = R(u) + z l39 ;mm u ∈ R
n, z ∈ Z

n,

� ���
�� ����'��# 
"������ ������ ��� )�� ��'�� �
�� ����	����� 	�'�� �"'

V = R−1(0) = [−1/2, 1/2)n. .KJ0

��� ����#����
��� ε > 0 ��'�� �
�� Rε = εR ◦ ε−1 : R
n → εZn �� 
� �
�����������

��� ������ ��������
�� ������"�� ��	����#���� � ���!����� 	 !��	�����

�� �����
	 ��
�	�� ε�

A��� F������� 
�	�������������� 	� ������� �������

C"	� ξ - 	�"���
�� ����� 
� �����
�	
�� ���	��
	�� (Ω,F , P ) 	� #
���
���� �
R

n� C������� ��$ �� ��� �����
�	
�� ��	�������
�� �'	���
� 
�������
� 	 ���
�	��
p : R

n → R+ �
�	����
� n����
�� ���� /�'���� A���� ε���	����#���� ξε = Rε(ξ) )���
������ ��	�������
� 	 �����
�	���

pε(x) = εn Ep(x+ εθ), x ∈ εZn, .KK0

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����



(:= �� +� ,������� -� .� ,����#��

��� θ - 	�"���
�� �����$ ���
����
� ��	�������

�� 
� �"'� .KJ0$ � E( · ) �'�#
���� ����
�����	��� � ���
��� R
�����

H(ξε) = −
∑

x∈εZn

pε(x) ln pε(x) .KM0

������ ξε 	������� 	 	���� �%��	� � 
�� ������	��� �
!������� I(ξε; ξ) � ������ ξ� �#
.KK0 � .KM0 	���"�$ ��

H(ξε) = −n ln ε− εn
∑

x∈εZn

fε(x), .KO0

���
fε(x) = Ep(x+ εθ) lnEp(x+ εθ). .KI0

� 	��" 
�����
	�� d�
	�
� � ���"���	� !"
���� u lnu �� u ≥ 0 �# .KI0 ������$ ��
fε(x) ≤ E(p(x+ εθ) ln p(x+ εθ))$ � 	���������
�$ 	 "���� .KO0$

H(ξε) ≥ −n ln ε− εn
∑

x∈εZn

E(p(x+ εθ) ln p(x+ εθ)) = −n ln ε+ h(ξ), .KP0

���

h(ξ) = −
∫

Rn

p(x) ln p(x)dx .KQ0

- ��!!���
�����
�� )
����� D�EF ������ ξ� ��� !���"������� 	���"�%�� ������$ ����
%�� ���
�" '��#�	� 
�����
	�� .KP0 � ����
	�"$ ��
���'�	� 
������� ��������
���

T"
���� f : R
n → R 
�#����	� 	���'	 �� ���$ �	��∫

Rn

Uε(f)(x)dx < +∞

��� 
������� ε > 0$ ��� !"
���� Uε(f) : R
n → R+ ���������	� ����
	���

Uε(f)(x) = sup
y∈V

|f(x+ εy)|.

G�����$ �� 	����	"����"���	� !"
���� 	���
�� �
�����"���	� �� /�'��"� ��������$
!"
���� f : R → R+ ����

f(x) =
∑
r≥0

g

(
2r

(
|x| −

r∑
k=1

1
k

))
,

��� g(x) = max(0, 1 − 2|x|)$ �
�����"��� �� /�'��"$ 
� 
� 	����	"����"���� � 	���� ���
��$

∫
R
f(x)dx = 3/2$ ��� U1/r(f)(x) = 1 ��� ��'�� r ∈ N$ |x| >

∑r
k=1

1
k � 	���������
�$∫

R
Uε(f)(x)dx = +∞ ��� �	�� ε > 0�
B��� 	���	�� 	����	"����"���	� !"
���� f : R

n → R ����	
��	� 
�����
	���

εn
∑

x∈εZn

|f(x)| ≤
∫

Rn

Uε(f)(x) dx ,

� 	��" ������� 
������ )��� 	���	�� �'�	������� �'	���
"� 	������	� "��#�

��� ����
��� �	�� ��	���
� ����� ε�

,'�#
���� ����# FN ���		 N ��# 
�������
� ��!!���
���"���� !"
���� f : R
n → R$

�
�����"���� �� /�'��" ���	� 	� �	��� 	����� ��	
��� ����#���
��� �� ������� N
���������
� � ����$ �� �	� �� ��	
�� ����#���
�� N ��� ������� 	����	"����"���� �
��	
�	�$ F0 - ���		 
�������
�� 	����	"����"���� !"
�����

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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�����
� ��� ) 	�" ������	�" ��	���
������ p 	� ������� ������� ξ  
�����������  	���
���$

.;0 p 	����� ���������"�� � �������
� ���������� 
�..������� �� � R
nG

.n0 p ln p ∈ F4G

.20 (1 + ln p)�p ∈ F2- �
� � =
∑n

k=1
∂2

∂x2
k
/ �������� 9����	�G

.=0 . ����� Uε(1 + ln p)Uε

(
∂4p

∂xi∂xj∂xk∂xl

)
� Uε

(
1
p

)
Uε

((
∂2p

∂xi∂xj

)2
)

�������� �� �� 9���� 

��� �������� ε > 0 
�� �	�' 1 ≤ i, j, k, l ≤ n�

4��
� 5������� +%8, �	��������	�� 	������ 	 
�..��������"��� 5�������� +%C, 	������
*����

H(ξε) = −n ln ε+ h(ξ) + D(ξ) ε2 +O(ε4) ��� ε→ +0,

�
�

D(ξ) =
1
24

∫
Rn

|∇p(x)|2
p(x)

dx =
1
24

E |∇ ln p(ξ)|2 .KZ0

� ∇ = ∂
∂x / �������� ���
������

������
� D(ξ) 
�#����	� ����� .������ 	�!���� 5�������� ��������$ �"	� 	�"����

�� ����� ξ ���� ��"		��	��� ��	�������
�� 	� 	���
�� μ � 
����� ��

�� ����������

��
������� Σ$ ���	������� ���
�	��

p(x) = (2π)−n/2(det Σ)−1/2 exp
(
−1

2
(x− μ)T Σ−1(x− μ)

)
, .ME0

��� ( · )T �'�#
���� ��
	��
�����
��� C�	�����" ��� ���� !"
���� p$ �	���� ��	
�� ����
�#���
�� ∂N p(x)

∂xi1
...∂xiN

�����	� ����#����
��� p(x) � 
�������� ����'�����	���� ����
��� �
������
� x$ � "	����� .;0:.=0 A������ �K �����
�
�� �# .ME0 ������$ �� ∇ ln p(x) =
Σ−1(x− μ) � 	���������
�$ !���� 	��%�
�� )
����� .KZ0 ���
���� ���

D(ξ) =
1
24

E
∣∣Σ−1(ξ − μ)

∣∣2 =
1
24

TrΣ−1,

��� Tr( · ) - 	��� ������$ � 
� #���	� � μ�

A�%� 6�.������ � 
�	������������' 	� �����' �������'

C"	� ξ � η - ��� 	�"���
�� ������ ��#���
�	� n1 � n2� C������� ��$ �� �� 	����	
��
��	�������
��$ ��� �����
�	
�� ��	�������
�� n����
��� ������

ζ =
[
ξ
η

]
, .M�0

�'	���
� 
�������
� 	 ���
�	�� p : R
n → R+$ ��� n = n1 + n2$ ������ ������ ������


���
�� ���
�	� ��	�������
�� p1 : R
n1 → R+ � p2 : R

n2 → R+ ������� ξ � η&

p1(x) =
∫

Rn2

p(x, y)dy, p2(y) =
∫

Rn1

p(x, y)dx. .MJ0

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����



(;? �� +� ,������� -� .� ,����#��

,'�#
���� ����# ξε ;h= ηε ��	����#���� ������� ξ � η 
� ε:	��� εZn1 � εZn2 $ �� ��

ζε = Rε(ζ) =
[
ξε
ηε

]
.

?�����	�� �
!������� � ξε �' ηε$ 	��#�

�� 	 )
������ .KM0 ��	���	���

I(ξε; ηε) = H(ξε) +H(ηε) −H(ζε),


� �����	���� ������	�� �
!������� � ξ �' η$ ���� ������ ����# ��!!���
�����
"� )
�
����� .KQ0 	��
�(�
���

I(ξ; η) = h(ξ) + h(η) − h(ζ).

+����	�"�%�� ����� �#���
�� �
!������� �� �" �������� ξ � η ��� �� ��	����#����
��������#"�	� 
���������
�� ������
��

Lε(ξ, η) = I(ξ; η) − I(ξε; ηε). .MK0

�����
� ��� ) 	�" ������	�� ��	���
������ p � +8�, 	� ������� ������� +8�, � ��� ��
�
�������� ξ � η  
�����������  	����� 4����� �%� 4��
� ������ ��.������ +8%, �	���
������	�� ���	�����	� ���

Lε(ξ, η) = L(ξ, η) ε2 +O(ε4) ��� ε→ +0,

�
�

L(ξ, η) = D(ζ) − D(ξ) − D(η)

=
1
24

E
(
|∇x,y ln p(ζ)|2 − |∇x ln p1(ξ)|2 − |∇y ln p2(η)|2

)
.MM0

� ∇x = ∂
∂x - ∇y = ∂

∂y - ∇x,y =
[
∇x

∇y

]
/ ��������� ���
������

����������
�� ������
� L(ξ, η) 
�#����	� ����� .������ ������ ��.������� ���
������$ �"	� ����� .M�0 ���� ��"		��	��� ��	�������
�� 	 
"����� 	���
�� � 
����� ��
�

�� ����������

�� �������

Σ =
[
Φ Π
ΠT Ψ

]
, .MO0

���
Φ = E(ξξT ), Ψ = E(ηηT ), Π = E(ξηT ).

C�� )�� ������ Φ � Ψ ���� ����
� ��������
�$ �

G = Φ−1/2ΠΨ−1/2

�����	� 	 ����%��$ �'�	������� 
����� ��

�	� ����� In1 − GGT � In2 − GTG$ ��� In
- ���
��
�� ������ ������� n�

�����
� �!� 7�� ��
�������� ξ � η �� 		��	���� ������� +8�, 	 �������
����� ��������
������� ������� +8:,- .����� ������ ��.������ +88, ���� ��


L(ξ, η) =
1
24
(
Tr
(
Φ−1GH2G

T
)

+ Tr
(
Ψ−1GTH1G

))
, .MI0

�
�
H1 =

(
In1 −GGT

)−1
, H2 =

(
In2 −GTG

)−1
. .MP0

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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� ��	
�	�$ �	�� ξ � η - ��"		��	��� 	�"���
�� ������
� 	 ��	���	���� Φ,Ψ > 0 �
��)!!����
�� ���������� G ∈ (−1, 1)$ !���"�� .MI0:.MP0 ���

L(ξ, η) =
1
24

(
1
Φ

+
1
Ψ

)
G2

1 −G2
.

A�8� F������� � ��.������ � 
�	������������' �� 		��	��' ��	��
������"��	��'

C"	� Z = (ζk)−∞<k<+∞ - n����
�� 	����
��
�� ��"		��	��� ��	���������
�	� 	 
"�
����� 	���
�� � ����������

�� !"
����� σk = E

(
ζkζ

T
0

)
� ��� ��'��� N ∈ N$ 
�����
��

!�����

ZN = (ζk)1≤k≤N .MQ0

)�� ��	���������
�	� �����	� ��"		��	��� ������� 	 '���
����������� ����������

��
�������

ΣN = block
1≤j,k≤N

(σj−k) .

�	�� �����
�� 	�������
�� ���
�	�

S(ω) =
+∞∑

k=−∞
σk eikω

��	���������
�	� Z 
�������
� � ���� ����
� ��������
� ��� ��'�� ω ∈ [−π, π]$ � ��
�#��	
��" 	���	�" ��������� !��� DMMF

lim
N→+∞

(
1
N

TrΣ−1
N

)
=

1
2π

π∫
−π

Tr(S(ω))−1dω.

+���������
�$ 	"%�	�"� 	���
�� #
���
�� !����� 	��%�
�� )
����� D(ZN ) = 1
24TrΣ−1

N

������ .MQ0 
� ���
��" �����
�$

D(Z) = lim
N→+∞

(
1
N

D(ZN )
)

=
1

48π

π∫
−π

Tr(S(ω))−1 dω. .MZ0

C"	� ��"		��	��� ��	���������
�	� Z ���	����	� "���
�
���� � ���	��
	�� 	�	���

��

sk+1 = Ask +Bvk, .OE0

ζk = Csk +Dvk, .O�0

��� A,B,C,D - ��	��

�� ������ 	����	�"�%�� ��#�����$ ������ A �	�������	��
"	������ .�� 	�������
�� ����"	 ρ(A) < 10$ � DDT 
����� ��
�H (vk)−∞<k<+∞ - ��	�����
�����
�	� 
�#���	���� � 	����"�
�	� m����
�� ��"		��	��� ������� 	 
"����� 	���
��
� ���
��
�� ����������

�� �������� +�� �� 	 .OE0:.O�0 "���
�
�� B�����

Q = AQAT +BBT − ΛΘΛT , .OJ0

Λ = (BQCT +BDT )Θ−1, .OK0

Θ = CQCT +DDT , .OM0


�#���� ��� ��(�
�� Q 	��������� �!�$ �	�� )� ������ 	�������
�$ 
���������
�
��������
�$ � ρ(A − ΛC) < 1� ?�� �#��	
� DOIF$ ���� ��(�
�� "���
�
�� B����� .OJ0:.OM0
���
	��

��

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����



(;) �� +� ,������� -� .� ,����#��

�����
� �"� 7�� 	����������� �� 		��	��� ��	��
������"��	�� Z- ���	������  ������
���� +:B,(+:�,- 	��
��� .����� 	�!���� 5������� +8@, ���� ��


D(Z) =
1
24

Tr
(
Θ−1(CMCT + In)

)
, .OO0

�
� ������ M ������	� ��*����  �������� 9�� ����

M = (A− ΛC)M(A− ΛC)T + ΛΛT , .OI0

� ������ Λ � Θ 	������ 	� 	��������� �!� ��*���� Q  �������� H������ +:�,(+:8,�

G�����$ �� ������
� D(Z)$ ������������ "���
�
���� .OJ0:.OI0$ ����	����� 	�'��

�����"� !"
���� F ����� A,B,C,D �# .OE0:.O�0� C"	� )����
�

ζk =
[
ξk
ηk

]
��	���������
�	� Z ��#'�� 
� ��������� ξk ;h= ηk ��#���
�	� n1 � n2� A���� 	����

�� !����� 	��%�
�� )
����� 	����
��
�� ��"		��	��� ��	���������
�	�� X =
(ξk)−∞<k<+∞ � Y = (ηk)−∞<k<+∞ ���� ���

D(X) = F (A,B,C1,D1), D(Y ) = F (A,B,C2,D2),

��� Ck � Dk - '���� �����

C =
[
C1

C2

]
, D =

[
D2

D2

]
,

	�	��%�� �# nk 	���� C�)��" 	���
�� !���� ����� �
!������� 
� ���
��" �����
� ���
���� ��	���������
�	�� X � Y �� � '�� ����	��
 ���

L(X,Y ) = D(Z) −D(X) −D(Y ) =
= F (A,B,C,D) − F (A,B,C1,D1) − F (A,B,C2,D2).

Q� U�U/�G L\UB,�

B�#"���� )��� ��#���� '���$ � �	
��
��$ ��"'������
� � DMIF�

C��� 3�!�� 	�� �� ��  ����

� ����
��(��$ μ - )� '���(�� �������� N���# L(n; f, μ) �'�#
���� ��� �� ��� �����
n ��'����� �
� �	��

L(n; f, μ) = {(x, y) : n− 1/2 ≤ μf(x, y) ≤ n+ 1/2}.

C"	� Z - �
� �	�� ����� ��	��$ � q ∈ Z - 
������� ���	�� ��	��� C��� ��

Lq(n, f, μ) =
⋃
k∈Z

L(qk + n, f, μ), n = 0, 1, . . . , q − 1.

C"	� Lh,α - �����"����
�� ��(��� 
� ���	��	� 	 (����� hx = αh � hy = h/α ����� �	��
x � yH ��	�� α 	����	� !��	�����

��� ������ �
� �	��

Lq(n; f, h, α, μ) = Lq(n; f, μ)
⋂

Lh,α.

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����
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+ �� ��� "#��� (x0, y0) ��(��� Lh,α 	�� �� �����"����
��

Q(x0, y0) = {(x, y) : |x− x0| < αh/2, |y − y0| < h/(2α)}.

C"	�M - ����
� �	�� ��(��� Lh,α� ,'�#
���� ����# Q(M) �'*���
�
�� �����"����
��
��� Q(x0, y0) �� �	�� ����� (x0, y0) �# �
� �	�� M� C"	� χ ∈ (0, 1]� L
� �	�� M ⊆ R

2 	
���� ����
�� ��
��
�� ��'������ ����� 
�#���� χ����
	����� ��	���	��� �
� �	��
M ⊆ Lh,α$ �	�� ���
� 
�����
	�� mes(Q(M))/mes(M) < 1 + χ� �	�� μ !��	�����
�$ � ���
"��
�(�
�� h �
� �	�� Lq(n, f, h, α, μ) �	� ��
�� ����	����� 	����	�"�%�� ��'�����
�
� �	�� Lq(n; f, μ)� ,�
���$ ������
� χ 
� �'�#����
� 	����	� � 1$ �	�� "��
�(�
�� h 	��
����� ���	� ��	���
� '�	��� "������
��� �������� μ .����� �#"���	� 	�"��� μh = σ$
��� σ !��	�����
�0� @"��� �������$ �� �
� �	�� Lq(n; f, h, α, σ/h) ���
��"�� ���
	������
�� ������� � +�	��������"� �, . ����� G(x, y) � ����	�� Ω$ �	�� ��� �� ��� ��	���
�
����� h �� 
� "��#�� ���� ξ = ξ(h)$ χ = χ(h)$ �� �
� �	�� Lq(n; f, h, α, σ/h)

⋂
Ω ���

�� ��� n = 0, 1, . . . , q − 1 χ�����	����� �
� �	�� Lq(n;G(x, y) + ξ(h), σ/h))
⋂

Ω$ ��� χ→ 1
��� h→ 0� ,'�#
���� ����# Cx(i, f) � Cy(j, f) ������$ ��������

�� ��� �� ��� ����� i � j
����
	���� f ′(x, y) = iq/(ασ)$ f ′(x, y) = jqα/σ� N���# D(f, σ) �'�#
���� 	����"�
�	� ����
d(i, j; f, σ) ��
	���	���
��� ���	���
�� ������ Cx(i, f) 	 ������� Cy(j, f) � �� ��� ����
d = (x0, y0) ∈ D(f, σ) ��	���� � 	����	��� !"
����

Gd(x, y) = f(x, y) − f ′(x0, y0)(x− x0) − f ′(x0, y0)(y − y0).

�����
� �%� ���
�� ����� d ∈ D(f) �������� ����� ��	�� r > 0- ��� ����	���
Lq(n, f, h, σ/h) ���
��"�� ���
	������� . ����� Gd(x, y) � �� �� |(x− x0)2 + (y − y0)2| < r2�

T���� ������
�	�� "���
� !"
���� Gd ��	���
����	� 
�'�������� ��� �"���H ����
�
� �	�� D(f, σ) 	������� 	 ��
���� �"����� �	�� � 
������� �'��	� ��		��
 !"
����
f(x, y) 
����� ��
 � �#��
��	� ��	���
� �����

�$ � 	��� ������ Cx(i ,f) � Cy(j, f)
"	���
� ��	���
� ���"���
�$ ������ ���
� ���'�� �

�� ����
	��

d(i + 1, j; f, σ) − d(i, j; f, σ) ∼ (q/(ασ))(f ′′(d(i, j; f, σ)))−1(1, 0),

d(i, j + 1; f, σ) − d(i, j; f, σ) ∼ (qα/σ)(f ′′(d(i, j; f, σ)))−1(0, 1).

A�� ��� ������ f ′′(d(i, j; f, σ)) �$ #
���$ ������ (f ′′(d(i, j; f, σ)))−1 	�������
�$ � �# ���
	���
�� ��"� 	��
�(�
�� �� 
� �� 
�'�������� �������

dx = d(i+ 1, j; f, σ) − d(i, j; f, σ), dy = d(i, j + 1; f, σ) − d(i, j; f, σ)

���
�� ������� α �� !���"�� α ∼ (dx/dy)1/2� �	�� !"
���� f(x, y) 
��#��	
�$ 
� 	���
������ Cx(i,f) � Cy(j, f0 ���	�������	�$ � �������

�� ��(� 	��
�(�
�� �� 
� �	�
����#���� ��� ���'�� �

��� ��������
�� ��)!!����
�� ������ (σf ′′(d(i, j; f, σ))−1 ��
������
�� !���"����

C��� D���������������	�"

,��
 �# �'%�� �����	��$ ��#
����%�� � 	��#� 	 �
���#�� �"���� .	�� ��#��� J�K$ � �� �
��	� Z0$ 	���"�%��&

��������� ���������
 
���� ���� 
����! �������+� �� ��������

�����	 #���� f(·)! ��� ������� ��������������� ������� 7��	 �������"
����  ��������� ������������ � �������������� �������+� 
�����

������� �� ���������� #���� f(·)�

�"�%�&'#�%""() ��%#)**( +%& � , - ����



(;* �� +� ,������� -� .� ,����#��

�� � �#�����	� 
������� ���
�������
�� ��#"���� � )�� 
�������
�� .�����'
�	�
	�� � DMOF0� ��� ���	�� �� ����
����	� ��
����
�� 	�"����& 	�����
�#
��
��� !"
�����
�� f ��
��� 	�����
��� ���"��
�� @"�� ������ �
� ��
��� ����#�
����#���
�	�$ ������
�	�	��

�� �'��#�� 	��#�
� 	� 	�� 
�	�� ��#"���
��� �#�'�� �
��� @"�� ���������#��
��
� ��	� )��� ��
��� �� �
�(�
�� � ��"��� ��#���
�	��� � ����	�� ������� '"�"
"��#�
� ��"	���

�� ���
�� ����#�
� ��#���
�	� ��� 
������� ����
������
�� !"
��
��� f(·)�
��� ��

��� ��%�	��

��� x$ �'�#
���� ����# [x] ���"� ��	� � x .���$ 
��'���(�� �����

��	��$ ��
�(�� ��� ���
�� x0� N���# {x} = x − [x] �'�#
���� ���'
"� ��	� � x� C"	� Pk

- �
� �	�� �	�� ����
���� ��
�� ������

�� 	���
� k�

�����
"� ��	���������
�	� (ui)$ i ∈ Z$ 
�#���� IJ���	��
������"��	�"� k�� 	������
.53moh34<;m p8h89;78=0 �	�� �
� ����	����� � ����

ui = [2{f(i)}].

��� 
������� f ∈ Pk� ?��		 �	�� ���� ��	���������
�	�� (ui) �'�#
���� ����# Bk� N�'�
���������#���� ����		������ ���		� Bk �� ��� 
� ��������� ���" )��� ��#
��'��#���
�	�	��

�� ������ #�������	� � �� ��'� ���������#���� ������	�� ��
��
�� ��	���
�������
�	�� .���� ��0 ��������

�� ���
� N $ ������ �� 
� 1����#��> �# ��		�����
������ .'�	��
��
��0 ��	���������
�	��� � ��	
�	� �� 
� ��
��$ ������ 
��'���(��
N $ ��� ������ ���	� �����
�� 	���� ���
� N 	���� �	� � 
������� )����
� �# Bk[

G�����$ �� ��� N > k �	� ���� � ���
� N

(f(i), f(i+ 1), . . . , f(i+N − 1)),

��		���������� ��� ���� � R
N ���
���� � 
�������" (k+ 1)����
��" ������	��
	�"

PN
k � ��������$ �	�� k = 1 �

f(i+ 1) − f(i) ≡ f(i+ 2) − f(i+ 1).

,�
���$ )� �� ��� ��� 	����"�
�	� N ����� �� 	���� �%��	� � )����
�� (ui) ∈ Bk�

C"	� u = (ui)$ i ∈ Z$ - �����
�� ��	���������
�	�� ,'�#
���� ����# wN (u) �
� �	��
�	�� N ����� ��$ ������ �� 
� ����#�� �# u � �'�#
���� ����# Su(N) ������	�� )����
�
�� 	���� �%��	� � wN (u)� �����$ �'�#
���� ����# B(k,N) 	����"�
�	� �	�� N ����� ��
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