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Àííîòàöèÿ�Ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà íåñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè îïóñòîøåíèÿ
ïðèáîðà â ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ M/GI/1 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðå-
ìåíè îáñëóæèâàíèÿ èìååò ïðàâèëüíî ìåíÿþùèéñÿ õâîñò.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ M/GI/1 ñ ëþáîé êîíñåðâàòèâíîé äèñöèïëèíîé îáñëóæè-
âàíèÿ. Íà âõîä ñèñòåìû ïîñòóïàåò îäíîðîäíûé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê òðåáîâàíèé èíòåíñèâíîñòè
λ, äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ (äëèíû) òðåáîâàíèé èìåþò ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ (ô.ð.) B(x) = P(B ≤ x) (B(0+) = 0, B(∞) = 1) ñî ñðåäíèì β1 < ∞ è ïðåîáðàçîâàíèåì
Ëàïëàñà�Ñòèëòüåñà (ÏËÑ) β(s). Çàãðóçêà ñèñòåìû îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ρ = λβ1. Îáîçíà÷èì
÷åðåç L(t) ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ìîìåíò t. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñè-
ñòåìà ñâîáîäíà îò òðåáîâàíèé. Èçâåñòíî [1,2], ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (ÏË) âåðîÿòíîñòè
P(L(t) = 0) îòñóòñòâèÿ òðåáîâàíèé â ñèñòåìå èìååò âèä

p̃00(s) =
∫ ∞

0

e−st P00(t) dt = [s + λ− λπ(s)]−1, (1.1)

ãäå π(s) � ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

π(s) = E[e−sΠ] = β(s + λ− λπ(s)). (1.2)

Çäåñü è äàëåå äîïîëíèòåëüíûé èíäåêñ 0 îáîçíà÷àåò íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â íóëåâîé
ìîìåíò, Π � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ñë.â.) äëèòåëüíîñòè ïåðèîäà çàíÿòîñòè. ßâíûé âèä ôóíêöèè
P00(t) èçâåñòåí òîëüêî ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîé ô.ð. B(x). Îäíàêî ðÿä õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû
M/GI/1 ñ ðàçëè÷íûìè äèñöèïëèíàìè îáñëóæèâàíèÿ âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ ýòîé ôóíêöèè.
Îñîáîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò P00(t) â ñëó÷àå ñèñòåìû M/GI/1 ñ äèñöèïëèíîé (ýãàëèòàðíîãî)
ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà (EPS) â ñèëó îáíàðóæåííîãî íåäàâíî ôàêòà, ÷òî íåñòàöèîíàðíûå âå-
ðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ýòîé ñèñòåìû M/GI/1�EPS èìåþò (íåòðèâèàëüíîå) ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà sp̃00(s) [2,3]. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ àïïðîêñèìàöèè
âåðîÿòíîñòè P00(t). Äëÿ ô.ð. B(x) c ëåãêèì õâîñòîì (ò.å. òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ β(−s) <∞, s > 0) òàêèå àïïðîêñèìàöèè èçâåñòíû ïðè ρ < 1 è ρ > 1, ñì. çà-
ìå÷àíèå 3.5 â [2]. Êîãäà ô.ð. B(x) èìååò ïðàâèëüíî ìåíÿþùèéñÿ õâîñò, ò.å. 1−B(x) ∼ x−a`(x),
1 Ýòà ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì ïî ïðîãðàììå ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ðîññèéñêîé Àêà-
äåìèè íàóê (îòäåëåíèå èíôîðìàòèêè) �Íîâûå ôèçè÷åñêèå è ñòðóêòóðíûå ðåøåíèÿ â èíôîòåëåêîììóíèêàöè-
ÿõ"(Ðóêîâîäèòåëü Í.À.Êóçíåöîâ).
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x→∞, ãäå `(x) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ, àñèìïòîòèêà P00(t) ïðè-
âåäåíà áåç äîêàçàòåëüñòâà â ôîðìóëå (39) ñòàòüè [4] ñ ïîÿñíåíèåì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò óñòàíîâè-
ëè Àñìóññåí è Òåéãåëüñ â ïîäãîòîâëåííîé äëÿ ïóáëèêàöèè ðàáîòå [5]. Ïîñêîëüêó â äîñòóïíîé
ëèòåðàòóðå è â Èíòåðíåòå íè ñòàòüè [5], íè äîêàçàòåëüñòâà îáíàðóæèòü íå óäàëîñü2, òî âûâîäó
óêàçàííîãî ðåçóëüòàòà è ïîñâÿùåíà äàííàÿ çàìåòêà. Ýòà àñèìïòîòèêà, ïîëó÷åííàÿ íåçàâèñèìî
îò [5], àíîíñèðîâàëàñü â [6, Th. 6.9]. Êëàññ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïðàâèëüíî ìåíÿþùèìñÿ
õâîñòîì îáîçíà÷àåòñÿ äàëåå ÷åðåç RV (−a), a ≥ 0, ñì. äåòàëè â [2, �2.10]. Îòìåòèì, ÷òî òàêèå
ô.ð. èìåþò òÿæåëûé õâîñò, ò.å. β(−s) = ∞ ïðè íåêîòîðîì s > 0. Â ÷àñòíîñòè, ïðè 1 < a < 2,
äàæå β2 = E[B2] =∞.

2. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ P00(t) Â ÑËÓ×ÀÅ B(x) ∈ RV (−a), a > 1

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 2.1. Åñëè ρ < 1 è B(x) ∈ RV (−a), a > 1, òî äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû M/GI/1
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i)
P00(t)− (1− ρ) ∼ λ(1− ρ)1−a(a− 1)−1t−(a−1)`(t), t→∞, (2.1)

(ii)
1−B(t) ∼ t−a`(t), t→∞. (2.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òîëüêî èìïëèêàöèþ (2.2)⇒ (2.1), èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå ïðèåìû,
ââåäåííûå â [7]. Äîêàçàòåëüñòâî (i)⇒ (ii) ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ââåäåì ôóíêöèþ H0(t) = (1 − P00(t))/ρ, êîòîðàÿ èìååò âñå ñâîéñòâà ô.ð., â ÷àñòíîñòè,
H0(0) = 0 è H0(∞) = 1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.1), íàõîäèì âèä ÏËÑ ïî t ô.ð. H0(t)

h0(s) =
1
ρ

(1− sp̃00(s)) =
1
β1

1− π(s)
s + λ− λπ(s)

, (2.3)

ãäå π(s) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.2).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå fΠ(s) = (1 − π(s))/(sπ1) äëÿ ÏËÑ ô.ð. îñòàòî÷íîé äëèòåëüíîñòè FΠ

ïåðèîäà çàíÿòîñòè Π. Çäåñü π1 = E[Π] = β1/(1− ρ). Òîãäà (2.3) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

h0(s) =
fΠ(s)

1− ρ + ρfΠ(s)
. (2.4)

Èç (2.4) âûòåêàåò ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ÷òî

1− fΠ(s) = (1− ρ)
∞∑

n=0

ρn
(
1− h0(s)n+1

)
. (2.5)

Èíûìè ñëîâàìè,

1− FΠ(t) = (1− ρ)
∞∑

n=0

ρn
(
1−H

∗(n+1)
0 (t)

)
, (2.6)

ãäå H
∗(n+1)
0 (t) åñòü n�êðàòíàÿ ñâåðòêà ââåäåííîé âûøå ô.ð. H0(t), à FΠ(t) � ô.ð. ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû FΠ.

2 Ýòî íå óäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ÷èñëî ñåðúåçíûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ â îòå÷åñòâåííûõ áèáëèîòåêàõ ðåçêî
ñîêðàòèëîñü çà ïîñëåäíèå ïÿòíàäöàòü ëåò.

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÒÎÌ 7 � 4 2007



ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÜ ÎÏÓÑÒÎØÅÍÈß ÏÐÈÁÎÐÀ 403

Ïîäåëèì îáå ÷àñòè (2.6) íà (1 − H0(t)). Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî B(x) ∈ RV (−a), ô.ð.
B(x) ⊂ S, ãäå S � êëàññ ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé (ñì., íàïðèìåð, [2,8]). Ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå îñíîâíîå ñâîéñòâî êëàññà S (ñì. âòîðóþ íåíóìåðîâàííóþ ôîðìóëó ïîñëå (2.61)
â [2]) è òåîðåìó î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè, ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêó 1− FΠ(t)

1− FΠ(t) ∼ (1− ρ)−1(1−H0(t)), t→∞. (2.7)

Â ñèëó òåîðåìû äå Ìåéåðà è Òåéãåëüñà (ñì. [8, 9] èëè [2, Th. 2.6]) èìååì

P(Π > t) ∼ (1− ρ)−1P(B > (1− ρ)t), t→∞. (2.8)

Èç (2.7) è (2.8) âûòåêàåò, ÷òî ïðè t→∞

1−H0(t) ∼ (1− ρ)(1− FΠ(t)) =
(1− ρ)2

β1

∫ ∞

t
(1−Π(y)) dy ∼

1
β1

∫ ∞

(1−ρ)t
(1−B(y)) dy = 1− FB((1− ρ)t) ∼ 1

β1
(1− ρ)1−a(a− 1)−1t−(a−1)`(t). (2.9)

Â öåïî÷êå ôîðìóë (2.9) èñïîëüçîâàëèñü òàêæå:

(a) èçâåñòíûé ôàêò èç òåîðèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé � åñëè a(t) ∼ b(t) ïðè t →∞,
òî

∫∞
t a(y) dy ∼

∫∞
t b(y) dy ïðè t→∞ [10];

(b) òåîðåìà Êàðàìàòà (ñì. [8, Th. A3.6, p. 543] èëè [2, ñíîñêà 41];

(ñ) ôîðìóëà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïåðèîäà çàíÿòîñòè π1 = β1/(1− ρ);
(d) êàíîíè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèè [8].

Ó÷èòûâàÿ âèä ôóíêöèè H0(t), èç (2.9) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.1. ut
Ôîðìóëà (2.1) îáåñïå÷èâàåò òàêæå àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè âåðîÿò-

íîñòè îïóñòîøåíèÿ ïðèáîðà â ìîìåíò t ê ñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè îòñóòñòâèÿ òðåáîâàíèé
1−ρ. Õîðîøàÿ òî÷íîñòü (2.1) ïîäòâåðæäåíà èìèòàöèîííûì ìîäåëèðîâàíèåì (íà áàçå ñèñòåìû
GPSS World) î÷åðåäè M/GI/1 ïðè ðàñïðåäåëåíèÿõ B(x) èç êëàññà ðàñïðåäåëåíèé Ïàðåòî.

3. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå äàí âûâîä àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè íåñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè P00(t) îïóñòîøå-
íèÿ ïðèáîðà (è åå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê ñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè) â ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ
M/GI/1 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ èìååò ïðàâèëüíî
ìåíÿþùèéñÿ (òÿæåëûé) õâîñò è ρ < 1. Ïî�âèäèìîìó, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íàéòè àñèìïòîòè-
êó òàêîãî ñîðòà äëÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè P00(t) ê íóëþ ïðè ρ > 1 è ðàñïðåäåëåíèÿìè âðåìåíè
îáñëóæèâàíèÿ ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè.
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