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Àííîòàöèÿ�Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîëèíåéíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ áëîêè-
ðîâêîé ïîëóìàðêîâñêîãî ïîòîêà çàÿâîê, îáñëóæèâàíèåì ôàçîâîãî òèïà íà êàæäîì ïðè-
áîðå è êîíå÷íûì íàêîïèòåëåì. Ïåðèîäû ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê â ñèñòåìó íà îáñëóæèâàíèå
è ïåðèîäû áëîêèðîâêè ïîòîêà ÷åðåäóþòñÿ è ðàñïðåäåëåíû ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó
ñ ðàçíûìè èíòåíñèâíîñòÿìè. Íàéäåíû îñíîâíûå ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû,
âêëþ÷àÿ ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ è âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ
ïðèíÿòîé ê îáñëóæèâàíèþ çàÿâêè, à òàêæå õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçàííûå ñ âðåìåíåì ïðîñòîÿ
ïðèáîðîâ.

1. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ
Îäíèì èç ñïîñîáîâ êîíòðîëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâà-

íèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíûé äîñòóï ê èõ ðåñóðñàì, ïðè êîòîðîì ïîëüçîâàòüñÿ ðåñóðñàìè ñè-
ñòåìû âîçìîæíî òîëüêî â îïðåäåëåííûå ïåðèîäû âðåìåíè. Ýòîò ñïîñîá îðãàíèçàöèè äîñòóïà
ìîæíî íàéòè â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ. Íàïðèìåð, âî èçáåæàíèå òîë÷åè âî âðåìÿ ïðîäàæè
áèëåòîâ íà ôóòáîëüíûå ìàò÷è, ñîáèðàþùèå çíà÷èòåëüíóþ àóäèòîðèþ, âîêðóã êàññ îãîðàæè-
âàþò òåððèòîðèþ ñ îäíèì âõîäîì, íà êîòîðîì îðãàíèçîâàí âèçóàëüíûé êîíòðîëü êîëè÷åñòâà
ëþäåé âíóòðè ýòîé çàìêíóòîé òåððèòîðèè: âõîä îòêðûâàåòñÿ, åñëè êîëè÷åñòâî ïîêóïàòåëåé
íà âçãëÿä ÷åëîâåêà, êîíòðîëèðóþùåãî âõîä, íå ñîçäàåò ïðåïÿòñòâèÿ äëÿ íîðìàëüíîé ðàáîòû
êàññ, è çàêðûâàåòñÿ, åñëè êîëè÷åñòâî ïîêóïàòåëåé âåëèêî. Äðóãèì ïðèìåðîì òàêîé ñèñòåìû
ìîæåò ñëóæèòü, ñ÷åò÷èê, ðåãèñòðèðóþùèé ÷àñòèöû èç ïîòîêà òîëüêî â îïðåäåëåííûå èíòåð-
âàëû âðåìåíè.

Îãðàíè÷åíèå äîñòóïà ê ðåñóðñàì ñèñòåìû â îïðåäåëåííûå èíòåðâàëû âðåìåíè ÷àñòî âñòðå-
÷àåòñÿ â èíôîòåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñåòÿõ, êîãäà ìåæäó ïîëüçîâàòåëåì è ñåðâåðîì (èëè ãðóï-
ïîé ñåðâåðîâ) íàõîäèòñÿ ñóïåðâèçîð, êîòîðûé è îïðåäåëÿåò ðàçìåðû âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ,
â òå÷åíèå êîòîðûõ ïîëüçîâàòåëü èìååò äîñòóï ê ðåñóðñàì. Ïðè÷åì, çà÷àñòóþ, ïîëüçîâàòåëü
çàðàíåå íå çíàåò, áëîêèðîâàí ðåñóðñ èëè íåò. Ïîëüçîâàòåëü ïðîñòî ïîñûëàåò çàÿâêó íà îáñëó-
æèâàíèå, è èëè ïîëó÷àåò îáñëóæèâàíèå, èëè ïîëó÷àåò îòêàç. Â ïðåäëîæåííóþ ñõåìó òàêîé
îðãàíèçàöèè äîñòóïà ê ðåñóðñàì ñèñòåìû âïèñûâàþòñÿ, íàïðèìåð, ôóíêöèîíèðîâàíèå ñåòå-
âîãî ïðèíòåðà â ëîêàëüíîé ñåòè èëè ðàáîòà ftp-ñåðâåðîâ â èíòåðíåò-ñåòè, äîñòóï ê êîòîðûì
âîçìîæåí â îïðåäåëåííûå ÷àñû, íàïðèìåð, â íî÷íîå âðåìÿ. Îáçîð ïî ñèñòåìàì ìàññîâîãî îá-
ñëóæèâàíèÿ ïîäîáíîãî õàðàêòåðà ìîæíî íàéòè, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå Âàñèëüåâîé [1].

Îòäåëüíî õî÷åòñÿ ïîä÷åðêíóòü îòëè÷èå äàííîé ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ)
ñ ïîòåðÿìè çàÿâîê âñëåäñòâèå áëîêèðîâêè ïîòîêà îò ìíîãîôàçíûõ ñèñòåì, êîãäà ãðóïïû ñåð-
âåðîâ ïîìåùàþòñÿ äðóã çà äðóãîì è ïîòåðè âîçíèêàþò ïðè áëîêèðîâêå îäíîé èç ôàç èç-çà
ïåðåïîëíåíèÿ çàÿâêàìè, à òàêæå îò ÑÌÎ ñ ïîòåðÿìè ïðè âîçäåéñòâèè "îòðèöàòåëüíûõ" çà-
ÿâîê è îò ÑÌÎ ñ ïîòåðÿìè íåïðèîðèòåòíûõ çàÿâîê. Â ðàññìàòðèâàåìîé ÑÌÎ âñå çàÿâêè
1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 06-07-89056
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îäíîòèïíû, ãåíåðèðóþòñÿ â ìîìåíòû ñìåíû ôàç îäíîãî è òîãî æå ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà,
è âîçìîæíîñòü êàæäîé èç íèõ ïîïàñòü â ñèñòåìó çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà,
êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, íå çàâèñèò íè îò ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ãåíåðàöèè çàÿâîê, íè îò
ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ. Ðàíåå ìíîãîëèíåéíûå ÑÌÎ ñ ïîëóìàðêîâñêèì âõîäÿùèì
ïîòîêîì èññëåäîâàëèñü, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå Ïå÷èíêèíà è ×àïëûãèíà [2], ñ íåîðäèíàðíûì
ïîëóìàðêîâñêèì ïîòîêîì â ðàáîòàõ Òàêàãè è Âó [3,4], ñî ñïåöèàëüíûìè äèñöèïëèíàìè îáñëó-
æèâàíèÿ â ðàáîòå Ïå÷èíêèíà è Òðèøå÷êèíà [5], Äóäèíà, Êëèìåíîê è äð. [6,7], ñ íåíàäåæíûìè
ïðèáîðàìè â ðàáîòàõ Ïå÷èíêèíà, Ñîêîëîâà, ×àïëûãèíà [8,9]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþò-
ñÿ ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ìíîãîëèíåéíîé ÑÌÎ ñ ïîëóìàðêîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì,
îáñëóæèâàíèåì ôàçîâîãî òèïà íà êàæäîì ïðèáîðå è áëîêèðîâêîé ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê â ñè-
ñòåìó â òå÷åíèå ñëó÷àéíîãî ïåðèîäà âðåìåíè, ðàñïðåäåëåííîãî ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó,
è ñëó÷àéíûì ïåðèîäîì âðåìåíè ìåæäó ïåðèîäàìè áëîêèðîâêè.

Ðàññìîòðèì ìíîãîëèíåéíóþ ÑÌÎ ñ íàêîïèòåëåì êîíå÷íîé åìêîñòè. Â ñèñòåìå èìååòñÿ n
ðàáîòàþùèõ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà èäåíòè÷íûõ ïðèáîðîâ, êîòîðûå îáñëóæèâàþò ïîñòóïà-
þùèå íà íèõ îäíîòèïíûå çàÿâêè.

Êàæäûé èç ïðèáîðîâ ìîæåò íàõîäèòüñÿ íà îäíîé èç J , 1 ≤ J < ∞, ôàç îáñëóæèâàíèÿ.
Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè íà êàæäîì ïðèáîðå ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó ôàçîâîãî òèïà ñ
ïàðàìåòðàìè h è H, ãäå h � âåêòîð-ñòðîêà ðàçìåðíîñòè J , à H � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà
J . Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ôàçîâîãî òèïà âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
(çäåñü è äàëåå ÷åðåç 1 áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîð-ñòîëáåö èç åäèíèö, ÷åðåç O � íóëåâóþ ìàòðèöó,
à ÷åðåç E � åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, ðàçìåðíîñòü è ïîðÿäîê êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ èç êîíòåêñòà)

H(x) = 1− h eHx1. (1)

Åñëè â ñèñòåìó ïîñòóïàåò çàÿâêà, íî âñå n ïðèáîðîâ çàíÿòû, òî ýòà çàÿâêà ïîñòóïàåò â
íàêîïèòåëü åìêîñòüþ r. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r ≥ 2; åñëè r = 0, 1, òî ÷àñòü ïîëó÷åííûõ ôîðìóë
ïîòðåáóåò óïðîùåíèÿ. Åñëè íàêîïèòåëü ïîëîí, òî çàÿâêà, íå îáñëóæèâàÿñü, ïîêèäàåò ñèñòåìó
(òåðÿåòñÿ). Çàÿâêè èç íàêîïèòåëÿ îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ ïîñòóïëåíèÿ â ñèñòåìó. Êðîìå
ýòîãî îáîçíà÷èì R = n + r.

Îïèøåì âõîäÿùèé â ñèñòåìó ïîòîê çàÿâîê.
Ðàññìîòðèì ïîëóìàðêîâñêèì ïðîöåññ ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé {1, 2, . . . , I}, 1 ≤

I < ∞. Â êàæäûé ìîìåíò èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ãåíåðèðóåòñÿ íîâàÿ
çàÿâêà, êîòîðàÿ ãîòîâà ïîñòóïèòü â ñèñòåìó íà îáñëóæèâàíèå. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëóìàð-
êîâñêèé ïðîöåññ çà âðåìÿ ìåíüøå x ïåðåéäåò èç ñîñòîÿíèÿ i ñðàçó â ñîñòîÿíèå j, i, j = 1, I,
ðàâíà Aij(x). Ñðåäíåå âðåìÿ ìåæäó èçìåíåíèÿìè ñîñòîÿíèé ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà â ñòà-
öèîíàðíîì ðåæèìå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

a = πa

∞∫

0

x dA(x)1,

ãäå πa � âåêòîð-ñòðîêà ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà ïîëóìàðêîâñêî-
ãî ïðîöåññà, A(x) � ìàòðèöà èç ýëåìåíòîâ Aij(x). Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïîëóìàðêîâñêîãî
ïîòîêà, à òàêæå íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî åãî ïà-
ðàìåòðîâ, êîòîðûå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûìè, ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ Ïå÷èíêèíà
è ×àïëûãèíà [2, 10].

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà
ãåíåðàöèè çàÿâîê. Çà "ìàëîå" âðåìÿ ∆ c âåðîÿòíîñòüþ α∆+o(∆) ïðîèñõîäèò áëîêèðîâêà ïîòî-
êà çàÿâîê, ïîñòóïàþùèõ â ñèñòåìó, à èìåííî, íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, çàÿâêè, ãåíåðèðóåìûå
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ïîëóìàðêîâñêèì ïðîöåññîì, â ñèñòåìó íå ïîïàäàþò, à òåðÿþòñÿ. Çàÿâêè, íàõîäÿùèåñÿ â ñè-
ñòåìå, ñèñòåìó íå ïîêèäàþò, à ïðîäîëæàþò îáñëóæèâàòüñÿ (çàÿâêè íà ïðèáîðàõ) èëè îæèäàòü
îáñëóæèâàíèÿ (çàÿâêè â íàêîïèòåëå). Åñëè ïîòîê áëîêèðîâàí, òî çà "ìàëîå" âðåìÿ ∆ c âåðîÿò-
íîñòüþ β∆ + o(∆) ïîòîê ðàçáëîêèðóåòñÿ, è çàÿâêè, êîòîðûå áóäóò ñãåíåðèðîâàíû ïîñëå ýòîãî
ìîìåíòà âíîâü áóäóò ïîñòóïàòü â ñèñòåìó íà îáñëóæèâàíèå. Ãåíåðàöèÿ çàÿâîê ïîëóìàðêîâñêèì
ïîòîêîì íå çàâèñèò îò òîãî, áëîêèðîâàíî ïîñòóïëåíèå çàÿâîê â ñèñòåìó èëè íåò.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå ìåòîäîâ, ïîäðîáíî èçëîæåííûõ â ðàáîòàõ [2, 10], ïîëó÷åíû
ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû.

2. ÑÈÑÒÅÌÀ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß

Âîñïîëüçóåìñÿ íåêîòîðûìè ïîñòðîåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ ìíîãîëèíåéíîé ÑÌÎ ñ êîíå÷-
íûì íàêîïèòåëåì, ïîëóìàðêîâñêèì ïîòîêîì çàÿâîê è ìàðêîâñêèì îáñëóæèâàíèåì [2], à èìåííî
òåì, ÷òî ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ âñåìè ïðèáîðàìè ñèñòåìû, îáñëóæèâàíèå íà êàæäîì èç êîòî-
ðûõ ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó ôàçîâîãî òèïà, ìîæåò áûòü îïèñàí â âèäå ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà
îáñëóæèâàíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ k, 0 ≤ k ≤ n + r, çàÿâîê, òî ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ ìîæåò íàõî-
äèòüñÿ â îäíîì èç lk, lk < ∞, ñîñòîÿíèé (ôàç îáñëóæèâàíèÿ), ïðè÷åì èíòåíñèâíîñòü ñìåíû
ôàç ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèö Λk, k = 0, n + r, åñëè íè îäíà
çàÿâêà íå îáñëóæèèëàñü, è ýëåìåíòàìè ìàòðèö Nk, k = 1, n + r, åñëè çàÿâêà îáñëóæèëàñü.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî lk = l ïðè k = n, n + r, ìàòðèöû Λk = Λ ñîâïàäàþò ïðè k = n, n + r,
à ìàòðèöû Nk = N ñîâïàäàþò ïðè k = n + 1, n + r. Ìàòðèöó Λ + N áóäåì ïðåäïîëàãàòü
íåðàçëîæèìîé, à ìàòðèöó N � íåíóëåâîé.

Åñëè â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ k, k = 0, n− 1, çàÿâîê áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ìîìåíò ïîñòóï-
ëåíèÿ î÷åðåäíîé çàÿâêè â ñèñòåìó, òî, íà êàêóþ ôàçó ïåðåéäåò ìàðêîâñêèé ïðîöåññ îáñëóæè-
âàíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèö Ωk.

Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû òàêîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, à òàêæå ñïîñîá ôîð-
ìèðîâàíèÿ åãî èíôèíèòåçèìàëüíîé ìàòðèöû ïî çàäàííîìó PH-ðàñïðåäåëåíèþ îáñëóæèâàíèÿ
çàÿâêè íà êàæäîì ïðèáîðå ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [2, 10].

Ðàññìîòðèì âëîæåííóþ öåïü Ìàðêîâà, îïðåäåëÿåìóþ ìîìåíòàìè ñìåíû ôàç ïîëóìàðêîâ-
ñêîãî ïðîöåññà ãåíåðàöèè çàÿâîê.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pm
ik, m = 0, 1, i = lk(u−1)+v, u = 1, I, v = 1, lk, k = 0, R, ñòàöèîíàðíóþ

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðàçó ïîñëå ñìåíû ôàç ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ k
çàÿâîê, ôàçà ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ãåíåðàöèè çàÿâîê íàõîäèòñÿ íà ôàçå u è ìàðêîâñêèé
ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ íàõîäèòñÿ íà ôàçå v è, åñëè m = 0, òî ïîòîê çàÿâîê çàáëîêèðîâàí, à,
åñëè m = 1, òî ïîòîê çàÿâîê ðàçáëîêèðîâàí. Ïîëîæèì pm

k = (pm
1k, . . . , p

m
Ilk,k), pk = (p0

k, p
1
k),

m = 0, 1, k = 0, R.
Äëÿ âåêòîðà p ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (ÑÓÐ) p = pP , â êîòîðîé ìàò-

ðèöà P åñòü ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà. Ìàòðèöó P ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â áëî÷íîì âèäå:

P =




P00 P01 O O . . . O O
P10 P11 P12 O . . . O O
... ... ... ... . . . O O

PR−1,0 PR−1,1 PR−1,2 PR−1,3 . . . PR−1,R−1 PR−1,R

PR0 PR1 PR2 PR3 . . . PR,R−1 PRR




.
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Ìåòîäû ðåøåíèÿ ÑÓÐ ñ ìàòðèöåé òàêîãî âèäà èçëîæåíû â ðàáîòàõ Áî÷àðîâà, Ä'Àïè÷å è
äð. [11,12] è Ïå÷èíêèíà [13].

×òîáû ïîëó÷èòü ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòðèö Pij , ââåäåì íåêîòîðûå äîïîëíè-
òåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç qij(x), i, j = 0, 1, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åðåç âðåìÿ x çàÿâêè íå áóäóò
ïîñòóïàòü â ñèñòåìó íà îáñëóæèâàíèå (ïîñòóïëåíèå çàÿâîê áóäåò çàáëîêèðîâàíî), åñëè j = 0,
è çàÿâêè áóäóò ïîñòóïàòü â ñèñòåìó (ïîñòóïëåíèå çàÿâîê áóäåò ðàçáëîêèðîâàíî), åñëè j = 1,
ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîñòóïëåíèå çàÿâîê çàáëîêèðîâàíî, åñëè i = 0,
è ðàçáëîêèðîâàíî, åñëè i = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

q00(x) + q01(x) = 1, q10(x) + q11(x) = 1.

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü q00(x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç q̂00(s) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (ÏË) ôóíêöèè
q00(x), ò. å.

q̂00(s) =

∞∫

0

e−sxq00(x) dx.

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîñòóïëåíèå çàÿâîê çàáëîêèðîâàíî. Òîãäà ÷åðåç âðåìÿ x
ïîñòóïëåíèå çàÿâîê îñòàíåòñÿ çàáëîêèðîâàííûì, åñëè çà âðåìÿ x ñîñòîÿíèå áëîêèðîâêè âî-
îáùå íå ìåíÿëîñü èëè ìåíÿëîñü ÷åòíîå ÷èñëî ðàç. Ïîýòîìó äëÿ q̂00(s) â ñèëó íåçàâèñèìîñòè
ïåðèîäîâ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðûõ ïðîöåññ ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê â ñèñòåìó íàõîäèòñÿ â çà-
áëîêèðîâàííîì è ðàçáëîêèðîâàííîì ñîñòîÿíèÿõ, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

q̂00(s) =
1

s + β
+

αβ

(s + β)2(s + α)
+

α2β2

(s + β)3(s + α)2
+ . . . =

s + α

s(s + α + β)
.

Îòêóäà, ïåðåõîäÿ ê îðèãèíàëó, ïîëó÷àåì, ÷òî

q00(x) =
α

α + β
+

β

α + β
e−(α+β)x.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ ÏË ôóíêöèè q01(x) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

q̂01(s) =
β

s(s + α + β)
,

îáðàùàÿ êîòîðîå, ëåãêî ïðèéòè ê ñîîòíîøåíèþ

q01(x) =
β

α + β
− β

α + β
e−(α+β)x.

Òî÷íî òàêèìè æå ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé q10(x) è q11(x):

q10(x) =
α

α + β
− α

α + β
e−(α+β)x,

q11(x) =
β

α + β
+

α

α + β
e−(α+β)x.
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Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ìàòðèöû (çäåñü "⊗" � ñèìâîë êðîíåêåðîâà ïðî-
èçâåäåíèÿ ìàòðèö):

Aij
k =

∞∫

0

qij(x) dA(x)⊗ Fk(x), k ≥ 0, i, j = 0, 1, (2)

Ai1
kw =

∞∫

0

qi1(x)dA(x)⊗ (Fk,w(x)Ωw), w = 0, n, k ≥ w, i = 0, 1, (3)

Ãi1
kw =

∞∫

0

qi1(x)dA(x)⊗ Fk,w(x), w = 0, n, k ≥ w, i = 0, 1, (4)

Ai0
kw =

∞∫

0

qi0(x)dA(x)⊗ Fk,w(x), w = 0, n, k ≥ w, i = 0, 1, (5)

ãäå ìàòðèöû Fk(x) è Fkw(x) îïðåäåëÿþòñÿ òàêèìè æå ñîîòíîøåíèÿìè, êàê äëÿ ñèñòåìû
SM/MSP/n/r â ðàáîòå [2]. Òàì æå, à òàêæå â ðàáîòàõ [10],[11], ìîæíî ïîçíàêîìèòñÿ ñ àë-
ãîðèòìè÷åñêèìè ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ìàòðèö Fk(x) è Fkw(x) è ìàòðèö, àíàëîãè÷íûõ
ìàòðèöàì Aij

k (x) è Aij
kw(x). Ïîñêîëüêó ïðîöåäóðà îòûñêàíèÿ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ

ðàñ÷åòà ìàòðèö Aij
k (x) è Aij

kw(x) ïî÷òè íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ïðîöåäóðû, ïîäðîáíî èçëîæåí-
íîé äëÿ ïîäîáíûõ ìàòðèö â ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ äëÿ ÑÌÎ SM/MSP/n/r, òî ìû ïîëàãàåì,
÷òî ÷èòàòåëü ñàìîñòîÿòåëüíî, ó÷òÿ äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü qij(x) ïîä çíàêîì èíòåãðàëà,
ñìîæåò åå ïîâòîðèòü â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè.

Òåïåðü ìàòðèöû Pij ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Pi,i+1 =
(

O A01
i,i

O A11
i,i

)
, i = 0, n− 1,

Pi,i+1 =
(

O A01
0

O A11
0

)
, i = n,R− 1,

PR,R =
(

A00
0 A01

1 + A01
0

A10
0 A11

1 + A11
0

)
,

Pi,0 =
(

A00
i,0 O

A10
i,0 O

)
, i = 0, R,

Pi,j =
(

A00
i,j A01

i,j−1

A10
i,j A11

i,j−1

)
, i = 1, R, j = 1, min{i, n− 1},

Pi,n =
(

A00
i−n A01

i,n−1

A10
i−n A11

i,n−1

)
, i = n,R.
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Pi,j =
(

A00
i−j A01

i−j+1

A10
i−j A11

i−j+1

)
, i = n + 1, R, j = n + 1, min{i, R− 1}.

Íàéäåì ñòàöèîíàðíóþ âåðîÿòíîñòü π ïîòåðè çàÿâêè. Ïîñòóïàþùàÿ â ñèñòåìó çàÿâêà òåðÿ-
åòñÿ, åñëè ïîòîê çàÿâîê çàáëîêèðîâàí èëè åñëè âñå ìåñòà â íàêîïèòåëå çàíÿòû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç qm
ik , m = 0, 1, i = lk(u − 1) + v, u = 1, I, v = 1, lk, k = 0, R, ñòàöèîíàðíóþ

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî äî ìîìåíòà ñìåíû ôàç ïðîöåññà ãåíåðàöèè çàÿâîê â
ñèñòåìå áóäåò k äðóãèõ çàÿâîê, ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ ãåíåðàöèè çàÿâîê áóäåò íàõîäèòüñÿ
íà ôàçå u, ìàðêîâñêèé ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ � íà ôàçå v è, åñëè m = 0, òî ïîñòóïëåíèå
çàÿâîê â ñèñòåìó áóäåò çàáëîêèðîâàíî, à åñëè m = 1, òî ïîñòóïëåíèå çàÿâîê â ñèñòåìó áóäåò
ðàçáëîêèðîâàíî. Ïîëîæèì qm

k = (qm
1k, . . . , q

m
Ilk,k), qk = (q0

k, q
1
k), m = 0, 1, k = 0, R.

qk =
R∑

j=k

pjP̃j,k, k = 0, n− 1,

qk =
R∑

j=k

pjP̃j−k, k = n,R,

ãäå

P̃ij =

(
A00

ij Ã01
ij

A10
ij Ã11

ij

)
, i = 0, R, j = 0, min{i, n− 1}, P̃k =

(
A00

k A01
k

A10
k A11

k

)
, k ≥ 0,

ãäå ìàòðèöû Ak, Aij
kw, Ãij

kw îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (2)�(5).
Îòûñêàâ âåêòîðû qk, k = 0, R, ìû ñìîæåì âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ïîòåðè çàÿâêè:

π =
R−1∑

i=0

q0
k1 + qR1.

Íàéäåì ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ψ0 è ψ1 òîãî, ÷òî â ìîìåíò ãåíåðàöèè ïðîèçâîëüíîé
çàÿâêè ïîñòóïëåíèå çàÿâîê â ñèñòåìó áûëî çàáëîêèðîâàíî è ðàçáëîêèðîâàíî ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì åùå ðàç, ÷òî ïðîöåññ áëîêèðîâêè ïîòîêà çàÿâîê íå çàâèñèò îò ïðîöåññà
ãåíåðàöèè çàÿâîê. Ñðåäíåå âðåìÿ ïåðèîäà áëîêèðîâêè ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê ðàâíî 1/β, à ñðåäíåå
âðåìÿ ïåðèîäà ðàçáëîêèðîâêè ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê ðàâíî 1/α. Òîãäà äëÿ âåðîÿòíîñòåé ψ0 è ψ1

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

ψ0 =
1/β

1/α + 1/β
=

α

α + β
, ψ1 =

1/α

1/α + 1/β
=

β

α + β
.

Ôóíêöèþ W (x) ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ ïðèíÿòîé ê îáñëó-
æèâàíèþ çàÿâêè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

W (x) = 1− 1
1− π

R−1∑

k=n

q1
k

k−n∑

i=0

Fi(x)1 = 1− 1
1− π

r−1∑

i=0

(
r−1∑

k=i

q1
n+k

)
Fi(x)1.

Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå V (x) âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ïðèíÿòîé ê îáñëóæèâàíèþ çàÿâêè
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

V (x) =

x∫

0

W (x− y)dH(y),

ãäå ôóíêöèÿ H(x) èìååò âèä (1).
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3. ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ, ÑÂßÇÀÍÍÛÅ Ñ ÏÐÎÑÒÎÅÌ ÏÐÈÁÎÐÎÂ
Îñîáåííîñòüþ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äàííîé ñèñòåìû ñ îòêàçàìè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè îäèíà-

êîâûõ ïàðàìåòðàõ ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà è ïàðàìåòðàõ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ íà ïðèáîðå
â ñèñòåìå ñ ïðåðûâàþùèìñÿ ïîòîêîì íàãðóçêà íà ïðèáîðû, î÷åâèäíî, ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ
îáûêíîâåííîé ñèñòåìîé SM/MSP/n/r. Ïîýòîìó âåñüìà âàæíûì ïîêàçàòåëåì ôóíêöèîíèðîâà-
íèÿ ñèñòåìû ñ ïðåðûâàþùèìñÿ ïîòîêîì ÿâëÿåòñÿ äîëÿ âðåìåíè, êîòîðîå ïðèáîðû ïðîñòàèâàþò,
íå îáñëóæèâàÿ çàÿâêè.

Âîñïîëüçîâàâøèñü âñïîìîãàòåëüíûìè ôîðìóëàìè äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ïî âðå-
ìåíè â ñèñòåìå SM/MSP/n/r [2], îïðåäåëèì ìàòðèöû T ij

kw, w = 0, n− 1, k = w,R, è ìàòðèöû
T ij

k , k ≥ 0, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T ij
kw =

∞∫

0

qij(x) (E −A(d)(x))⊗ Fkw(x) dx, w = 0, n− 1, k = w, R, (6)

T ij
k =

∞∫

0

qij(x) (E −A(d)(x))⊗ Fk(x) dx, (7)

ãäå A(d)(x) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè Ai(x) =
I∑

j=1
Aij(x) íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

È ïóñòü pk, k = 0, R, � ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ïî âðåìåíè òîãî, ÷òî â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ
ðîâíî k çàÿâîê. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

p0 =
1
a

R∑

k=0

pk tk0,

pw =
1
a

R∑

k=w

pk tkw, w = 1, n− 1.

pw =
1
a

R∑

k=w

pk tkw, w = n,R,

ãäå ñ ó÷åòîì ôîðìóë (6), (7) âåêòîðû tkw îïðåäåëÿþòñÿ â áëî÷íîì âèäå ñîîòíîøåíèÿìè

ti,i+1 =
(

T 01
i,i 1

T 11
i,i 1

)
, i = 0, n− 1,

ti,i+1 =
(

T 01
0 1

T 11
0 1

)
, i = n,R− 1,

tR,R =
(

T 00
0 1 + (T 01

1 + T 01
0 )1

T 10
0 1 + (T 11

1 + T 11
0 )1

)
,
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ti,0 =
(

T 00
i,01

T 10
i,01

)
, i = 0, R,

ti,j =
(

T 00
i,j 1 + T 01

i,j−11
T 10

i,j 1 + T 11
i,j−11

)
, i = 1, R, j = 1, min{i, n− 1},

ti,n =
(

T 00
i−n1 + T 01

i,n−11
T 10

i−n1 + T 11
i,n−11

)
, i = n,R.

ti,j =
(

T 00
i−j1 + T 01

i−j+11
T 10

i−j1 + T 11
i−j+11

)
, i = n + 1, R, j = n + 1,min{i, R− 1}.

Ðàññìîòðèì âðåìÿ ìåæäó ñîñåäíèìè èçìåíåíèÿìè ñîñòîÿíèé ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ãå-
íåðàöèè çàÿâîê è ðàáîòó îòäåëüíî âçÿòîãî ïðèáîðà íà ýòîì ïðîìåæóòêå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θw,
w = 0, n− 1, îòíîøåíèå ñðåäíåãî âðåìåíè ïðîñòîÿ ïðèáîðà íà ïðîìåæóòêå ìåæäó ñîñåäíèìè
èçìåíåíèÿìè ñîñòîÿíèé ïîëóìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ãåíåðàöèè çàÿâîê, êîãäà â ñèñòåìå íàõîäèò-
ñÿ w çàÿâîê, ê ñðåäíåìó âðåìåíè ìåæäó ñîñåäíèìè èçìåíåíèÿìè ñîñòîÿíèé ïîëóìàðêîâñêîãî
ïðîöåññà. Åñëè â ñèñòåìå ïðîñòàèâàåò n−w ïðèáîðîâ, òî âåðîÿòíîñòü îòäåëüíî âçÿòîãî ïðèáî-
ðà îêàçàòüñÿ ñðåäè ïðîñòàèâàþùèõ ðàâíà (n−w)/n. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç θ äîëþ îáùåãî âðåìåíè
ïðîñòîÿ ïðèáîðà, ïîëó÷àåì

θ0 = p0,

θw =
(n− w) pw

n
, w = 1, n− 1.

θ =
n−1∑

w=0

θw.

4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñëåäóþùèõ ñòàöèîíàðíûõ õàðàê-

òåðèñòèê: ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå â ìîìåíòû èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé ïîëóìàð-
êîâñêîãî ïðîöåññà è ïî âðåìåíè, ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îæèäàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ è âðåìåíè
ïðåáûâàíèÿ ïðèíÿòîé ê îáñëóæèâàíèþ çàÿâêè, äîëÿ âðåìåíè ïðîñòîÿ îòäåëüíîãî ïðèáîðà. Çà
ðàìêàìè ýòîé ðàáîòû îñòàëèñü íåêîòîðûå âàæíûå âàðèàíòû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÑÌÎ, êîãäà
ïåðâàÿ çàÿâêà, ïðèøåäøàÿ ïîñëå ðàçáëîêèðîâêè ïîòîêà, â ìîìåíò ñâîåãî ïðèõîäà "óáèâà-
åò"çàÿâêè èç ñèñòåìû, îòêðûâàÿ òåì ñàìûì "íîâóþ ãðóïïó" ïîñòóïàþùèõ çàÿâîê.
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