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Àííîòàöèÿ�Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î íåñòàöèîíàðíîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ M/G/1 ñ ýãàëèòàðíûì ðàçäåëåíèåì
ïðîöåññîðà. Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûé ìåòîä ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëü-
íûõ ïåðåìåííûõ. Âïåðâûå ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé íåòðèâèàëüíîé òåîðåìû ïîëó÷åíî
ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà â ìîíîãðàôèè àâòîðà [12, �2.8]
(1989). Ðàíåå ýòà çàäà÷à ñ÷èòàëàñü íå ïîääàþùåéñÿ àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ. Ìû îïèøåì
òàêæå ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíåíèÿ äîêàçàííîé òåîðåìû íà ñëó÷àé ñèñòåìû M/G/1�EPS
ñ êàòàñòðîôàìè.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìû ïðåäñòàâèì íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î íåñòàöèîíàðíîì (òðàíçèåíòíîì) ðàñïðåäå-
ëåíèè ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ M/G/1 ñ ýãàëèòàðíûì ðàçäåëåíèåì ïðîöåñ-
ñîðà (EPS) (ñì. ðàçäåë 2, òåîðåìà 2.2). Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûé ìåòîä
äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ [3, Ch.1], [4, Ch. 10], [12, p. 199�202], ââåäåííûé â òåîðèþ î÷åðåäåé
â 1955 ã. Ä. Êîêñîì [1]. Âïåðâûå ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé íåòðèâèàëüíîé òåîðåìû ïîëó÷å-
íî ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà â ìîíîãðàôèè àâòîðà [12, �2.8]
(1989). Ðàíåå ýòà çàäà÷à ñ÷èòàëàñü íå ïîääàþùåéñÿ àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ. Â ðàçäåëå 3
òåîðåìà 2.2 ðàñïðîñòðàíåíà íà ñëó÷àé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/G/1�EPS ñ êàòàñòðîôàìè,
âîçíèêàþùèìè ïî ïóàññîíîâñêîìó çàêîíó.

2. ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ×ÈÑËÀ ÒÐÅÁÎÂÀÍÈÉ Â ÑÈÑÒÅÌÅ M/G/1�EPS Â ÌÎÌÅÍÒ t

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ M/G/1, â êîòîðóþ ïîñòóïàþò òðåáîâàíèÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îäíîðîäíûì ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì, èìåþùèì ïàðàìåòð λ. Ïóñòü B(x) = P(B ≤ x)
(B(0+) = 0, B(∞) = 1) áóäåò ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèñìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûõ (í.î.ð.) äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé1, ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
β1 =

∫∞
0 (1 − B(x)) dx < ∞ è ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà�Ñòèëòüåñà (ÏËÑ) β(s). Äèñöèïëèíà

îáñëóæèâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçûâàåìîå ýãàëèòàðíîå ðàçäåëåíèå ïðîöåññîðà: êîãäà
ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ ñîäåðæèò n ≥ 1 òðåáîâàíèé, òî êàæäîå èç íèõ ïîëó÷àåò îáñëóæèâà-
íèå ñî ñêîðîñòüþ 1

n áåçîòíîñèòåëüíî îò ñâîåãî äîñòèãíóòîãî îáñëóæèâàíèÿ èëè äîñòèãíóòîãî
îáñëóæèâàíèÿ äðóãèõ òðåáîâàíèé. (Ýòà äèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ ïðåäëîæåíà Êëåéíðîêîì

1 Â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíî íàçûâàòü í.î.ð. äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé èõ äëèíàìè èç�çà ñïå-
öèôèêè äèñöèïëèíû îáñëóæèâàíèÿ.
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â 1967 ã. Îñîáåííîñòè äèñöèïëèíû EPS è ðåçóëüòàòû åå èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëåíû, íàïðè-
ìåð, â [10, 12, 13, 15].) Ïóñòü L(t) åñòü ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå M/G/1�EPS â ìîìåíò t.
Äîïîëíèòåëüíî ìû ââåäåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

• çàãðóçêà ñèñòåìû, ò.å ρ = λβ1 ìîæåò áûòü ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé êîíå÷íîé âåëè÷èíîé;
• ñèñòåìà ñâîáîäíà îò òðåáîâàíèé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0;
• ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ B(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà, ò.å B(x) =∫ x

0 β(y) dy, ãäå β(·) åñòü (îãðàíè÷åííàÿ) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ. Êðîìå òîãî, B(x) < 1 äëÿ
êàæäîãî x < ∞.

Áîëüøèå òðóäíîñòè â íàõîæäåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåìàðêîâñêîãî ïðîöåññà {L(t) : t > 0}
îáóñëîâëåíû, â ÷àñòíîñòè, òåì æå ñàìûì ôåíîìåíîì, êîòîðûé ÷ðåçâû÷àéíî óñëîæíèë ïîëó-
÷åíèå ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìå M/G/1�EPS
(ñì. [10]): äèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ EPS ïîçâîëÿåò êîðîòêèì òðåáîâàíèÿì îáãîíÿòü áîëåå
äëèííûå.

Òåì íå ìåíåå, â [12, �2.8] (1989) áûëà âïåðâûå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. òàêæå [13]),
îïèðàþùàÿñÿ íà ðåçóëüòàòû ðàáîòû [11] (1988):

Òåîðåìà 2.1. (1989) [11, 12,13] 2 Ôóíêöèÿ

g0(z, s) .=
∫ ∞

0

e−st E[zL(t)|L(0) = 0] dt = [s + λ(1− z)(1− π(s))]−1 (2.1)

çàäàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (ÏË) âåðîÿòíîñòíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ÷èñëà òðåáîâà-
íèé â ìîìåíò t â ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ M/GI/1�EPS ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè P(L(0) = 0)
= 1. Çäåñü π(s) åñòü ÏËÑ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî ïåðèîäà çàíÿòîñòè Π(x) = P(Π ≤ x)
â êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå M/G/1, ò.å. (ìèíèìàëüíîå) ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

π(s) = β(s + λ− λπ(s)) (2.2)

ñ íàèìåíüøèì àáñîëþòíûì çíà÷åíèåì.

Äðóãîé ñïîñîá óñòàíîâëåíèÿ ðåçóëüòàòà ïîäîáíîãî (2.1) ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ìåòîäà äîïîë-
íèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ (ñð. ñ òåîðåìîé 3 èç [10], ãäå ýòîò ìåòîä èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ
ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà òðåáîâàíèé â ñèñòåìå M/G/1�EPS ). Âîîáùå ãîâîðÿ, öåëü
ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ïî êðàéíåé ìåðå äâîÿêàÿ. Âî�ïåðâûõ, âî ìíîãèõ ñëó÷à-
ÿõ ýòî ïîçâîëÿåò âûïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà è ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü
èõ. Âî�âòîðûõ, ýòîò ìåòîä äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü òàêîå îïèñàíèå äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìàõ îáñëóæèâàíèÿ. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ î÷å-
ðåäåé [3, Ch.1], [4, Ch. 10], [6] òîëüêî óñïåøíîå äîêàçàòåëüñòâî (íåòðèâèàëüíûõ) Ëåììû 2.1 è
òåîðåìû 2.6 èç [12], òåîðåìû 2.16 èç [13], à òàêæå ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû 2.1 ïîçâîëÿåò îïè-
ðàòüñÿ íà ýòîò ìåòîä â íåñòàöèîíàðíîì (òðàíçèåíòíîì) ñëó÷àå. Ïóñòü Ei ïðè 1 ≤ i ≤ L(t) ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðîøåäøèìè (äîñòèãíóòûìè) äëèòåëüíîñòÿìè îáñëóæèâàíèÿ êàæäîãî èç L(t) ≥ 1 òðå-
áîâàíèé, íàõîäÿùèõñÿ â ñèñòåìå â ìîìåíò t. Òîãäà A0(t) = {L(t), Ei(t), i = 1, . . . , L(t); t ≥ 0}
áóäåò ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé

{0} ∪ {n, x1, x2, . . . , xn : n ≥ 1, xi ≥ 0 ïðè 1 ≤ i ≤ L(t)},

ãäå xi îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó äîñòèãíóòîãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ ó i�ãî òðåáîâàíèÿ, íàõîäÿ-
ùåãîñÿ â ïðîöåññîðå, ïðè i ≥ 1.
2 Ýòà òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ñëåäñòâèåì íåêîòîðûõ áîëåå îáùèõ òåîðåì àâòîðà (ñì. [11,12] èëè îáçîðû [13,15]),
âïåðâûå äîêàçàíà â 1988�1989 ã.ã.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Pn(t;x1, . . . , xn)dx1dx2 . . . , dxn = P{L(t) = n; Ei(t) ∈ [xi, xi + dxi), i = 1, 2, . . . , n}.

Íàïîìíèì, ÷òî P00(t) = P{L(t) = 0|L(0) = 0}.

Òåîðåìà 2.2. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèè Pn(t;x1, . . . , xn), ïîëó÷åííîå â òåðìè-
íàõ ÏË ïî t ýòîé ôóíêöèè, èìååò âèä∫ ∞

0
e−stPn(t;x1, . . . , xn) dt = p̃00(s)[1− sp̃00(s)]n

1
βn

1

n∏
i=1

(1−B(xi)), (2.3)

ãäå

p̃00(s)
.=

∫ ∞

0

e−st P00(t) dt = [s + λ− λπ(s)]−1. (2.4)

Çäåñü π(s) åñòü ðåøåíèå õîðîøî èçâåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Òàêà÷à (2.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû EPS îïèñûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì â
íåïðåðûâíîì âðåìåíè. Ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé òåõíèêè [1, 3, 5, 9, 10] ìîæíî âûâåñòè äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ñîâìåñòíûå íåñòàöèîíàðíûå
ôóíêöèè ïëîòíîñòåé P00(t), Pn(t;x1, . . . , xn), n ≥ 1(

∂

∂t
+ λ

)
P00(t) =

∫ ∞

0
µ(x1)P1(t;x1) dx1, (2.5)

1
n

n∑
i=1

[
∂

∂t
+

∂

∂xi
+ µ(xi) + λ

]
Pn(t;x1, . . . , xn)

=
∫ ∞

0
Pn+1(t;x1, . . . , xn, xn+1)µ(xn+1) dxn+1, n ≥ 1, (2.6)

ãäå µ(x) åñòü ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ ðàñïðåäåëåíèÿ B(x), ò.å.

µ(x) = dB(x)/[1−B(x)]. (2.7)

(Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèí òðåáîâàíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
B(x) = 1− e−

R x
0 µ(y) dy. Èíîãäà ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé àíãëîÿçû÷íûé òåðìèí äëÿ òàêèõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé: Lebesque�dominated distributions.)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

P1(t, 0) = λP00(t), (2.8)

Pn+1(t;x1, . . . , xn, 0) = λPn(t;x1, . . . , xn), n ≥ 1. (2.9)

Óñëîâèåì íîðìèðîâêè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.5)�(2.9) ÿâëÿåòñÿ

P00(t) +
∞∑

n=1

∫ ∞

0
. . .

∫ ∞

0
Pn(t;x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn = 1. (2.10)

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ â [10] âûâîäèëèñü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàññìàòðèâàëèñü òðàåêòîðèè
ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà {L(t) = n; Ei(t) ∈ [xi, xi + dxi), i = 1, 2, . . . , n}, è L(t) èçó÷àëñÿ òîëü-
êî ïðè t → ∞, à ïîä Ei(t) ïîíèìàëàñü îñòàòî÷íàÿ äëèíà i�ãî òðåáîâàíèÿ â òåêóùèé ìîìåíò,
íàõîäÿùàÿñÿ â èíôèíèòåçèìàëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè xi. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äîïîë-
íèòåëüíûå ïåðåìåííûå Ei îçíà÷àþò âåëè÷èíû äîñòèãíóòîãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ (âîçðàñòà)
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i�ãî òðåáîâàíèÿ, i ≥ 1, íàõîäÿùåãîñÿ â ïðîöåññîðå â ìîìåíò t, à ïîä L(t) ïîíèìàåòñÿ íåñòàöèî-
íàðíîå ÷èñëî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ìîìåíò t ≤ ∞. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (2.5) � (2.9) ÿâëÿþòñÿ
îòíîñèòåëüíî ïðîñòûì ðàñïðîñòðàíåíèåì óðàâíåíèé (4.4) èç [5] íà òðàíçèåíòíûé ñëó÷àé (â [5]
èñïîëüçîâàëèñü òå æå äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå, íî èññëåäîâàëñÿ òîëüêî ñòàöèîíàðíûé ðå-
æèì). Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå äàåòñÿ ðàâåíñòâîì

Pn(x1, . . . , xn) = P0λ
n

n∏
i=1

[1−B(xi)], n ≥ 1, (2.11)

ãäå P0 = P{∅} = 1− ρ.

Òàêèå æå êàê â [10] äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå èñïîëüçîâàëèñü â óðàâíåíèÿõ ñòàòüè [9]
(1980), îïèñûâàþùèõ áîëåå îáùèé êëàññ ïîçèöèîííî�ñáàëàíñèðîâàííûõ äèñöèïëèí â ñèñòåìå
M/G/1 â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå (÷àñòíûì ñëó÷àåì ýòîãî êëàññà äèñöèïëèí ÿâëÿåòñÿ êëàññ
ñèììåòðè÷íûõ äèñöèïëèí Êåëëè (Kelly)).

Ïîñëå íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìàíèïóëÿöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ÏË è ÏËÑ, ìîæíî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.5) � (2.9) ïðèíèìàåò âèä (2.3), íàïîìèíàþùèé ðà-
âåíñòâî (2.11). Â ðåøåíèè (2.3) p̃00(s) äàåòñÿ ðàâåíñòâîì (2.4). Îòìåòèì, ÷òî p̃00(s) ≡ g0(0, s).
Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî [1 − sp̃00(s)] â ôîðìóëå (2.3) ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ íåíóìåðî-
âàííîãî ðàâåíñòâà ïåðåä çàìå÷àíèåì 2.4 â [12, c. 98] (ñð. òàêæå ñ ðàâåíñòâîì (2.4) èç [14] èëè
ñ ðàâåíñòâîì (3.19) èç [15]).

Ðåøåíèå (2.3) â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðèâîäèò ê (2.1). Äîïîëíèòåëüíûå äåòàëè âûâîäà ìîæíî
íàéòè â öèòèðîâàííûõ ðàáîòàõ. Åñëè ρ < 1 è t →∞, òî ðàâåíñòâî (2.11) âûòåêàåò èç (2.3) êàê
÷àñòíûé ñëó÷àé. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîé òàóáåðîâîé òåîðåìû. Îòìåòèì,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå [1− sp̃00(s)]n ñâîäèòñÿ ê ρn. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

ut

Çàìå÷àíèå 2.1. Èñïîëüçóÿ (2.1), ìîæíî ôîðìàëüíî óñòàíîâèòü, ÷òî ïåðåõîäíîå ïîâåäåíèå
ïðîöåññà {L(t)} â ñèñòåìå M/M/1�EPS èäåíòè÷íî ïåðåõîäíîìó ïîâåäåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïðîöåññà â ñèñòåìå M/M/1 ñ êëàññè÷åñêîé äèñöèïëèíîé FCFS ïðè íóëåâîì íà÷àëüíîì óñëîâèè.
Óðàâíåíèå (2.2) ïðè β(s) = µ/(s + µ) ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ, ðåøåíèåì êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ

π(s) =
[
(s + λ + µ)− ((s + λ + µ)2 − 4λµ)1/2

]
/(2λ).

(Ñëåäóåò âûáðàòü çíàê �−� ïåðåä êîðíåì, ïîñêîëüêó |π(s)| ≤ 1.) Òåïåðü ïîñëå ïðîñòûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÏË âåðîÿòíîñòíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ÷èñëà òðåáîâà-
íèé â ìîìåíò t â ñèñòåìå M/M/1�FCFS ñîâïàäàåò ñ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàâåíñòâà (2.1) ïðè
B(x) = 1 − e−µx. Ýòî ñïðàâåäëèâî ïðè P(L(0) = 0) = 1. Â êà÷åñòâå äðóãîãî ñïîñîáà äî-
êàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðîöåññû ÷èñëà òðåáîâàíèé â îáåèõ
ñèñòåìàõ EPS è FCFS èìåþò îäèíàêîâûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå B(x) = 1− e−µx.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î ñðåäíåì ÷èñëå òðåáîâàíèé â ñèñòåìå
M/GI/1�EPS â ìîìåíò t.
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Ñëåäñòâèå 2.1. 3 ∫ ∞

0
e−stE[L(t)] dt = λ(1− π(s))/s2 . (2.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòîå âû÷ècëåíèå ïðîèçâîäíîé ïî z ôóíêöèè g0(z, s) èç òåîðåìû 2.1, à
èìåííî, ∫ ∞

0
e−stE[L(t)] dt = lim

z→1

∂g0(z, s)
∂z

.

ut

3. ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÍÀ ÑËÓ×ÀÉ ÑÈÑÒÅÌÛ M/G/1 Ñ
ÊÀÒÀÑÒÐÎÔÀÌÈ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà
íà ñëó÷àé ñèñòåìû M/G/1 ñ êàòàñòðîôàìè. Õîðîøî èçâåñòíà ðîëü, êîòîðóþ èãðàåò êîíöåïöèÿ
êàòàñòðîô â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè. Â ÷àñòíîñòè, ìîäåëè ïðîöåññîâ ðîæäåíèÿ è
ãèáåëè, âêëþ÷àþùèå êàòàñòðîôû, îáñóæäàþòñÿ â êîíòåêñòàõ òåîðèè î÷åðåäåé, äèíàìèêè ïî-
ïóëÿöèé, íåéðîííûõ ñåòåé è êîìïüþòåðíûõ ñåòåé (ñì., íàïðèìåð, [2,7]). Ïðèâåäåì òîëüêî äâà
ïðèìåðà. Ïðîöåññû ñ êàòàñòðîôàìè õîðîøî îïèñûâàþò òàêóþ âàæíóþ òåìó â áèîëîãè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèÿõ êàê âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ìèîçèíîì è àêòèíîâûìè âîëîêíàìè, êîòîðûå îòâåò-
ñòâåííû çà ãåíåðàöèþ óñèëèé ïðè ñîêðàùåíèè ìóñêóëîâ. Â âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ, åñëè
çàäà÷à èíôèöèðîâàíà âèðóñîì, òî åå äàëüíåéøàÿ îáðàáîòêà ìîæåò ïðèâåñòè ê îòêàçó îïåðàöè-
îííîé ñèñòåìû. Ñîãëàñíî êîíöåïöèè îòðèöàòåëüíûõ òðåáîâàíèé (ñì.. íàïðèìåð, [2]), åñëè âñå
(ïîëîæèòåëüíûå) òðåáîâàíèÿ, ïðèñóòñòâóþùèå â ñèñòåìå, óíè÷òîæàþòñÿ ïðè ïîñòóïëåíèè îò-
ðèöàòåëüíîãî òðåáîâàíèÿ, òî òàêîå îòðèöàòåëüíîå òðåáîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàòàñòðîôó.
Îòìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå èññëåäóþòñÿ, êàê ïðàâèëî, òîëüêî ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/M/1
ñ êàòàñòðîôàìè (è ñòàíäàðòíûìè äèñöèïëèíàìè òèïà FCFS).

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ M/G/1�EPS â òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî è
â ðàçäåëå 2, íî ñ äîïîëíèòåëüíûì îäíîðîäíûì ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì êàòàñòðîô èíòåíñèâ-
íîñòè ν > 0. Ïðèõîä òðåáîâàíèÿ èç ïîòîêà êàòàñòðîô íåìåäëåííî óíè÷òîæàåò âñå (ïîëîæè-
òåëüíûå) òðåáîâàíèÿ, îáñëóæèâàþùèåñÿ â ñèñòåìå EPS. ×òîáû ñäåëàòü ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ
ìàðêîâñêîé, ââåäåì òå æå äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå, ÷òî â ðàçäåëå 2. (Â äàëüíåéøåì ìû
óáåäèìñÿ, ÷òî èçó÷àåìàÿ ìîäåëü íå ñâîäèòñÿ, â îáùåì, ê ìîäåëè ðàçäåëà 2, õîòÿ ðÿä îáîçíà÷å-
íèé äëÿ õàðàêòåðèñòèê ó íèõ ñîâïàäàþò.) Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 2.2 áóäåò
ñîñòàâëåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò òðàíçèåíòíûå âåðîÿòíî-
ñòè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû M/G/1 ñ êàòàñòðîôàìè. Ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé óäàåòñÿ ðåøèòü ïðè
ïðîñòåéøèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (3.1):

P00(0) = 1,

Pn(0;x1, . . . , xn) = 0, n ≥ 1.
(3.1)

3 Äëÿ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû M/GI/1�FCFS ÏË îò E[L(t)] ïî t èìååò âèä, îòëè÷àþùèéñÿ îò ðàâåíñòâà (2.12) è
çàâèñÿùèé òàêæå îò β(s). À èìåííî,

Z ∞
0

e−stE[L(t)FCFS ] dt =
λ

s2
− λ

s

β(s)

1− β(s)

1− π(s)

s + λ− λπ(s)
.

Ýòà ôîðìóëà ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíîé ðàâåíñòâó (2.12) ïðè B(x) = 1− e−µx â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2.1.
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Òåîðåìà 3.1. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèè Pn(t;x1, . . . , xn), ïîëó÷åííîå â òåðìè-
íàõ ÏË ïî t ýòîé ôóíêöèè, èìååò âèä

p̃n(s;x1, . . . , xn) dt
.=

∫ ∞

0
e−stPn(t;x1, . . . , xn) dt

= [sq(s)]−1λn
n∏

i=1

e−(s+ν)q(s)xi(1−B(xi)), (3.2)

ãäå q(s) > 1 åñòü ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

q(s) = 1 +
λ[1− β((s + ν)q(s))]

s + ν
. (3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷åíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.5), (2.6), ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé (2.8), (2.9) è óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (2.10), ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé,
êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò íåñòàöèîíàðíûå ôóíêöèè ïëîòíîñòåé P00(t), Pn(t;x1, . . . , xn), n ≥ 1,(

∂

∂t
+ λ

)
P00(t) =

∫ ∞

0
µ(x1)P1(t;x1) dx1,

+ ν

∞∑
n=1

∫ ∞

0
. . .

∫ ∞

0
Pn(t;x1, . . . , xn) dx1, . . . , dxn,

(3.4)

1
n

n∑
i=1

[
∂

∂t
+

∂

∂xi
+ µ(xi) + λ + ν

]
Pn(t;x1, . . . , xn)

=
∫ ∞

0
Pn+1(t;x1, . . . , xn, xn+1)µ(xn+1) dxn+1, n ≥ 1. (3.5)

Çäåñü µ(xi) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì (2.7).

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è óñëîâèå íîðìèðîâêè äàþòñÿ ðàâåíñòâàìè (2.8), (2.9) è (2.10) ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Âçÿòèå ÏË ïî t äëÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (3.5) ïðèâîäèò ê

1
n

n∑
i=1

[
∂

∂xi
+ µ(xi) + λ + ν

]
p̃n(s;x1, . . . , xn)

=
∫ ∞

0
p̃n+1(s;x1, . . . , xn, xn+1)µ(xn+1) dxn+1.

(3.6)

Ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèÿ (3.6) ïîëó÷àåì

p̃n(s;x1, . . . , xn) = C(s)λn
n∏

i=1

e−(s+ν)q(s)xi(1−B(xi)), n ≥ 1, (3.7)

ãäå q(s) > 1 åñòü ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.3) è C(s) åñòü íåêîòî-
ðàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ïîäëåæàùàÿ äàëüíåéøåìó îïðåäåëåíèþ.

Ïîñëå âçÿòèÿ ÏË ïî t äëÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (3.4), (2.8), (2.9) è (2.10) ìîæíî ïîëó÷èòü
ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3.1)

(s + λ)p̃00(s)− 1 =
∫ ∞

0
p̃1(s;x1)µ(x1) dx1

+ ν

∞∑
n=1

∫ ∞

0
. . .

∫ ∞

0
p̃n(s;x1, . . . , xn) dx1, . . . , dxn,

(3.8)
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p̃1(s; 0) = λp̃00(s), (3.9)

p̃n+1(s;x1, . . . , xn, 0) = λp̃n(s;x1, . . . , xn), n ≥ 1, (3.10)

p̃00(s) +
∞∑

n=1

∫ ∞

0
. . .

∫ ∞

0
p̃n(s;x1, . . . , xn) dx1, . . . , dxn = 1/s. (3.11)

Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (3.7) ïðè n = 1 â (3.9) è çàòåì ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ (3.7) è (3.11) â
(3.8), íàõîäèì âèä ôóíêöèè C(s)

C(s) = p̃00(s) =
1
s

[
1 + λ

1− β((s + ν)q(s))
s + ν

]−1

. (3.12)

Èç ðàâåíñòâ (3.12) è (3.3) âûòåêàåò, ÷òî

p̃00(s) = C(s) = [sq(s)]−1. (3.13)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî (3.7) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.10). Òàêèì îáðàçîì, ðå-
øåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.6) è (3.8) � (3.11) äàåòñÿ ðàâåíñòâàìè (3.7) è (3.13). Ýòî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

ut
Áëèçêèå ðåçóëüòàòû íåäàâíî ïîëó÷åíû â ñòàòüå [8], êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ðå-

çóëüòàòû ðàáîò [5, 9, 10,12,13,14].

Çàìå÷àíèå 3.1. Ïðè ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîì ν ïðîöåññ {L(t) : t ≥ 0} èìååò åäèíñòâåííîå
ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå, à èìåííî,

P0 = lim
s↓0+

sp̃00(s) = q(0)−1,

Pn = lim
s↓0+

sp̃n(s) = q(0)−1

(
q(0)− 1

q(0)

)n

, n ≥ 1.

Êðîìå òîãî,

Pn(x1, . . . , xn) =
λn

q(0)

n∏
i=1

e−νq(0)xi(1−B(xi)), n ≥ 1. (3.14)

Çàìå÷àíèå 3.2. Ïðè B(x) = 1 − e−µx è s ↓ 0+ íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ (3.3), ÷òî
q(0) ≥ 1 + λ/(2ν) > 1. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî limν↓0+ q(0) = 1

1−ρ . Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3.14)
ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå (2.11).

4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàçäåëå 2 äàíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î íåñòàöèîíàðíîì ðàñïðåäåëåíèè ÷èñëà
òðåáîâàíèé â ìîìåíò t â ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ M/G/1 ñ ýãàëèòàðíûì ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà.
Êðîìå òîãî, â ðàçäåëå 3 ýòà òåîðåìà ðàñïðîñòðàíåíà íà ñëó÷àé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ M/G/1�
EPS ñ êàòàñòðîôàìè. Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ óñòàíîâëåíèåì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì 2.2 è 3.1 òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîãî îáîñíîâàíèÿ. Ýòî
îáîñíîâàíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ äàòü â îäíîé èç ïîñëåäóþùèõ ñòàòåé.
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