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Àííîòàöèÿ�Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà, çàâèñÿ-
ùåãî îò áîëüøîãî ÷èñëà N áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ìàòðèö ñâÿçåé ñïèí-ñòåêîëüíîãî
òèïà ñðåäñòâàìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èçó÷åíû 3 ïðîöåäóðû ìèíèìèçàöèè. Ïî-
êàçàíî, ÷òî ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ çàìåòíûì ïðåâîñõîäñòâîì îáëàäàåò ìàêñèìàëü-
íàÿ äèíàìèêà (greedy algorithm). Èçó÷åíà çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòîâ ìèíèìèçàöèè îò ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó ñòàðòîâûìè òî÷êàìè è ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì. Óñòàíîâëåíî, ÷òî õàðàêòåð
ðàñïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ êðèòè÷åñêè çàâèñèò îò ýòîãî ðàññòîÿíèÿ.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îáñóæäàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îò áîëüøîãî ÷èñëà N áèíàðíûõ
ïåðåìåííûõ si = {±1}:

E(s) = −(Js, s)
2

= −1
2

N∑
i,j=1

Jijsisj
s−→ min, J = (Jij)

N
1 , s = (s1, s2, ..., sN ) . (1)

Äàííàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ íàó÷íîãî çíàíèÿ [1]. Ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèî-
íàëà (1) ñâîäèòñÿ îòûñêàíèå ìàêñèìàëüíîãî ðàçðåçà â ãðàôå è ðàñïðåäåëåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ
ïðîöåññîâ ïî ïðîöåññîðàì [2], [3], îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ [4], [5] è
ìíîãèå äðóãèå ïðîáëåìû. Â ôèçèêå ìàãíèòíûõ ìàòåðèàëîâ [6] äàííàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò â ñâÿçè
ñ îòûñêàíèåì îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ � áèíàðíîãî âåêòîðà s, êîòîðûé äîñòàâëÿåò ôóíêöèîíàëó
(1) ãëîáàëüíûé ìèíèìóì.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìàòðèöó ñâÿçåé J = (Jij)N
1 ìîæíî ñ÷èòàòü ñèììåòðè÷íîé, ñ

íóëåâûìè ýëåìåíòàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè: Jij = Jji, Jii = 0. Èñïîëüçóÿ ôèçè÷åñêóþ òåð-
ìèíîëîãèþ áèíàðíûå ïåðåìåííûå si = {±1} áóäåì íàçûâàòü ñïèíàìè, N -ìåðíûå âåêòîðû
s = (s1, s2, ..., sN ), êîòîðûå çàäàþò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû êàê öåëîãî - êîíôèãóðàöèîííûìè âåê-

òîðàìè èëè êîíôèãóðàöèÿìè, ôóíêöèîíàë E(s) � ýíåðãèåé ñîñòîÿíèÿ s, à êîíôèãóðàöèþ, äî-
ñòàâëÿþùóþ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (1) � îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì.

Êàæäàÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ ïðîáëåìà ïîðîæäàåò ñâîþ, ñïåöèôè÷åñêóþ ìàòðèöó ñâÿçåé J. Îá-
ùèì äëÿ âñåõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ýôôåêòèâíîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû, ñ ïîìî-
ùüþ êîòîðîé ìîæíî çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ íàõîäèòü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå. Îáû÷íî ÷èñëî ëîêàëü-
íûõ ìèíèìóìîâ ýêñïîíåíöèàëüíî âåëèêî ïî N , è ïðîáèòüñÿ ê ñàìîìó ãëóáîêîìó ìèíèìóìó
î÷åíü òðóäíî. Ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ 2N êîíôèãóðàöèé âîçìîæåí òîëüêî äëÿ íåáîëüøèõ ðàç-
ìåðíîñòåé N ∼ 20. Äëÿ ðàçìåðíîñòåé N ∼ 102−103, êàê ïðàâèëî, îãðàíè÷èâàþòñÿ îòûñêàíèåì

1 Ðàáîòà âûïîëíÿëàñü â ðàìêàõ ïðîãðàììû "Èíòåëëåêòóàëüíûå êîìïüþòåðíûå ñèñòåìû"(ïðîåêò 2.45) ïðè
ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîì ÐÔÔÈ 06-01-00109.
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êàê ìîæíî áîëåå ãëóáîêîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, áåç ãàðàíòèè, ÷òî íàéäåííûé ìèíèìóì ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì. Ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (1) ïîñâÿ-
ùåíà îãðîìíàÿ ëèòåðàòóðà. Ïðåäñòàâëåíèå î ïîñëåäíèõ äîñòèæåíèÿõ â ýòîé îáëàñòè ìîæíî
ñîñòàâèòü ïî íåäàâíåé êîëëåêòèâíîé ìîíîãðàôèè [7]. Îáçîðû áîëåå ðàííèõ ðàáîò ñì. â [8]-[10].

Ïîæàëóé, íàèáîëüøèå óñïåõè äîñòèãíóòû äëÿ ìîäåëè Ýäâàðäñà-Àíäåðñîíà ñïèíîâîãî ñòåê-
ëà (EA-ìîäåëü) [11]. Â ýòîé ìîäåëè ñïèíû ðàñïîëîæåíû â óçëàõ ðåãóëÿðíîé ðåøåòêè (îáû÷íî
êâàäðàòíîé èëè êóáè÷åñêîé); êðîìå òîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî áëè-
æàéøèå ñïèíû. Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñâÿçåé Jij ðàâíû íóëþ, à íåíó-
ëåâûå ýëåìåíòû ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþòñÿ èç ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Äëÿ òàêèõ ìàòðèö ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì íàïðàâëåííîãî ïåðåáîðà [12], êîòîðûé
ïîçâîëÿåò äàæå äëÿ î÷åíü áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé (N > 2000) íàõîäèòü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå çà
ïðèåìëåìîå âðåìÿ. Ñóùåñòâóåò èíòåðíåò-ñàéò, êóäà êàæäûé ìîæåò ïðèñëàòü ñâîþ ìàòðèöó, à
â îòâåò ïîëó÷èò îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ôóíêöèîíàëà (1) (ñì. [13]). Íàì ïðèõîäèëîñü ïîëüçîâàòüñÿ
óñëóãàìè ýòîãî ñàéòà.

Äðóãîé èíòåíñèâíî èññëåäóåìûé ôèçèêàìè îáúåêò - ìîäåëü Øåððèíãòîíà-Êèðêïàòðèêà
ñïèíîâîãî ñòåêëà (SK-ìîäåëü) [14]. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ñïèíû âçàèìîäåéñòâóþò äðóã
ñ äðóãîì, à ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñóòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà, âûáðàííûå èç ñòàíäàðòíîãî íîðìàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìàòðèöà â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíî çàïîëíåíà. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ýòà ìîäåëü íåðåàëèñòè÷íà, îäíàêî åå ñâîéñòâà èçó÷åíû òåîðåòè÷åñêè. Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èåðàðõè÷åñêè âëîæåííûõ äðóã â äðóãà "äîëèí", à ÷èñëî
ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì N . Ïðî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå SK-
ìîäåëè èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî îíî äîëæíî áûòü íåâûðîæäåííûì. Íåèçâåñòíà íè ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ êîíôèãóðàöèÿ, íè âåëè÷èíà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïî ýíåðãèè. Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà,
ïîçâîëÿþùåãî äëÿ ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè íàõîäèòü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå. Â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è íåîáõîäèìî çíàòü ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, ïðîâîäÿò áîëüøîå ÷èñëî
ñëó÷àéíûõ èñïûòàíèé, è â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèíèìàþò êîíôèãóðàöèþ, îòâå÷àþ-
ùóþ ñàìîìó ãëóáîêîìó ìèíèìóìó ([15], [16]). Ìû â ñâîèõ ýêñïåðèìåíòàõ ïîñòóïàëè òî÷íî òàê
æå (ñì. ðàçäåë 4).

Çàêàí÷èâàÿ êðàòêèé ïåðå÷åíü ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè, îòìåòèì î÷åíü èíòåðåñ-
íûé GRA-àëãîðèòì, êîòîðûé ðàçâèâàåòñÿ àâòîðàìè [17], [18]. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àëãîðèòì
ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèì, îí îñíîâàí íà ãëóáîêèõ ôèçè÷åñêèõ èäåÿõ, è, ñóäÿ ïî ïóáëèêàöèÿì,
äåìîíñòðèðóåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû. Âàæíî, ÷òî GRA-àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è íå
îïèðàåòñÿ íà ñïåöèôèêó ìàòðèöû ñâÿçåé.

Ëþáîé àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè îñíîâàí íà òîì èëè èíîì âàðèàíòå ïðîöåäóðû ëîêàëüíîé
ìèíèìèçàöèè. Ñèñòåìó ñòàðòóþò ñ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ s(0), ïåðåâîðà÷èâàþò
ïî î÷åðåäè ñïèíû, è êàæäûé ðàç ïðîâåðÿþò � óìåíüøàåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (1) èëè
íåò? Åñëè óìåíüøàåòñÿ � äàííîìó ñïèíó ïðèñâàèâàþò íîâîå (ïåðåâåðíóòîå) çíà÷åíèå; ñèñòå-
ìà êàê öåëîå ïåðåõîäèò â íîâîå ñîñòîÿíèå. Åñëè æå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà íå óìåíüøàåòñÿ
� âîññòàíàâëèâàþò ïðåæíåå çíà÷åíèå ñïèíîâîé ïåðåìåííîé. Ïðîöåäóðó ëîêàëüíîé ìèíèìèçà-
öèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïî-ðàçíîìó; ñîîòâåòñòâåííî, ðåçóëüòàò ìèíèìèçàöèè áóäåò çàâèñåòü îò
ñïîñîáà ðåàëèçàöèè [17]-[20]. Îñíîâíàÿ öåëü íàøåé ðàáîòû - ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå
òðåõ âàðèàíòîâ ïðîöåäóðû ëîêàëüíîé ìèíèìèçàöèè. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ
ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ñëåäóþùèõ çàòåì ðàçäåëàõ îïèñûâàþòñÿ êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû
è îáñóæäàþòñÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Â ðàáîòàõ [21], [22] òåîðåòè÷åñêè èçó÷àëàñü ýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ôóíêöèîíàëà (1)
äëÿ ìîäåëè Õîïôèëäà íåéðîííîé ñåòè [1]. Îñíîâó àïïàðàòà ñîñòàâèë òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûé
ïîäõîä, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè åìêîñòè ïàìÿòè ìîäåëè Õîïôèëäà [1]. Àâòîðàì óäà-
ëîñü ïîëó÷èòü öåëûé ðÿä èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ î ìèíèìóìàõ ôóíêöèîíàëà (1). Â ÷àñòíîñòè,
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îêàçàëîñü âîçìîæíûì ñâÿçàòü ãëóáèíó ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ñ âåðîÿòíîñòüþ åãî îòûñêàíèÿ
â ñëó÷àéíîì ïîèñêå. Ïîëó÷åííîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ÷åì
ãëóáæå ëîêàëüíûé ìèíèìóì, òåì øèðå åãî îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ, òåì áîëüøå âåðîÿòíîñòü åãî
îòûñêàíèÿ. Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ î÷åâèäíîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, îíî âåñüìà íåòðèâèàëü-
íî. Â ÷àñòíîñòè, èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøîì ÷èñëå ñëó÷àéíûõ èñïûòàíèé âåðîÿòíîòü
ïîïàäàíèÿ ñèñòåìû â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå (èëè áëèçêî ê íåìó) áîëüøå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ
â ìåíåå ãëóáîêèå ìèíèìóìû. Äî êîíöà ñòàòüè áóäåì íàçûâàòü ýòî ïðàâèëîì ãëóáîêèõ ìèíè-

ìóìîâ.

Äëÿ Õåááîâñêèõ ìàòðèö ñâÿçåé, ôèãóðèðóþùèõ â ìîäåëè Õîïôèëäà, àâòîðû [21], [22] ïî-
ëó÷èëè õîðîøåå ñîãëàñèå ñâîåé òåîðèè ñ êîìïüþòåðíûì ýêñïåðèìåíòîì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
èññëåäóåòñÿ äðóãèå òèïû ìàòðèö - ñì. [23], [24]. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðîâåðÿëè - ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ ïðàâèëî ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñïèí-ñòåêîëüíûõ ìàòðèö? Â ýòîì
ñîñòîÿëà åùå îäíà öåëü íàøåé ðàáîòû.

2. ÐÀÇËÈ×ÍÛÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ

Âïåðâûå ïðîöåäóðà ëîêàëüíîé ìèíèìèçàöèè áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöè-
îíàëà (1) â [25]. Íà ðóññêîì ÿçûêå àíàëîãè÷íûé ïîäõîä âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí â [26]. Â òåîðèè
íåéðîííûõ ñåòåé äàííàÿ ïðîöåäóðà èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîé äèíàìèêè: ñè-
ñòåìó ñòàðòóþò ñ íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè s(0), â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå ïåðåáèðàþò ñïèíû, è
êàæäîìó ñïèíó ïðèñâàèâàþò çíà÷åíèå, ðàâíîå çíàêó äåéñòâóþùåãî íà íåãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ

hi(t) =
N∑

j=1

Jijsj(t).

Ôîðìàëüíî äèíàìè÷åñêîå ïðàâèëî èìååò âèä:

si(t + 1) =
{

si(t), åñëè si(t)hi(t) ≥ 0;
−si(t), åñëè si(t)hi(t) < 0.

Åñëè ñïèí íå ñîâïàäàåò ïî çíàêó ñ äåéñòâóþùèì íà íåãî ëîêàëüíûì ïîëåì � åñëè ñïèí íåóäî-
âëåòâîðåí: si(t)hi(t) < 0, � åãî ïåðåâîðà÷èâàþò: si(t+1) = −si(t). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çíà÷åíèå
ñïèíà íå ìåíÿåòñÿ, è ïåðåõîäÿò ê ñëåäóþùåìó ñïèíó. Äàííûé àëãîðèòì � îäèí èç èññëåäóåìûõ
â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Áóäåì íàçûâàòü åãî ñëó÷àéíîé äèíàìèêîé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðåâîðîò íåóäîâëåòâîðåííîãî ñïèíà ïîíèæàåò ýíåðãèþ ñîñòîÿíèÿ:

E(s(t + 1)) = E(s(t))− 2 |hi(t)| . (2)

Ðàíî èëè ïîçäíî ñèñòåìà îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè, â êîòîðîì âñå ñïèíû áóäóò óäîâëåòâîðåíû, è
ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ïðåêðàòèòñÿ. Òàêîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì ïî ýíåðãèè.

Ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìèêà, êîòîðàÿ òàêæå èçó÷àåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, îòëè÷àåòñÿ îò ñëó-
÷àéíîé äèíàìèêè òåì, ÷òî íà êàæäîì øàãå ïåðåâîðà÷èâàþò òîò íåóäîâëåòâîðåííûé ñïèí,
ïåðåâîðîò êîòîðîãî ïðèâîäèò ê íàèáîëüøåìó ïîíèæåíèþ ýíåðãèè. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè â ñî-
ñòîÿíèè s(t) èìååòñÿ íåñêîëüêî íåóäîâëåòâîðåííûõ ñïèíîâ, ïåðåâîðà÷èâàþò òîò èç íèõ, êîòîðî-
ìó îòâå÷àåò ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ëîêàëüíîå ïîëå hi(t) � ñì. âûðàæåíèå (2). Ìîòèâèðîâêà
äëÿ ââåäåíèÿ ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêè î÷åâèäíà: åñëè óæ ïåðåâîðîò íåóäîâëåòâîðåííîãî ñïèíà
ïðèâîäèò ê ïîíèæåíèþ ýíåðãèè E(s), à íàøà öåëü � íàéòè êàê ìîæíî áîëåå ãëóáîêèé ìèíè-
ìóì, òî óñïåøíîé ìîæåò îêàçàòüñÿ ñòðàòåãèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîíèæåíèÿ ýíåðãèè íà êàæäîì

øàãå. Ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìèêà èññëåäîâàëàñü äðóãèìè àâòîðàìè, è èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì
greedy-àëãîðèòì [19], [20].
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Íàêîíåö ìû èçó÷àëè åùå ìèíèìàëüíóþ äèíàìèêó, êîãäà ïåðåâîðà÷èâàþò òîò íåóäîâëåòâî-
ðåííûé ñïèí, ïåðåâîðîò êîòîðîãî ñîïðîâîæäàåòñÿ íàèìåíüøèì ïîíèæåíèåì ýíåðãèè. Â ðà-
áîòå [20], ãäå òàêàÿ äèíàìèêà íàçâàíà reluctant-àëãîðèòìîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ SK-ìîäåëè
ñïèíîâîãî ñòåêëà äàííàÿ äèíàìèêà äàåò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû, ÷åì îñòàëüíûå äèíàìèêè. Ýòîò
ðåçóëüòàò âûçâàë óäèâëåíèå ó ñàìèõ àâòîðîâ [20], ïîýòîìó âàæíî áûëî åãî ïðîâåðèòü. Çàáåãàÿ
âïåðåä, ñêàæåì, ÷òî äëÿ SK-ìîäåëè ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêà äåéñòâèòåëüíî äàåò íàèëó÷øèå
ðåçóëüòàòû, íî òîëüêî êîãäà äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó çàïóñêàþò èç òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ -
ñì. ðàçäåë 4.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òðåìÿ ââåäåííûìè âûøå òåðìèíàìè: ñëó-
÷àéíàÿ, ìàêñèìàëüíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêè. Ìû ñðàâíèâàëè èõ, ìèíèìèçèðóÿ ôóíêöè-
îíàë (1) äëÿ ìàòðèö, îòâå÷àþùèõ äâóìåðíîé EA-ìîäåëè ñïèíîâîãî ñòåêëà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, è äëÿ ìàòðèö, îòâå÷àþùèõ SK-ìîäåëè ñïèíîâîãî ñòåêëà (ñì. Ââå-
äåíèå). Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îáà òèïà ìàòðèö ìîäåëèðóþò ñïèíîâîå ñòåêëî, íàçâàíèå ñïèí-
ñòåêîëüíûå ìàòðèöû ìû ñîõðàíèì òîëüêî çà ìàòðèöàìè EA-ìîäåëè. Ìàòðèöû, îòâå÷àþùèå
SK-ìîäåëè, äëÿ óäîáñòâà ðàçëè÷åíèÿ áóäåì íàçûâàòü ãàóññîâûìè ìàòðèöàìè.

Ìû ñòðåìèëèñü âûÿñíèòü, êàê ðåçóëüòàò ìèíèìèçàöèè çàâèñèò îò òèïà ìàòðèöû è îò åå ðàç-
ìåðíîñòè N? Êàêàÿ èç äèíàìèê è ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äàåò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû? Äëÿ êàæäîé
ìàòðèöû íà ïðåäâàðèòåëüíîé ñòàäèè ìû íàõîäèëè îñíîâíîå ñîñòîÿíèå. Ýòî ïîâîëèëî ïîñòà-
âèòü ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàê ðåçóëüòàò ìèíèìèçàöèè çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ñòàðòîâûõ òî÷åê
äî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ? Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ êîíôèãóðàöèÿìè s è s′ âñåãäà (êðîìå îñîáî
îãîâîðåííûõ ñëó÷àåâ) áóäåì èçìåðÿòü îòíîñèòåëüíûì ðàññòîÿíèåì Õåììèíãà:

d =
N − |(s, s′)|

2N
, ãäå (s, s′) =

N∑
i=1

sis′i. (3)

Èíà÷å ãîâîðÿ, d åñòü îòíîñèòåëüíîå ÷èñëî êîîðäèíàò, êîòîðûå ó äâóõ êîíôèãóðàöèé íåñîâïà-
äàþò. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî d ∈ [0, 0.5]; êîíôèãóðàöèè, îòñòîÿùèå äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèå
0.5, ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè.

Âñå òðè îïðåäåëåíûå âûøå äèíàìèêè ïðèíàäëåæàò ê êëàññó îäíîøàãîâûõ ïðîöåäóð, êîãäà
íà êàæäîì òàêòå ïåðåâîðà÷èâàþò òîëüêî îäèí ñïèí. Èíîãäà ðàññìàòðèâàþò k-îïòèìàëüíûå
ïðîöåäóðû, êîãäà ðàçîì ïðåâîðà÷èâàåòñÿ ãðóïïà èç k ñïèíîâ, èëè äàæå ïðîöåäóðû ñ ïåðåìåí-
íîé ãëóáèíîé ïîèñêà, êîãäà ðàçìåð ïåðåâîðà÷èâàåìîé ãðóïïû ñïèíîâ íå ôèêñèðîâàí, à âûáè-
ðàåòñÿ äèíàìè÷åñêè. Íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î ñóùåñòâóþùèõ çäåñü âîçìîæíîñòÿõ ìîæíî
ñîñòàâèòü ïî [17], [18]. Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ îïèñûâàþòñÿ êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû è
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

3. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÄËß ÑÏÈÍ-ÑÒÅÊÎËÜÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

Â ýòî ðàçäåëå ðå÷ü èäåò î ñëó÷àéíûõ ìàòðèöàõ, îòâå÷àþùèõ äâóìåðíîé EA-ìîäåëè ñïèíî-
âîãî ñòåêëà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó áëèæàéøèìè
ñïèíàìè. Ìû èññëåäîâàëè 9 ìàòðèö - ïî 3 ìàòðèöû ðàçìåðíîñòÿìè N = 100, 400 è 900. Áëà-
ãîäàðÿ âîçìîæíîñòÿì, ïðåäîñòàâëåííûì ñàéòîì [13], äëÿ êàæäîé ìàòðèöû ìû çíàëè îñíîâíîå
ñîñòîÿíèå ôóíêöèîíàëà (1).

Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû ãåíåðèðîâàëè 10000 ñëó÷àéíûõ ñòàðòîâûõ êîíôèãóðàöèé s(0), óäà-
ëåííûõ íà ðàññòîÿíèå d îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, è çàïóñêàëè ñ íèõ âñå òðè äèíàìèêè: ñëó-
÷àéíóþ, ìàêñèìàëüíóþ è ìèíèìàëüíóþ. Äëÿ êàæäîé äèíàìèêè ïîëó÷àëè 10000 ëîêàëüíûõ
ìèíèìóìîâ, äëÿ êîòîðûõ ôèêñèðîâàëè: ýíåðãèþ E; ðàññòîÿíèå D äî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ;
÷èñëî øàãîâ S, çà êîòîðîå äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñïóñòèëàñü â ëîêàëüíûé ìèíèìóì (î òîì,
÷åì èíòåðåñíà S-õàðàêòåðèñòèêà, ñì. íèæå). Âñå ýòî ïðîäåëûâàëîñü äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé
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ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ: d = 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 è 0.5; ïîä ñòàðòîâûì ðàññòîÿíèåì âñåãäà
áóäåì ïîíèìàòü ðàññòîÿíèå îò ñòàðòîâîé êîíôèãóðàöèè äî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.

1) Ïîäðîáíûå ðåçóëüòàòû äëÿ îäíîé èç ìàòðèö ðàçìåðíîñòè N=100 ïðèâåäåíû íà ðèñ.1-6;
ïîÿñíèì, ÷òî èìåííî ïîêàçàíî íà ðàçëè÷íûõ ïàíåëÿõ ðèñóíêîâ. Ëåâûé ñòîëáåö êàæäîãî ðèñóí-
êà îòâå÷àåò ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêå, ñðåäíèé ñòîëáåö � ñëó÷àéíîé äèíàìèêå, ïðàâûé ñòîëáåö
� ìèíèìàëüíîé äèíàìèêå. Ïî îñè àáñöèññ âñþäó îòëîæåíà ýíåðãèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ E.
Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ äàííîé ìàòðèöû ðàâíà EGS = −1.232.

Íà âåðõíèõ ïàíåëÿõ ðèñóíêîâ ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ëîêàëüíûå
ìèíèìóìû. Çäåñü æå ïðèâåäåíû ÷èñëî ðàçíûõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ Klm è ýíåðãèÿ ñàìîãî
ãëóáîêîãî èç íèõ Emin. Íà íèæíèõ ïàíåëÿõ ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíî ðàññòîÿíèå D îò ëîêàëü-
íûõ ìèíèìóìîâ äî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, íà íèæíèõ ïàíåëÿõ ðèñóíêà ìîæíî
íàáëþäàòü ðàñïðåäåëåíèå ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè {E,D}.

1à) Íà ðèñ.1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñòàðòîâ ñ ðàññòîÿíèÿ d=0.05. Êàê âèäèì, îñíîâíîå
ñîñòîÿíèå óäàåòñÿ íàéòè âî âñåõ òðåõ äèíàìèêàõ (Emin = EGS íà âñåõ ïàíåëÿõ ðèñóíêà).
Îäíàêî, âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå â ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêå (∼ 0.9) â 3
ðàçà áîëüøå àíàëîãè÷íîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ñëó÷àéíîé äèíàìèêè (∼ 0.3), êîòîðàÿ â 2 ðàçà
áîëüøå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå â ìèíèìàëüíîé äèíàìèêå.

Â ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêå ïîëó÷åíî âñåãî 43 ëîêàëüíûõ ìèíèìóìà. Ýòî â 20 ðàç ìåíü-
øå ÷èñëà ìèíèìóìîâ, íàéäåííûõ â ñëó÷àéíîé äèíàìèêå, êîòîðîå â 2 ðàçà ìåíüøå ÷èñëà ìè-
íèìóìîâ, íàéäåííûõ â ìèíèìàëüíîé äèíàìèêå. Óêàçàííûå 43 ìèíèìóìà ÿâëÿþòñÿ ñàìûìè
ãëóáîêèìè: îíè ëîêàëèçóþòñÿ íà ëåâîì êðàþ øèðîêîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî èíòåðâàëà, çàïîëíåí-
íîãî ýíåðãèÿìè ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, íàéäåííûõ â ñëó÷àéíîé è/èëè ìèíèìàëüíîé äèíàìèêå.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äëÿ ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ d=0.05 ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìèêà ïîçâîëÿåò íà-
õîäèòü â ñðåäíåì áîëåå ãëóáîêèå ìèíèìóìû, ÷åì ñëó÷àéíàÿ è/èëè ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêè.

Ïðîàíàëèçèðóåì òåïåðü íèæíèå ïàíåëè ðèñ.1. Âèäíî, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü 43-õ ìèíèìóìîâ,
íàéäåííûõ â ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêå, íàõîäÿòñÿ áëèæå ê îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ, ÷åì ñòàðòîâûå
òî÷êè (äëÿ êîòîðûõ d=0.05). Íàïðîòèâ, ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ìèíèìóìîâ, íàéäåííûõ â
ñëó÷àéíîé è ìèíèìàëüíîé äèíàìèêàõ, óäàëåíû îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íà áîëüøåå ðàññòîÿíèå,
÷åì ñòàðòîâûå òî÷êè. Äëÿ ýòèõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåòñÿ: D > 0.05.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìèêà ñäâèãàåò ñòàðòîâóþ òî÷êó ïî íàïðàâëåíèþ ê
îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ, â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àéíîé (èëè ìèíèìàëüíîé) äèíàìèêå ñèñòåìà, êàê
ïðàâèëî, óõîäèò îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Âñå ñêàçàííîå ìîæíî ïîâòîðèòü äëÿ ñòàðòîâ ñ ðàññòîÿíèé d=0.1 è d=0.2 � ñì. ðèñ.2 è
ðèñ.3. Ïî ìåðå òîãî, êàê ñòàðòîâûå òî÷êè îòäàëÿþòñÿ îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðåâîñõîäñòâî
ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêè ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ. Îäíàêî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äëÿ ñòàðòîâûõ
ðàññòîÿíèé d ≤ 0.2 ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìèêà ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò è ñëó÷àéíóþ, è ìèíè-
ìàëüíóþ äèíàìèêè.

Äëÿ ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ d=0.3 ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìèêà âñå åùå çàìåòíî ïðåâîñõîäèò
äðóãèå äèíàìèêè � ñì. ðèñ.4. Äåéñòâèòåëüíî, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå òåïåðü óäàåòñÿ íàéòè òîëüêî
â ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêå. Êðîìå òîãî, ðàñïðåäåëåíèå ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ â êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè {E,D} äëÿ ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêè áîëåå êîìïàêòíî, ÷åì äëÿ îñòàëüíûõ äèíàìèê
(ñð. ìåæäó ñîáîé íèæíèå ïàíåëè ðèñ.4). Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî òåïåðü è äëÿ ìàêñèìàëüíîé
äèíàìèêè ÷èñëî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ Klm ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè ðàâíûì ÷èñëó ñòàðòîâ K: Klm ≈
K = 10000.

Äëÿ åùå áîëüøèõ ñòàðòîâûõ ðàññòîÿíèé � d=0.4 è d=0.5 � ðàçíèöà ìåæäó òðåìÿ äèíà-
ìèêàìè ïåðåñòàåò îùóùàòüñÿ - ñì. ðèñ.5 è ðèñ.6. Âîîáùå ãîâîðÿ, ñàìûé ãëóáîêèé ëîêàëüíûé
ìèíèìóì è çäåñü îòûñêèâàåòñÿ èìåííî â ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêå. Îäíàêî è îáùåå ÷èñëî ëî-
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Ðèñ.1. Ðåçóëüòàòû 10000 ñòàðòîâ ñ ðàññòîÿíèÿ d=0.05 îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñïèí-ñòåêîëüíîé
ìàòðèöû N=100. Ëåâûé ñòîëáåö � ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìèêà, ñðåäíèé ñòîëáåö � ñëó÷àéíàÿ äèíàìèêà,
ïðàâûé ñòîëáåö � ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêà. Ïî îñè àáñöèññ � ýíåðãèè ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Ïî îñè
îðäèíàò: íà âåðõíèõ ïàíåëÿõ � âåðîÿòíîñòü P ïîïàäàíèÿ â ëîêàëüíûé ìèíèìóì; íà íèæíèõ ïàíåëÿõ
� ðàññòîÿíèå D îò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà äî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Klm � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ëîêàëüíûõ

ìèíèìóìîâ, Emin � ìèíèìàëüíàÿ íàéäåííàÿ ýíåðãèÿ.

êàëüíûõ ìèíèìóìîâ, è õàðàêòåð èõ ðàñïðåäåëåíèÿ â ïëîñêîñòè {E,D} ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû
äëÿ âñåõ òðåõ äèíàìèê.

1á) Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî äëÿ ñòàðòîâûõ ðàññòîÿíèé d ≤ 0.3 âåðîÿòíîñòü ïîïàäà-
íèÿ â ñàìûå ãëóáîêèå ìèíèìóìû áîëüøå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ìåíåå ãëóáîêèå ìèíèìóìû
� îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò õàðàêòåðíûé ïèê â íà÷àëå ãðàôèêîâ íà âåðõíèõ ïàíåëÿõ ðèñ.1-4.
Äëÿ ýòèõ ñòàðòîâûõ ðàññòîÿíèé âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ � ñì. Ââåäåíèå.
Íàïðîòèâ, äëÿ d > 0.3 ïðàâèëî ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ íå âûïîëíÿåòñÿ - îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâó-
þò ãðàôèêè íà âåðõíèõ ïàíåëÿõ ðèñ.5 è ðèñ.6. ×èñëî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ çäåñü ïî÷òè íå
îòëè÷àåòñÿ îò ÷èñëà ñòàðòîâ K=10000: âñå ìèíèìóìû ñòàíîâÿòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè, ñ âåðîÿò-
íîñòüþ ïîïàäàíèÿ â íèõ ∼ 1/K.

Ìîæåò áûòü, íåâûïîëíåíèå ïðàâèëà ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ ñâÿçàíî ñ íåäîñòàòî÷íîé ñòàòè-
ñòèêîé, ñ òåì, ÷òî 10000 ñòàðòîâ ìàëî? ×òîáû óñòðàíèòü ýòè ñîìíåíèÿ áûë ïðîäåëàí äîïîë-
íèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, à èìåííî: ñ ìàêñèìàëüíîãî ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ d=0.5 ñëó÷àéíóþ
äèíàìèêó çàïóñêàëè 1 ìèëëèîí ðàç. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû íà ðèñ.7. Íà îáåèõ
ïàíåëÿõ ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíà ýíåðãèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Íà íèæíåé ïàíåëè ïîêàçàíà
ãèñòîãðàììà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ïî ýíåðãèè; çäåñü æå ïðèâåäå-
íî èõ îáùåå ÷èñëî Klm. Íà âåðõíåé ïàíåëè ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ
â ëîêàëüíûå ìèíèìóìû; çäåñü æå ïðèâåäåíà ýíåðãèÿ ñàìîãî ãëóáîêîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà
(èç ÷èñëà íàéäåííûõ). Âñå âû÷èñëåíèÿ âåëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì 8 çíà÷àùèõ äåñÿòè÷íûõ öèôð
ìàíòèññû.
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Ðèñ.2. Òî æå, ÷òî íà ðèñ.1 äëÿ ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ d=0.1.

Ðèñ.3. Òî æå, ÷òî íà ðèñ.1 äëÿ ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ d=0.2.
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Ðèñ.4. Òî æå, ÷òî íà ðèñ.1 äëÿ ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ d=0.3.

Ðèñ.5. Òî æå, ÷òî íà ðèñ.1 äëÿ ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ d=0.4.
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Ðèñ.6. Òî æå, ÷òî íà ðèñ.1 äëÿ ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ d=0.5.

Ìû âèäèì, ÷òî çà ìèëëèîí ñòàðòîâ áûëî ïîëó÷åíî îãðîìíîå ÷èñëî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ:
Klm ≈ 900000, íî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå íå áûëî íàéäåíî íè ðàçó: Emin > EGS . Ãðàôèê íà âåðõíåé
ïàíåëè ðèñóíêà ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ñàìûå ãëóáîêèå ìèíè-
ìóìû ìåíüøå âåðîÿòíîñòåé ïîïàäàíèÿ â ìèíèìóìû, íàõîäÿùèåñÿ â ñåðåäèíå ýíåðãåòè÷åñêîãî
èíòåðâàëà. Èíûìè ñëîâàìè, ïðàâèëî ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ çäåñü íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ðåçþìèðóåì ñêàçàííîå. Äëÿ ñòàðòîâûõ ðàññòîÿíèé d, ìåíüøèõ íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî
çíà÷åíèÿ dc, âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíàÿ äèíà-
ìèêà çàìåòíî ïðåâîñõîäèò äðóãèå äèíàìèêè. Íàïðîòèâ, äëÿ ñòàðòîâûõ ðàññòîÿíèé áîëüøèõ
êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, d > dc, ïðàâèëî ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ íå âûïîëíÿåòñÿ, à âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ â ñàìûå ãëóáîêèå ìèíèìóìû î÷åíü ìàëà. Ïðåâîñõîäñòâî ìàêñèìàëüíîé äèíàìè-
êè ñòàíîâèòñÿ çäåñü åäâà çàìåòíûì. Ïðèçíàêîì òîãî, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â îáëàñòè d > dc,
ÿâëÿåòñÿ ñîâïàäåíèå ÷èñëà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ñ ÷èñëîì ñòàðòîâ: Klm ≈ K.

Îïèñàííàÿ êàðòèíà âîñïðîèçâîäèòñÿ è äëÿ äâóõ äðóãèõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè N=100: ïîêà
ñòàðòîâîå ðàññòîÿíèå íå ïðåâîñõîäèò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ dc ≈ 0.3 , ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìèêà
çàìåòíî ïðåâîñõîäèò è ñëó÷àéíóþ, è ìèíèìàëüíóþ äèíàìèêè. Ñ óâåëè÷åíèåì ñòàðòîâîãî ðàñ-
ñòîÿíèÿ ïðåâîñõîäñòâî ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêè ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ, è â îáëàñòè d > dc

ðàçíèöà ìåæäó äèíàìèêàìè ïðàêòè÷åñêè ñòèðàåòñÿ.

2) Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ áîëåå êîìïàêòíûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòà-
òîâ, ïîìåùàÿ íà îäíîì ãðàôèêå ðåçóëüòàòû äëÿ âñåõ ñòàðòîâûõ ðàññòîÿíèé 0.05 ≤ d ≤ 0.5 . Ìû
ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà àíàëèçå íåñêîëüêèõ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê. Íà ðèñ.8 äëÿ âñåõ òðåõ äèíà-
ìèê ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ýòèõ õàðàêòåðèñòèê îò ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ d; ÷òîáû íå äóáëèðî-
âàòü èçëîæåíèå, íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ âòîðîé ñïèí-ñòåêîëüíîé
ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè N=100.
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Ðèñ.7. Ðåçóëüòàòû 106 ñòàðòîâ äëÿ ñïèí-ñòåêîëüíîé ìàòðèöû N=100. Âíèçó � ãèñòîãðàììà ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ïî ýíåðãèè; ââåðõó � âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ëîêàëüíûå

ìèíèìóìû.

Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ îòâå÷àåò ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêå, øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � ñëó÷àéíîé äèíà-
ìèêå, øòðèõ-ïóíêòèð � ìèíèìàëüíîé äèíàìèêå. Íà äâóõ âåðõíèõ è íèæíåé ëåâîé ïàíåëÿõ ðè-
ñóíêà ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíî ñòàðòîâîå ðàññòîÿíèå d â òåðìèíàõ îòíîñèòåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ
Õåììèíãà (3). Íà íèæíåé ïðàâîé ïàíåëè ðèñóíêà èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íîå ðàññòîÿíèå Õåììèíãà
d ·N (÷èñëî íåñîâïàäàþùèõ êîîðäèíàò ó äâóõ êîíôèãóðàöèé); ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì äëÿ ýòîé
ïàíåëè ñäåëàíî èñêëþ÷åíèå, ñòàíóò ÿñíû íèæå.

Íà ëåâîé âåðõíåé ïàíåëè ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíà P � âåðîÿòíîñòü îòûñêàíèÿ îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ. Âèäíî, ÷òî ñíà÷àëà ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìèêà äîìèíèðóåò íàä äðóãèìè äèíàìèêà-
ìè, à çàòåì, êîãäà ñòàðòîâîå ðàññòîÿíèå ïåðåâàëèâàåò çà êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå dc, âñå òðè
äèíàìèêè âûðàâíèâàþòñÿ.

Íà íèæíåé ëåâîé ïàíåëè ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìèíèìóìîâ, íàéäåí-
íûõ â êàæäîé äèíàìèêå. Âèäíî, ÷òî è ñëó÷àéíàÿ äèíàìèêà (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), è ìèíèìàëüíàÿ
äèíàìèêà (øòðèõ-ïóíêòèð) ãîðàçäî ðàíüøå ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêè âûõîäÿò íà ðåæèì, êî-
ãäà ÷èñëî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ïåðåñòàåò îòëè÷àòüñÿ îò ÷èñëà ñòàðòîâ: Klm ≈ K = 10000.
Îäíàêî äëÿ d > 0.3 ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ óæå è äëÿ ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêè.

Íà ïðàâîé âåðõíåé ïàíåëè ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíà ðàçíîñòü ìåæäó ýíåðãèåé îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ EGS = −1.2788 è ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé, íàéäåííîé çà 10000 ñòàðòîâ: EGS − Emin.
Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ d (êîãäà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå åùå óäàåòñÿ îòûñêàòü
çà 10000 ñòàðòîâ) ýòà ðàçíîñòü ðàâíà íóëþ äëÿ âñåõ äèíàìèê � ñì. íà÷àëüíóþ ÷àñòü ãðàôèêîâ.
Ñ ðîñòîì ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ, êîãäà 10000 ñòàðòîâ óæå íå õâàòàåò äëÿ îòûñêàíèÿ îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ, ðàçíîñòü ýíåðãèé ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Îäíàêî êðèâàÿ, îòâå÷àþùàÿ ìàêñè-
ìàëüíîé äèíàìèêå, ìàæîðèðóåò çäåñü îñòàëüíûå êðèâûå. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìàêñèìàëüíàÿ äèíà-
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Ðèñ.8. Çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòîâ ìèíèìèçàöèè îò ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ ñïèí-ñòåêîëüíîé
ìàòðèöû N=100. Ïî îñè àáñöèññ: íà ïðàâîé íèæíåé ïàíåëè � ðàññòîÿíèå Õåììèíãà, íà îñòàëüíûõ
ïàíåëÿõ � îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå Õåììèíãà d (3). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìèêà,
øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � ñëó÷àéíàÿ äèíàìèêà, øòðèõ-ïóíêòèð � ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêà (ñì. ïîÿñíåíèÿ â

òåêñòå).

ìèêà è çäåñü äåìîíñòðèðóåò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû (ñ åå ïîìîùüþ îòûñêèâàþòñÿ áîëåå ãëóáîêèå
ìèíèìóìû).

Íàêîíåö, íà ïðàâîé íèæíåé ïàíåëè ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíî ñðåäíåå ÷èñëî øàãîâ < S >,
çà êîòîðîå äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñêàòûâàåòñÿ â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå. Ôàêòè÷åñêè, ðå÷ü èäåò
î äëèíå òðàåêòîðèè, âåäóùåé èç ñòàðòîâîé òî÷êè â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, ïðè÷åì ïðîéäåííûé
ïóòü èçìåðÿåòñÿ ÷èñëîì ïåðåâåðíóòûõ ñïèíîâ (÷èñëîì øàãîâ). Åñòåñòâåííî, êðèâûå íà ýòîì
ãðàôèêå îïðåäåëåíû òîëüêî äî òåõ çíà÷åíèé ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðûõ îñíîâíîå
ñîñòîÿíèå åùå óäàåòñÿ íàõîäèòü. Äëÿ ìèíèìàëüíîé äèíàìèêè � äî d ·N = 20, äëÿ ñëó÷àéíîé è
ìàêñèìàëüíîé äèíàìèê � äî d ·N = 30 (ñð. ñ ãðàôèêàìè íà ïðàâîé âåðõíåé ïàíåëè). Ïîÿñíèì,
÷åì èíòåðåñíà S-õàðàêòåðèñòèêà.

Ïîñêîëüêó ìû çíàåì ñòàðòîâîå ðàññòîÿíèå d · N , èíòåðåñíî ïîíÿòü � ïî êàêîé òðàåêòî-
ðèè ïðîèñõîäèò ñïóñê â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå? Îäíî äåëî, åñëè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà äâèæåòñÿ
ïðÿìî â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, ñîêðàùàÿ ðàññòîÿíèå äî íåãî íà êàæäîì øàãå ýâîëþöèè. Äëè-
íà òàêîé òðàåêòîðèè áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà ñòàðòîâîìó ðàññòîÿíèþ: S ≈ d · N . Äðóãîå
äåëî, åñëè ñèñòåìà äâèæåòñÿ ïî áîëåå çàïóòàííîé òðàåêòîðèè, òî ïðèáëèæàÿñü ê îñíîâíîìó
ñîñòîÿíèþ, òî óäàëÿÿñü îò íåãî. Äâèæåíèå ìîæåò íîñèòü äàæå õàîòè÷åñêèé õàðàêòåð, ëèøü
ïîñòåïåííî ïðèáëèæàÿ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ê îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî
ñïèíîâ, ïåðåâåðíóòûõ çà âðåìÿ ñïóñêà â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, áóäåò áîëüøå ñòàðòîâîãî ðàññòîÿ-
íèÿ: S > d ·N . Íà ïðàâîé íèæíåé ïàíåëè ðèñ.8 êàê ðàç è ïîêàçàíà ñðåäíÿÿ äëèíà òðàåêòîðèè,
ïî êîòîðîé äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñêàòûâàåòñÿ â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå; óñðåäíåíèå ïðîèñõîäèëî
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Ðèñ.9. Òî æå, ÷òî íà ðèñ.8 äëÿ ñïèí-ñòåêîëüíîé ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè N=400.

ïî âñåì ïîïàäàíèÿì â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå. Òî÷å÷íàÿ ïðÿìàÿ, èäóùàÿ â ïðàâûé âåðõíèé óãîë
ðèñóíêà � áèññåêòðèñà óãëà: < S >= d ·N ; ñ íåé óäîáíî ñðàâíèâàòü îñòàëüíûå êðèâûå.

Ìû âèäèì, ÷òî < S >-êðèâàÿ, îòâå÷àþùàÿ ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêå, ïðàêòè÷åñêè íå îòëè-
÷àåòñÿ îò ïðÿìîé ëèíèè < S >= d ·N . Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîä äåéñòâèåì ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêè
ñèñòåìà ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè äâèæåòñÿ ïðÿìî â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå. Äëÿ ñëó÷àéíîé äèíàìè-
êè < S >-õàðàêòåðèñòèêà áîëüøå ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ d ·N . À äëÿ ìèíèìàëüíîé äèíàìèêè
� åùå áîëüøå. Â öåëîì, îäíàêî, çíà÷åíèÿ < S >-õàðàêòåðèñòèêè äëÿ òðåõ äèíàìèê îòëè÷àþò-
ñÿ äðóã îò äðóãà íå î÷åíü ñèëüíî; ñîâñåì èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ ãàóññîâûìè ìàòðèöàìè � ñì.
ñëåäóþùèé ðàçäåë.

Â òî÷íîñòè òà æå êàðòèíà èìååò ìåñòî è äëÿ ñïèí-ñòåêîëüíûõ ìàòðèö áîëüøèõ ðàçìåðíî-
ñòåé. Íà ðèñ.9 ïîêàçàíû àíàëîãè÷íûå ãðàôèêè äëÿ îäíîé èç ìàòðèö ðàçìåðíîñòè N=400, à
íà ðèñ.10 � äëÿ îäíîé èç ìàòðèö ðàçìåðíîñòè N=900. Íà ãðàôèêàõ ìîæíî íàáëþäàòü âñå õà-
ðàêòåðíûå îñîáåííîñòè, îòìå÷åííûå âûøå äëÿ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè N=100. Ìåíÿåòñÿ òîëüêî
êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ dc, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ÷èñëî ëîêàëüíûõ ìèíè-
ìóìîâ Klm ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì ÷èñëó ñòàðòîâ K. Ïî ðåçóëüòàòàì îáñ÷åòà âñåõ 3-õ ìàòðèö äëÿ
N=400 êðèòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìîæíî îöåíèòü êàê dc ≈ 0.2, à äëÿ N=900 � êàê dc ≈ 0.15. Ýòè
çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü óòî÷íåíû â áîëåå ïîäðîáíûõ êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ.

4. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÄËß ÃÀÓÑÑÎÂÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

Òàê ìû íàçûâàåì ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû, ýëåìåíòû êîòîðûõ íåçàâèñèìûì è ñëó÷àéíûì
îáðàçîì âûáèðàþòñÿ èç ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Áûëè èññëåäîâàíû 6 òàêèõ
ìàòðèö - ïî 2 ìàòðèöû ðàçìåðíîñòÿìè N = 50, 100 è 400. Ïðîáëåìà, ñ êîòîðîé ïðèøëîñü
ñòîëêíóòüñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü - êàê íàéòè îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ôóíêöèîíàëà (1)?
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Ðèñ.10. Òî æå, ÷òî íà ðèñ.8 äëÿ ñïèí-ñòåêîëüíîé ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè N=900.

1) Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé äëÿ ãàóññîâûõ ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïîçâî-
ëÿåò íàõîäèòü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå. Âñëåä çà äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè ([15], [16], [18], [20])
ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóùèé ðåöåïò: äåëàåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ñëó÷àéíûõ ñòàðòîâ, K ∼ 106,
è â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âûáèðàþò êîíôèãóðàöèþ, îòâå÷àþùóþ ñàìîìó ãëóáîêîìó
ìèíèìóìó. Æåëàòåëüíî, ÷òîáû ÷èñëî ïîïàäàíèé â ñàìûé ãëóáîêèé ìèíèìóì ñóùåñòâåííî ïðå-
âîñõîäèëî 1/K � ýòî ÿâèòñÿ õîòü êàêîé-òî ãàðàíòèåé òîãî, ÷òî áîëåå ãëóáîêîãî ìèíèìóìà íå
ñóùåñòâóåò.

Íà ðèñ.11-13 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû áîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ ñòàðòîâ äëÿ ìàòðèö ðàç-
ìåðíîñòÿìè N=50, N=100 è N=400 ñîîòâåòñòâåííî (ïî îäíîé ìàòðèöå êàæäîé ðàçìåðíîñòè).
Äëÿ ðàçìåðíîñòåé N=50 è N=100 äåëàëîñü 500000 ñòàðòîâ, äëÿ ðàçìåðíîñòè N=400 - ìèëëè-
îí ñòàðòîâ. Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêàõ ãðàôèêè àíàëîãè÷íû òåì, ÷òî äàíû íà ðèñ. 7. Ïî îñè
àáñöèññ îòëîæåíà ýíåðãèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Íà íèæíåé ïàíåëè ïðèâåäåíà ãèñòîãðàì-
ìà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ïî ýíåðãèè. Íà âåðõíåé ïàíåëè ïî îñè
îðäèíàò îòëîæåíà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ëîêàëüíûå ìèíèìóìû. Êðîìå òîãî, ïðèâîäèòñÿ
÷èñëî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ Klm. Âñå ðàñ÷åòû âåëèñü â îäèíàðíîé òî÷íîñòè (ñ 8 çíà÷àùèìè
äåñÿòè÷íûìè öèôðàìè ìàíòèññû). Èñïîëüçîâàëàñü ñëó÷àéíàÿ äèíàìèêà, à ñòàðòîâûå êîíôè-
ãóðàöèè ìîæíî ñ÷èòàòü "òî÷êàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ", ïîñêîëüêó ñðåäíåå ðàññòîÿíèå îò íèõ
äî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíî 0.5: < d >= 0.5.

Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ìàòðèö ðàçìåðíîñòÿìè N=50 è N=100 âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ñàìûå
ãëóáîêèå ìèíèìóìû ñóùåñòâåííî áîëüøå âåðîÿòíîñòåé ïîïàäàíèÿ â ìåíåå ãëóáîêèå ìèíèìó-
ìû � ñì. ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà âåðõíèõ ïàíåëÿõ ðèñ.11 è ðèñ.12. Èíûìè ñëîâàìè,
ïðàâèëî ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ çäåñü î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ. Êîíå÷íî, áîëüøàÿ ÷àñòü
ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ïðèõîäèòñÿ íà îáëàñòü ñðåäíèõ ýíåðãèé � îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò ãîðá
íà ãèñòîãðàììå (ñì. íèæíèå ïàíåëè ðèñóíêîâ). Îäíàêî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â îòäåëüíûé
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Ðèñ.11. Äëÿ ãàóññîâîé ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè N=50 ðåçóëüòàòû 500000 ñëó÷àéíûõ ñòàðòîâ. Âíèçó �
ãèñòîãðàììà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ïî ýíåðãèè; ââåðõó � âåðîÿòíîñòè

ïîïàäàíèÿ â ëîêàëüíûå ìèíèìóìû.

ìèíèìóì áîëüøå âñåãî äëÿ ñàìûõ ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ. Äëÿ N=50 èìååì: P (Emin) ≈ 0.05 , à
äëÿ N=100: P (Emin) ≈ 0.017. Åñòü âñå îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êîíôèãóðàöèÿ,
îòâå÷àþùàÿ ñàìîìó ãëóáîêîìó ìèíèìóìó, ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì.

Èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ ìàòðèöàìè ðàçìåðíîñòè N=400. Ïðàâèëî ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ çäåñü
ÿâíî íå âûïîëíÿåòñÿ � ñì. ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà âåðõíåé ïàíåëè ðèñ.13. Èç ìèëëè-
îíà ñëó÷àéíûõ ñòàðòîâ â ñàìûé ãëóáîêèé ìèíèìóì äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîïàäàåò òîëüêî
îäèí ðàç. Ìîæíî ëè äîâåðÿòü ñòîëü ìàëîé âåðîÿòíîñòè? Âîçìîæíî, èìååòñÿ áîëåå ãëóáîêèé
ìèíèìóì? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû áûëî ïðîäåëàíî ñëåäóþùåå.

Ñîãëàñíî [20] äëÿ ãàóññîâûõ ìàòðèö íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû äàåò ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêà;
çíà÷èò èìåííî ìèíèìàëüíóþ äèíàìèêó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äëÿ îòûñêàíèÿ îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ îáåèõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè N=400 äîïîëíèòåëüíî áûëî ïðîäåëàíî ïî 500000
ñëó÷àéíûõ ñòàðòîâ â ìèíèìàëüíîé äèíàìèêå. Äëÿ ïåðâîé ìàòðèöû è ñëó÷àéíàÿ, è ìèíèìàëü-
íàÿ äèíàìèêè â êà÷åñòâå ñàìîãî ãëóáîêîãî ìèíèìóìà äàëè îäíó è òó æå êîíôèãóðàöèþ; íî
â ñëó÷àéíîé äèíàìèêå ýòà êîíôèãóðàöèÿ áûëà íàéäåíà âñåãî 1 ðàç, à â ìèíèìàëüíîé äèíà-
ìèêå � 37 ðàç. Äëÿ âòîðîé ìàòðèöû â ìèíèìàëüíîé äèíàìèêå áûë íàéäåí áîëåå ãëóáîêèé
ìèíèìóì, ÷åì â ñëó÷àéíîé äèíàìèêå; â ýòîò áîëåå ãëóáîêèé ìèíèìóì äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ñêàòûâàëàñü 50 ðàç. Â ðåçóëüòàòå, äëÿ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè N=400 â êà÷åñòâå "îñíîâíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ"âûáèðàëè êîíôèãóðàöèþ, íàéäåííóþ ñ ïîìîùüþ áîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ ñòàðòîâ
â ìèíèìàëüíîé äèíàìèêå.

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê çàâåðøàþùåé ÷àñòè îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ãàóññîâûõ ìàòðèö,
îòìåòèì íàëè÷èå çäåñü êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè Nc: åñëè ðàçìåðíîñòü çàäà÷è ìåíüøå Nc,
ïðàâèëî ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ âûïîëíÿåòñÿ; íàîáîðîò, åñëè ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû áîëüøå Nc,

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÒÎÌ 8 � 4 2008



Î ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÃÎ ÁÈÍÀÐÍÎÃÎ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÀ 219

Ðèñ.12. Òî æå, ÷òî íà ðèñ.11 äëÿ ãàóññîâîé ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè N=100.

ïðàâèëî ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ íå âûïîëíÿåòñÿ. Ìû îöåíèâàåì çäåñü çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòè âåëèè÷íîé Nc ≈ 320− 350.

2) Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ýêñïåðèìåíòà ïðîõîäèëà òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ ñïèí-ñòåêîëüíûõ ìàò-
ðèö. Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû ãåíåðèðîâàëè ïî 10000 ñòàðòîâûõ êîíôèãóðàöèé, îòñòîÿùèõ íà
ðàññòîÿíèå d îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, è çàïóñêàëè ñ íèõ âñå òðè äèíàìèêè. Ñòàðòîâûì ðàññòî-
ÿíèÿì d ïðèäàâàëèñü òå æå, ÷òî è ðàíüøå çíà÷åíèÿ; äëÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ôèêñèðîâàëè
òå æå, ÷òî è ðàíüøå õàðàêòåðèñòèêè E, D è S � ñì. íà÷àëî ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Ðåçóëüòàòû
ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ìàòðèö ðàçìåðíîñòÿìè N = 50, 100 è 400 ïðèâåäåíû íà ðèñ.14-16 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ òà æå, ÷òî íà ðèñ.8-10: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ îòâå÷àåò
ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêå, øòðèõîâàÿ � ñëó÷àéíîé, øòðèõ-ïóíêòðèðíàÿ ëèíèÿ � ìèíèìàëüíîé
äèíàìèêå. Ïî îñè àáñöèññ âñþäó îòëîæåíî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòàðòîâûìè êîíôèãóðàöèÿìè è
îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì. Êàê è ðàíüøå, òîëüêî íà ïðàâîé íèæíåé ïàíåëè ðèñóíêîâ èñïîëüçóåò-
ñÿ ðàññòîÿíèå Õåììèíãà d ·N ; íà îñòàëüíûõ ïàíåëÿõ ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíî îòíîñèòåëüíîå
ðàññòîÿíèå Õåììèíãà d (3).

Íà ëåâîé âåðõíåé ïàíåëè ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíà âåðîÿòíîñòü îòûñêàíèÿ îñíîâíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ P . Íà ïàíåëè ïðÿìî ïîä íåþ ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíî ÷èñëî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Äëÿ
ñòàðòîâûõ ðàññòîÿíèé d < 0.4 ìû âèäèì çíàêîìóþ êàðòèíó: íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû äàåò ìàê-
ñèìàëüíàÿ äèíàìèêà, íàèõóäøèå ðåçóëüòàòû � ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêà, à ñëó÷àéíàÿ äèíàìèêà
çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ìåæäó íèìè ïîëîæåíèå. Íè î êàêîì ïðåâîñõîäñòâå ìèíèìàëüíîé äè-
íàìèêè çäåñü íå ìîæåò áûòü è ðå÷è.

Íåîæèäàííûì îáðàçîì äëÿ ñòàðòîâûõ ðàññòîÿíèé d ≥ 0.4 ìèíèìàëüíàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ
äèíàìèêè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Äëÿ ðàçìåðíîñòåé N=50 è N=100 ýòî îò÷åòëèâî âèäíî ïî ãðà-
ôèêàì íà ëåâûõ ïàíåëÿõ ðèñ.14, 15. Äåéñòâèòåëüíî, òåïåðü è âåðîÿòíîñòü îòûñêàíèÿ îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ áîëüøå âñåãî äëÿ ìèíèìàëüíîé äèíàìèêè, è ÷èñëî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ìåíüøå
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Ðèñ.13. Òî æå, ÷òî íà ðèñ.11 äëÿ ãàóññîâîé ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè N=400 (106 ñëó÷àéíûõ ñòàðòîâ).

âñåãî èìåííî äëÿ íåå. Äëÿ ðàçìåðíîñòè N=400 î ïðåâîñõîäñòâå ìèíèìàëüíîé äèíàìèêè ñâè-
äåòåëüñòâóþò ãðàôèêè íà ïðàâîé âåðõíåé ïàíåëè ðèñ.16. Ïî îñè îðäèíàò çäåñü îòëîæåíà ðàç-
íîñòü EGS −Emin ìåæäó ýíåðãèåé "îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ"è ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé, íàéäåííîé
çà 10000 ñòàðòîâ; ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ñòàðòîâûõ ðàññòîÿíèé d ≥ 0.4 ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêà
ïîçâîëÿåò íàõîäèòü "îñíîâíîå ñîñòîÿíèå", à ñëó÷àéíàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìèêè � íåò.

Ïðåâîñõîäñòâî ìèíèìàëüíîé äèíàìèêè äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ (d ≥
0.4) íàáëþäàëîñü äëÿ âñåõ èññëåäîâàííûõ ìàòðèö. Äëÿ ñòàðòîâûõ ðàññòîÿíèé d ≈ 0.5 ïðå-
âîñõîäñòâî ìèíèìàëüíîé äèíàìèêè ìíîãî ðàíüøå íàáëþäàëîñü àâòîðàìè [20]. Ïîä÷åðêíåì,
îäíàêî, ÷òî äëÿ d < 0.4 ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêà äàåò íàèõóäøèå ðåçóëüòàòû. Èíâåðòèðîâà-
íèå ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé äèíàìèê ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ d
ñîñòàâëÿåò îäíî èç õàðàêòåðíûõ îòëè÷èé ãàóññîâûõ ìàòðèö îò ñïèí-ñòåêîëüíûõ.

Âòîðîå õàðàêòåðíîå îòëè÷èå ñâÿçàíî ñ ïîâåäåíèåì < S >-õàðàêòåðèñòèêè � ñì. ïðàâûå
íèæíèå ïàíåëè ðèñ.14-16. Êàê è â ñëó÷àå ñïèí-ñòåêîëüíûõ ìàòðèö, < S >-ãðàôèê äëÿ ìàê-
ñèìàëüíîé äèíàìèêè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ïî÷òè íå îòêëîíÿåòñÿ îò ïðÿìîé < S >= d · N (òî-
÷å÷íàÿ ïðÿìàÿ). Äëÿ ñëó÷àéíîé äèíàìèêè ñðåäíÿÿ äëèíà òðàåêòîðèè, ïðèâîäÿùåé ñèñòåìó
â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, íåñêîëüêî áîëüøå: øòðèõîâàÿ ëèíèÿ íà âñåõ ðèñóíêàõ ïðîõîäèò ÷óòü
âûøå ñïëîøíîé ëèíèè. À äëÿ ìèíèìàëüíîé äèíàìèêè (øòðèõ-ïóíêòèð) ñðåäíÿÿ äëèíà òðà-
åêòîðèè áîëüøå îáåèõ óêàçàííûõ âåëè÷èí, ïî ìåíüøåé ìåðå, íà ïîðÿäîê � ñì. ïîäàâëÿþùåå
ïðåâîñõîäñòâî øòðèõïóíêòèðíîé ëèíèè íà ïðàâûõ íèæíèõ ïàíåëÿõ ðèñ. 14-16. Â ýòîì ñëó÷àå
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà äâèæåòñÿ â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå êàêèì-òî çàïóòàííûì, êðóæíûì ïóòåì.
Íè÷åãî áîëåå îïðåäåëåííîãî î õàðàêòåðå äâèæåíèÿ ïî ýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ìû ñêàçàòü
íå ìîæåì.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñïèí-ñòåêîëüíûõ ìàòðèö êàæäîé ðàçìåðíîñòè íàáëþäàëîñü êðèòè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ dc, ñëåâà îò êîòîðîãî ïðàâèëî ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ âû-
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Ðèñ.14. Çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòîâ ìèíèìèçàöèè îò ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ ãàóññîâîé ìàòðèöû
N=50. Ïî îñè àáñöèññ: íà ïðàâîé íèæíåé ïàíåëè � ðàññòîÿíèå Õåììèíãà, íà îñòàëüíûõ ïàíåëÿõ �
îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå Õåììèíãà d (3). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìèêà, øòðèõîâàÿ
ëèíèÿ � ñëó÷àéíàÿ äèíàìèêà, øòðèõ-ïóíêòèð � ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêà (ñì. ïîÿñíåíèÿ â òåêñòå).

ïîëíÿëîñü, à ñïðàâà � íåò. Ïðèçíàêîì òîãî, ÷òî ñòàðòîâîå ðàññòîÿíèå d áîëüøå dc, ñëóæèëî
ðàâåíñòâî ÷èñëà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ÷èñëó ñòàðòîâ: Klm ≈ K. Äëÿ ãàóññîâûõ ìàòðèö íå
î÷åíü áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé N = 50, 100 ïðàâèëî ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
ëþáûõ ñòàðòîâûõ ðàññòîÿíèé (ñì. âåðõíèå ïàíåëè ðèñ.11 è ðèñ.12). Äëÿ ãàóññîâûõ ìàòðèö
ðàçìåðíîñòè N=400 êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ ìåíüøå 0.4: dc ≈ 0.35 � ñì.
íèæíþþ ëåâóþ ïàíåëü ðèñ.16.

Ðåçþìèðóåì ñêàçàííîå. Ïîêà ñòàðòîâûå òî÷êè îòñòîÿò îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íà ðàññòî-
ÿíèå d < 0.35, ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìèêà äàåò íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû, ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêà
� íàèõóäøèå, à ñëó÷àéíàÿ äèíàìèêà çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå. Äëÿ d > 0.35 ìàê-
ñèìàëüíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ñòàðòîâîãî ðàñ-
ñòîÿíèÿ d ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêà ðàáîòàåò ïî êðàéíåé ìåðå íà ïîðÿäîê ìåäëåííåå îñòàëüíûõ
äèíàìèê.

5. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ È ÂÛÂÎÄÛ

Ñðåäñòâàìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èññëåäîâàíû 3 âàðèàíòà ïðîöåäóðû îäíîøàãî-
âîé ìèíèìèçàöèè: ìàêñèìàëüíàÿ, ñëó÷àéíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêè. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäè-
ëîñü äëÿ ìàòðèö ñâÿçåé äâóõ òèïîâ: ñïèí-ñòåêîëüíûõ ìàòðèö (òàê ó íàñ íàçûâàþòñÿ ìàòðèöû,
îòâå÷àþùèå ìîäåëè Ýäâàðäñà-Àíäåðñîíà ñïèíîâîãî ñòåêëà) è ãàóññîâûõ ìàòðèö (îòâå÷àþùèõ
ìîäåëè Øåððèíãòîíà-Êèðêïàòðèêà ñïèíîâîãî ñòåêëà). Ðàçìåðíîñòè ìàòðèö ïðèíèìàëè çíà-
÷åíèÿ èç èíòåðâàëà N ∈ [50, 1000].
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Ðèñ.15. Òî æå, ÷òî íà ðèñ.14 äëÿ ãàóññîâîé ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè N=100.

Ðèñ.16. Òî æå, ÷òî íà ðèñ.14 äëÿ ãàóññîâîé ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè N=400.
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Îñíîâíîé âûâîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìèêà, êàê ïðàâèëî, äåìîíñòðèðó-
åò çàìåòíî ëó÷øèå ðåçóëüòàòû, ÷åì äðóãèå äèíàìèêè. Äëÿ ñïèí-ñòåêîëüíûõ ìàòðèö ïðåâîñ-
õîäñòâî ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêè èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ. Äëÿ
ãàóññîâûõ ìàòðèö ïðåâîñõîäñòâî ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêè èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ ñòàðòîâûõ
ðàññòîÿíèé d < 0.35; äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ, d ∈ [0.4, 0.5] áîëåå ãëó-
áîêèå ìèíèìóìû ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêà (ñì. òàêæå [20]). Îòìåòèì, ÷òî
äëÿ ãàóññîâûõ ìàòðèö ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêà ðàáîòàåò íà 1-2 ïîðÿäêà ìåäëåííåå, ÷åì ìàêñè-
ìàëüíàÿ èëè ñëó÷àéíàÿ äèíàìèêè.

Äëÿ ãàóññîâûõ ìàòðèö è áîëüøèõ çíà÷åíèé ñòàðòîâîãî ðàññòîÿíèÿ èìåííî ìèíèìàëüíàÿ äè-
íàìèêà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû; íà ôîíå ïî÷òè òîòàëüíîãî ïðåâîñõîäñòâà
ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêè ýòîò "âñïëåñê"ýôôåêòèâíîñòè ìèíèìàëüíîé äèíàìèêè âûãëÿäèò äî-
ñòàòî÷íî íåîæèäàííûì.

Ðàâíî íåîæèäàííûì ÿâëÿåòñÿ è òî, ÷òî â ñëó÷àå ãàóññîâûõ ìàòðèö ìèíèìàëüíàÿ äèíàìèêà
ïðèâîäèò ê î÷åíü äëèííûì, çàïóòàííûì òðàåêòîðèÿì, ïî êîòîðûì ñèñòåìà äâèæåòñÿ â îñíîâ-
íîå ñîñòîÿíèå; äëèíà ýòèõ òðàåêòîðèé áîëüøå ÷åì íà ïîðÿäîê ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèå ìåæäó
ñòàðòîâîé òî÷êîé è îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè÷èíîé óêàçàííûõ
îòëè÷èé ÿâëÿþòñÿ êàêèå-òî ðàçëè÷èÿ â îáùåì óñòðîéñòâå ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ
äâóõ òèïîâ ìàòðèö. Îäíàêî â ÷åì ñîñòîÿò ýòè ðàçëè÷èÿ � ìû íå çíàåì. Îáùåå âïå÷àòëåíèå
òàêîâî, ÷òî äëÿ ãàóññîâûõ ìàòðèö ýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ áîëåå "ãëàäêîé"; åå
ñêëîíû ìåíåå "èçðåçàíû"ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè, ÷åì â ñëó÷àå ñïèí-ñòåêîëüíûõ ìàòðèö.
Èìåííî ïîýòîìó äëÿ ãàóññîâûõ ìàòðèö îñíîâíîå ñîñòîÿíèå óäàåòñÿ íàõîäèòü ïî÷òè âñåãäà, à
äëÿ ñïèí-ñòåêîëüíûõ ìàòðèö � òîëüêî êîãäà ñòàðòîâûå òî÷êè îòñòîÿò îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
íå ñëèøêîì äàëåêî.

Äëÿ îáîèõ òèïîâ ìàòðèö ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ãëóáîêèõ ìè-
íèìóìîâ [21], [22]: äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ ïîïàäàåò â áîëåå ãëóáîêèå
ìèíèìóìû, ÷åì â ìåíåå ãëóáîêèå. Â òî æå âðåìÿ, ýòî ïðàâèëî âûïîëíÿåòñÿ äàëåêî íå âñåãäà.
Íàïðèìåð, äëÿ ñïèí-ñòåêîëüíûõ ìàòðèö âñåõ èñëåäîâàííûõ ðàçìåðíîñòåé îíî ïåðåñòàåò âû-
ïîëíÿòüñÿ, êîãäà ñòàðòîâûå ðàññòîÿíèÿ ïðåâîñõîäÿò íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå dc(N);
â òàêîé ñèòóàöèè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìà-
ëîé. Äëÿ ãàóññîâûõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè N ≤ 300 ïðàâèëî ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ âûïîëíÿòñÿ
äëÿ âñåõ ñòàðòîâûõ ðàññòîÿíèé. Äëÿ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè N = 400 ýòî ïðàâèëî ïåðåñòàåò
âûïîëíÿòüñÿ, êîãäà ñòàðòîâûå ðàññòîÿíèÿ ïðåâîñõîäÿò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå dc ≈ 0.35.

Ïðåâîñõîäñòâî ìàêñèìàëüíîé äèíàìèêè òåì ñèëüíåå, ÷åì áëèæå ê îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ
ðàñïîëîæåíû ñòàðòîâûå òî÷êè. Èìåííî â òàêîé ñèòóàöèè ìàêñèìàëüíàÿ äèíàìèêà íàèáî-
ëåå ýôôåêòèâíà. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè íàó÷èòüñÿ âûáèðàòü ñòàðòî-
âûå òî÷êè ïîáëèæå ê îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ, êîãäà ñàìî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå íàì íåèçâåñò-
íî? Â ðàáîòàõ [27], [28] ââåäåíû è èçó÷åíû òàê íàçûâàåìûå EIGEN-êîíôèãóðàöèè: êîíôè-
ãóðàöèîííûå âåêòîðû, áëèæàéøèå ê ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ìàòðèöû ñâÿçåé. Íåêîòîðûå èç
EIGEN-êîíôèãóðàöèé îáëàäàþò ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè, â îñîáåííîñòè � íàèáîëüøèå EIGEN-
êîíôèãóðàöèè, òå, ÷òî áëèçêè ê ñîáñòâåííûì âåêòîðàì, îòâå÷àþùèì íàèáîëüøèì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì. Íàïðèìåð, 10-20 íàèáîëüøèõ EIGEN-êîíôèãóðàöèé ëåæàò ïî ýíåðãèè î÷åíü
ãëóáîêî, íà óðîâíå ýíåðãèé ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ (ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ìàòðèö ëþáîãî òèïà
è ëþáîé ðàçìåðíîñòè). Óñòàíîâëåíî (ñì. [29], [30]), ÷òî ñòàðòû ñ ýòèõ êîíôèãóðàöèé ïðèâî-
äÿò äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â ñàìûå ãëóáîêèå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû è ò.ä. Â íàñòîÿùåé ðàáî-
òå ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñðåäè íàèáîëüøèõ EIGEN-êîíôèãóðàöèé íåïðåìåííî
íàéäóòñÿ 2-3 êîíôèãóðàöèè, îòñòîÿùèå îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íà ðàññòîÿíèå d ≈ 0.25 − 0.3;
êàê ïðàâèëî, ýòî EIGEN-êîíôèãóðàöèè, áëèæàéøèå ê 2-3 íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûì âåêòîðàì.
(Îñòàëüíûå EIGEN-êîíôèãóðàöèè óäàëåíû îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ãîðàçäî äàëüøå, íà ðàñ-
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ñòîÿíèå ïîðÿäêà 0.5.) Ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ îáîèõ òèïîâ èññëåäîâàííûõ ìàòðèö âñåõ
ðàçìåðíîñòåé N . Ìû íàäååìñÿ èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïîðîæäåíèÿ öåëîãî íàáî-
ðà ñëó÷àéíûõ êîíôèãóðàöèé, óäàëåííûõ îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íà ðàññòîÿíèå d ≈ 0.25− 0.3.
Ýòè êîíôèãóðàöèè ìîãóò îêàçàòüñÿ õîðîøèìè ñòàðòîâûìè òî÷êàìè äëÿ îòûñêàíèÿ îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí Ä.Â. Âûëåãæàíèíó çà åãî ó÷àñòèå íà íà÷àëüíîì ýòàïå íàñòîÿùèõ èññëå-
äîâàíèé, à òàêæå ó÷àñòíèêàì ñåìèíàðà Öåíòðà îïòèêî-íåéðîííûõ òåõíîëîãèé ÍÈÈÑÈ ÐÀÍ,
ãäå äàííàÿ ðàáîòà äîêëàäûâàëàñü.
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