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Àííîòàöèÿ�Ïðèâîäèòñÿ íîâîå äîêàçàòåëüñòâî îäíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû
M/G/1 ñ ýãàëèòàðíûì ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà. Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì âàðèàí-
òîì öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñåðâåðà, îáðàáàòûâàþùåãî
çàäà÷è áîëüøîãî ðàçìåðà.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ñòàòüå [1] (1991) âïåðâûå áûëà äîêàçàíà ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ñèñòåìû M/G/1 ñ ýãàëè-
òàðíûì ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà, ÿâëÿþùàÿñÿ íåêîòîðûì âàðèàíòîì öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé
òåîðåìû äëÿ ìîäåëè ñåðâåðà â ðåæèìå ðàçäåëåíèÿ âðåìåíè. Äîêàçàòåëüñòâî â óêàçàííîé ñòàòüå
îñíîâûâàëîñü íà âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäàõ, ñâÿçàííûõ ñ ïðîâåðêîé óñëîâèé Ëèíäåáåðãà, èçëî-
æåííûõ â [2]. (Òî÷íûå ðåøåíèÿ â [1] ñóùåñòâåííî îïèðàëèñü íà íåòðèâèàëüíûå àíàëèòè÷åñêèå
ìåòîäû ðàáîò [5, 6, 7].) Íåïîëíîå àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé æå ïðåäåëüíîé òåîðåìû,
èñïîëüçóþùåå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è Ôóðüå, áûëî ïðåäñòàâëåíî â [4] (2000). Ðå÷ü èäåò
îá àíàëîãå òåîðåìû, íå ïîëó÷èâøåé îòðàæåíèÿ â [6] (1987) èëè ìîíîãðàôèè [7] (1989), íî
ïðåäñòàâëåííîé áåç äîêàçàòåëüñòâà â íåäàâíåì îáçîðå [8] (2007) êàê òåîðåìà 2.11. Â íàñòîÿ-
ùåé çàìåòêå äàåòñÿ íîâîå äîêàçàòåëüñòâî îäíîãî èç âàðèàíòîâ ýòîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû (ñì.
ðàçäåë 2), èñïîëüçóþùåå ïîíÿòèå êóìóëÿíò.

2. ÐÅÇÓËÜÒÀÒ È ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ M/G/1 ñ äèñöèïëèíîé ýãàëèòàðíîãî ðàçäåëåíèÿ ïðîöåñ-
ñîðà (EPS), ïðè êîòîðîé êàæäîå èç n > 0 èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ñèñòåìå òðåáîâàíèé îáñëóæèâà-
åòñÿ îäíîâðåìåííî ñ äðóãèìè ñî ñêîðîñòüþ 1/n. Â ìîìåíòû ïîñòóïëåíèé íîâûõ òðåáîâàíèé èëè
óõîäà èç ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îáñëóæåííûõ òðåáîâàíèé ïðîèñõîäÿò ñêà÷êè ñêîðîñòè îáñëóæèâà-
íèÿ. Íà âõîä ñèñòåìû ïîñòóïàåò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê òðåáîâàíèé èíòåíñèâíîñòè λ, òðåáóåìûå
äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ (äëèíû) ðàñïðåäåëåíû ïðîèçâîëüíî ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
B(x) ((B(0+) = 0, B(∞) = 1). Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü
β1 < ∞, à ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà�Ñòèëòüåñà (ÏËÑ) çàäàåòñÿ êàê β(s) =

∫ +∞
0− e−sxdB(x). (Íà-

ïîìíèì, ÷òî ïîðÿäîê ìîìåíòà óêàçûâàåòñÿ íèæíèì èíäåêñîì.) Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà
ôóíêöèîíèðóåò â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâà-
íèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ÿâëÿåòñÿ ρ = λβ1 < 1. Ïóñòü â ìîìåíò t = 0 â ñèñòåìó ïðèáûâàåò
òðåáîâàíèå äëèíû u (ïîìå÷åííîå òðåáîâàíèå). Îíî çàñòàåò ñèñòåìó â ñîñòîÿíèè (x1, . . . , xn)
èëè n = 0. Çäåñü xi åñòü îñòàòî÷íàÿ äëèíà i�ãî îáñëóæèâàþùåãîñÿ ïðîöåññîðîì òðåáîâàíèÿ.
Ñòàöèîíàðíîå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå ïîìå÷åííîãî òðåáîâàíèÿ (ïðè óêàçàííîì óñëîâèè)
îáîçíà÷àåòñÿ êàê Vn(u, x1, . . . , xn). Ïðè ñíÿòîì óñëîâèè ïî (x1, . . . , xn) (óñëîâíîå ïî u) âðåìÿ
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ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå òðåáîâàíèÿ äëèíû u îáîçíà÷àåòñÿ êàê V (u). Òî÷íûå ðåøåíèÿ ïî ñòà-
öèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ââåäåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (è èõ ìîìåíòàì) ïîëó÷åíû â [5]
(ñì. òàêæå [6,7,8] â òåðìèíàõ äâóìåðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ äëèíû u âû÷èñëÿåòñÿ ïî î÷åíü ïðîñòîé ôîðìóëå

E[V (u)] =
u

1− ρ
. (2.1)

Ñëåäóþùàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà (ñðåäè ïðî÷èõ) âïåðâûå äîêàçàíà â [1], èñïîëüçóÿ âåðîÿò-
íîñòíóþ òåõíèêó.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè ρ < 1 è β2 < ∞, òî

lim
u→∞

P
(
u−1/2[Vn(u, x1, . . . , xn)− u(1− ρ)−1] ≤ x

)
= N ◦(x), (2.2)

ãäå N ◦(x) åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-
äàíèåì è äèñïåðñèåé ρβ2/(1− ρ)3.

Ìû ïðåäïî÷èòàåì äîêàçàòü ïîõîæèé, íî íåñêîëüêî îòëè÷àþùèéñÿ âàðèàíò ýòîé ïðåäåëüíîé
òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.2. Åñëè ρ < 1 è β2 < ∞, òî

lim
u→∞

P
(
u−1/2[V (u)− u(1− ρ)−1] ≤ x

)
= N (x), (2.3)

ãäå N (x) åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-
äàíèåì è äèñïåðñèåé λπ2. Çäåñü è äàëåå πj åñòü j�é ìîìåíò ñòàíäàðòíîãî ïåðèîäà çàíÿòîñòè
Π â ñèñòåìå M/G/1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì Ëåììó 1 (ñì. Ïðèëîæåíèå).

lim
u→∞

κj

[
V (u)− E[V (u)]

u1/2

]
= lim

u→∞

κj [V (u)− E[V (u)]]
uj/2

=

{
λπ2, j = 2,

0, j 6= 2,
(2.4)

ãäå κj [Y ], j = 1, 2, . . . åñòü j�é ìîìåíò êóìóëÿíò ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû Y (ñì. Ïðèëîæåíèå).

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðàñïðåäåëåíèåì,
äëÿ êîòîðîãî κj [·] = 0 ïðè j > 2. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ut

Òàêèì îáðàçîì, Òåîðåìà 2.2 îïèñûâàåò äèôôóçèîííûé ïðåäåë ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû V (u) â
ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ M/G/1�EPS ïðè u →∞.

Íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ðàçëè÷íûõ ñëåäñòâèÿõ Òåîðåìû 2.2.

3. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ìû ïðåäñòàâèëè íîâîå äîêàçàòåëüñòâî íåêîòîðîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû îáñëó-
æèâàíèÿ M/G/1 ñ äèñöèïëèíîé ýãàëèòàðíîãî ðàçäåëåíèÿ ïðîöåññîðà. Äîêàçàííîå óòâåðæäå-
íèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
ñåðâåðà, îáðàáàòûâàþùåãî çàäà÷è áîëüøîãî ðàçìåðà â êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ, è õàðàêòåðèçóåò
äèôôóçèîííûé ïðåäåë ñòàöèîíàðíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â ñèñòåìå òðåáîâàíèÿ äëèíû u ïðè
u →∞.
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Êóìóëÿíòû

Ïîíÿòèå êóìóëÿíòû (èëè ìîìåíòîâ êóìóëÿíò) î÷åíü ðåäêî âñòðå÷àåòñÿ â òåîðèè î÷åðåäåé,
îäíàêî â òåîðèè áîëüøèõ óêëîíåíèé èëè â ñòàòèñòèêå òàêîå ïîíÿòèå èñïîëüçóåòñÿ äîâîëüíî
÷àñòî, ñì., íàïðèìåð, Ôåëëåð [2]. Ìíîãèå ôàêòû, èçëîæåííûå íèæå, ñîäåðæàòñÿ òàêæå â [3].

Îïðåäåëåíèå 1. Ìîìåíòû êóìóëÿíò κj [Y ], j = 1, 2, . . . ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Y çàäàþòñÿ â òåðìèíàõ ìîìåíòîâ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ò.å. â òåðìèíàõ E[Y j ] ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

eκ1[Y ]x+
κ2[Y ]x2

2!
+... = 1 + E[Y ]x +

E[Y 2]x2

2!
+ . . . (A.1)

Èç Îïðåäåëåíèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî êóìóëÿíòû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ìîæíî
ïîëó÷èòü èç ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè êóìóëÿíò

KY (s) = ln(LY (s)), (A.2)

ãäå LY (s) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y .

Òàêèì îáðàçîì,

κj [Y ] = (−1)j lim
s→0

K
(j)
Y (s).

Êóìóëÿíòû ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî âû÷èñëèòü èç íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâ
ñëåäóþøèì îáðàçîì:

κi[X] = E[Y i]−
i−1∑
j=1

(
i− 1

j

)
E[Y j ]κi−j [Y ], (A.3)

ãäå κ1[Y ] = E[Y ].
Èç (A.3) âûòåêàåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî ïåðâîé êóìóëÿíòå, à äèñïåðñèÿ

ðàâíà âòîðîé êóìóëÿíòå. Òðåòèé öåíòðàëüíûé ìîìåíò åñòü òðåòüÿ êóìóëÿíòà. Çàìåòèì, ÷òî
êóìóëÿíòû ïîðÿäêà âûøå òðåòüåãî îòëè÷àþòñÿ îò öåíòðàëüíûõ è íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâ.

Ïîëåçíû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êóìóëÿíò. Ïóñòü C åñòü êîíñòàíòà, òîãäà

κ1[Y + C] = κ1[Y ] + C ïðè j > 1.

κj [Y + C] = κj [Y ].

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Y è Z íåçàâèñèìû, òî

κj [Y + Z] = κj [Y ] + κj [Z].

Ëåììà 1. Åñëè E[Bj ] < ∞, òî

lim
u→∞

κj [V (u)]
u

= 1(j=1) + λE[Πj ], (A.4)

ãäå Π åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî ïåðèîäà çàíÿòîñòè â êîíñåðâà-
òèâíîé ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ M/G/1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [7, Ãë. 2]. Çàìåòèì, ÷òî Ëåììà 1 íå âûäåëåíà â [7] êàê íóìåðîâàííîå
óòâåðæäåíèå òèïà ëåììû èëè òåîðåìû. ut
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