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Àííîòàöèÿ�Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ äîñòóïîì ê
ðåñóðñàì ïðè àêòèâíûõ ïîëüçîâàòåëÿõ, è ðåøåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äîñòó-
ïîì, èçëîæåíû îñíîâíûå âûâîäû, âûòåêàþùèå èç ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò áûëè ñäåëàíû îãðîìíûå øàãè íà ïóòè âíåäðåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ìîäåëåé â ìåòîäû óïðàâëåíèÿ â Èíòåðíåòå. Êëþ÷îì ê ýòèì óñïåõàì áûëà ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ
äåòàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýôôåêòîâ âîçíèêíîâåíèÿ ïåðåãðóçîê, êîòîðûå îòðàæàëè èíôîðìà-
öèþ î íàðóøåíèè íîðìàëüíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñåòè. Ãîâîðÿ áîëåå òî÷íî, ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî êàæäîå ñîåäèíåíèå â ñåòè èìååò âîçìîæíîñòü îöåíèâàòü (èçìåðÿòü) ñâîþ íàãðóçêó è êðî-
ìå òîãî, âñå ñîåäèíåíèÿ èìåþò äîñòóï ê îöåíêàì òåêóùèõ çíà÷åíèé íàãðóçîê âñåõ ñîåäèíåíèé,
ñâÿçàííûõ ñ òðàåêòîðèåé ïðîõîæäåíèÿ ñîîáùåíèé. Òàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ íåÿâíûì îáðàçîì
ðåàëèçóþòñÿ âî ìíîãèõ âàðèàíòàõ íûíå ñóùåñòâóþùèõ TCP (Transmission Control Protocol).

Ñóùåñòâóåò íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ ïðåâåíòèâíîãî óïðàâëåíèÿ î÷åðåäüþ ñ öåëüþ ñèãíà-
ëèçàöèè î ïåðåãðóçêå ñåòè äî ôàêòè÷åñêîãî ïåðåïîëíåíèÿ î÷åðåäè è êîíòðîëÿ çà ðàçìåðîì î÷å-
ðåäè ñ öåëüþ ñíèæåíèÿ çàäåðæêè îáðàáîòêè ïàêåòîâ [1]. Àëãîðèòì ïðîèçâîëüíîãî ðàííåãî îá-
íàðóæåíèÿ (Random Early Detection - RED) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãîðèòì ïðåäîòâðàùåíèÿ ïå-
ðåãðóçêè, ïðåäëîæåííûé Ñàëëè Ôëîéäîì (Sally Floyd) è Âàíîì ßêîáñîíîì (Van Jacobson) [9].
Äàííûé ìåõàíèçì àêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ î÷åðåäüþ îáëàäàåò ñóùåñòâåííûìè ïðåèìóùåñòâàìè
ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûì ìåõàíèçìîì �îòáðàñûâàíèÿ õâîñòà�. Ìåõàíèçì RED èñïîëüçó-
åò ïðåâåíòèâíûé ïîäõîä ê ïðåäîòâðàùåíèþ ïåðåãðóçêè ñåòè. Âìåñòî îæèäàíèÿ ôàêòè÷åñêîãî
ïåðåïîëíåíèÿ î÷åðåäè, RED íà÷èíàåò îòáðàñûâàòü ïàêåòû ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ, êîãäà
ñðåäíèé ðàçìåð î÷åðåäè ïðåâûñèò îïðåäåëåííîå ìèíèìàëüíîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå. Âåðîÿò-
íîñòíûé ïîäõîä ê îòáðàñûâàíèþ ïàêåòîâ ïîçâîëÿåò áûòü óâåðåííûì â òîì, ÷òî ìåõàíèçì RED
îòáðîñèò ïàêåòû âñåãî ëèøü íåñêîëüêèõ ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ ïîòîêîâ, òåì ñàìûì ïîìîãàÿ
èçáåæàòü ýôôåêòà ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè. Íàïîìíèì, ÷òî îòáðàñûâàíèå ïàêåòà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñèãíàë TCP-èñòî÷íèêó î íåîáõîäèìîñòè óìåíüøèòü èíòåíñèâíîñòü ïåðåäàâàåìîãî
òðàôèêà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîòîêà, ÷òî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïåðåçàïóñêà àëãîðèòìà ìåä-
ëåííîãî ñòàðòà. Åñëè ñðåäíèé ðàçìåð î÷åðåäè áóäåò ïðîäîëæàòü óâåëè÷èâàòüñÿ íåñìîòðÿ íà
îòáðàñûâàíèå ïðîèçâîëüíûõ ïàêåòîâ, òî ýòî ïðèâåäåò ê ëèíåéíîìó ðîñòó âåðîÿòíîñòè îòáðà-
ñûâàíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåõàíèçìîì RED âåðîÿòíîñòü îòáðàñûâàíèÿ ïàêåòîâ ðàñòåò ïðÿìî
ïðîïîðöèîíàëüíî óâåëè÷åíèþ ñðåäíåãî ðàçìåðà î÷åðåäè îò ìèíèìàëüíîãî äî ìàêñèìàëüíîãî
ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ. Ñðåäíèé ðàçìåð î÷åðåäè ñòðîãî îãðàíè÷åí ìàêñèìàëüíûì ïîðîãîâûì
çíà÷åíèåì, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü îòáðàñûâàíèÿ ïàêåòîâ äîñòèãàåò ñâîåãî íàè-
áîëüøåãî çíà÷åíèÿ (100 ïðîöåíòîâ). Äðóãèìè ñëîâàìè, ãëàâíàÿ öåëü ìåõàíèçìà ïðîèçâîëüíîãî
ðàííåãî îáíàðóæåíèÿ (RED) çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî ðàçìåðà î÷åðåäè, à çíà÷èò,
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è îáùåé çàäåðæêè òðàôèêà. Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè îòáðàñûâàíèÿ ïàêåòà áàçèðóåòñÿ íà
âçâåøåííîì ýêñïîíåíöèàëüíîì çíà÷åíèè ñðåäíåãî ðàçìåðà î÷åðåäè. Ýòî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü
ïðåäâçÿòîãî îòíîøåíèÿ ìåõàíèçìà RED ê õàðàêòåðèçóþùèìñÿ êðàòêîâðåìåííûìè âñïëåñêà-
ìè ïîòîêàì òðàôèêà â óñëîâèÿõ ïðîäîëæèòåëüíîé ïåðåãðóçêè ñåòè. Åñëè æå ñðåäíèé ðàçìåð
î÷åðåäè âåñüìà íåâåëèê è íàõîäèòñÿ íèæå ìèíèìàëüíîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, ìåõàíèçì RED
íå ñïîñîáåí îáåñïå÷èòü ñóùåñòâåííîãî ïðåèìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè ìåõà-
íèçìàìè óïðàâëåíèÿ î÷åðåäüþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè çàòÿæíîì ïåðèîäå ïåðåãðóçêè ñåòè
ïîâåäåíèå ìåõàíèçìà RED, íåñìîòðÿ íà äëèííóþ î÷åðåäü è âûñîêîå ìàêñèìàëüíîå ïîðîãî-
âîå çíà÷åíèå, àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ êëàññè÷åñêîãî ìåõàíèçìà �îòáðàñûâàíèÿ õâîñòà�. Òàêèì
îáðàçîì, îñíîâíîå ïðåäíàçíà÷åíèå ìåõàíèçìà RED çàêëþ÷àåòñÿ â ñãëàæèâàíèè âðåìåííûõ
âñïëåñêîâ òðàôèêà è ïðåäóïðåæäåíèè äëèòåëüíîé ïåðåãðóçêè ñåòè ïîñðåäñòâîì óâåäîìëåíèÿ
èñòî÷íèêîâ òðàôèêà î íåîáõîäèìîñòè ñíèæåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. Åñëè
èñòî÷íèêè ïðîÿâÿò ñïîñîáíîñòü ê âçàèìîäåéñòâèþ è îäíîâðåìåííî óìåíüøàò èíòåíñèâíîñòü
ïåðåäàâàåìîãî òðàôèêà, ýòî ïîìîæåò ïðåäîòâðàòèòü ïåðåãðóçêó ñåòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ñðåäíèé ðàçìåð î÷åðåäè äîñòàòî÷íî ñêîðî äîñòèãíåò ìàêñèìàëüíîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, ÷òî
ïðèâåäåò ê îòáðàñûâàíèþ âñåõ ïîñòóïàþùèõ ïàêåòîâ. Íèæå ïåðå÷èñëåíû íåêîòîðûå èç îñíîâ-
íûõ öåëåé ìåõàíèçìà ðàííåãî ïðîèçâîëüíîãî îáíàðóæåíèÿ:

� Ìèíèìèçàöèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé çàäåðæêè ïàêåòîâ ïóòåì êîíòðîëÿ ñðåäíåãî ðàçìåðà
î÷åðåäè.

� Ïðåäîòâðàùåíèå ýôôåêòà ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè ÒÑÐ-òðàôèêà.
� Îáåñïå÷åíèå íåïðåäâçÿòîãî îáñëóæèâàíèÿ òðàôèêà, õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ êðàòêîâðåìåííû-
ìè âñïëåñêàìè.

� Ñòðîãîå îãðàíè÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî ñðåäíåãî ðàçìåðà î÷åðåäè.

Äèíàìè÷åñêîå óïðàâëåíèå äîñòóïîì ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ çàÿâîê íå
ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíîé, à çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ ðîóòåðà (ò.å. îò äëèíû î÷åðåäè)
è âåëè÷èí ïîòîêîâ âõîäÿùèõ çàÿâîê. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ
äîñòóïîì ðåàëèçîâàí â ïðîòîêîëå RED, â êîòîðîì âåðîÿòíîñòü äîñòóïà çàâèñèò îò ñðåäíåé
äëèíû î÷åðåäè, îöåíèâàåìîé ïî ïðîøëûì èçìåðåíèÿì. Ýòîò ïîäõîä ñëåäóåò, ðàññìàòðèâàòü
îäíàêî, ëèøü êàê ñóá-îïòèìàëüíûé, ïîñêîëüêó îí íå èñïîëüçóåò âñåé èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè.
Áîëåå îáùèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà òåîðèè óïðàâëåíèÿ Ìàðêîâñêèìè öåïÿìè, èñïîëüçóåò
îïèñàíèå óïðàâëÿåìîé öåïè â òåðìèíàõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [3] è
ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè âõîäÿùåãî ïîòîêà êàê çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ [4].

2. ÌÎÄÅËÜ ÑÈÑÒÅÌÛ ÌÀÑÑÎÂÎÃÎ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, óïðàâëÿåìóþ ïîñðåäñòâîì îãðàíè÷åíèÿ âõî-
äÿùåãî ïîòîêà. Ìîäåëü îñíîâàíà íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîò [3], [4]. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîòîê çà-
ÿâîê ïðåäñòàëÿåò ñîáîé ñ÷èòàþùèé ïðîöåññ ñ äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíîé λ(t) ≥ 0. ×èñëî
çàÿâîê â ñèñòåìå îãðàíè÷åíî íåêîòîðîé êîíñòàíòîé M < ∞, à èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ
åñòü êîíñòàíòà µ > 0. Óïðàâëåíèå u(t) ∈ [0, 1] åñòü âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòü çàÿâêó â ìîìåíò
âðåìåíè t ∈ [0, T ]. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòü ïðèõîäÿùèõ çàÿâîê ìîæåò áûòü îòêëîíåíà, è êðèòå-
ðèé ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ó÷èòûâàåò ÷èñëî îòêëîíåííûõ çàÿâîê è ñðåäíåå âðåìÿ
íàõîæäåíèÿ â î÷åðåäè äëÿ ïðèíÿòûõ çàÿâîê.

Ïóñòü ñîñòîÿíèå M(t) - ýòî ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå. Îáùåå ÷èñëî ñîñòîÿíèé åñòü M + 1,
à ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé S ñîñòîèò èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ {e0, ..., eM} â
ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè M + 1.
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Ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé â âèäå ñîâîêóïíîñòè âåêòîðîâ {e0, ..., eM} ïîçâîëÿåò
ñâåñòè îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ê îïèñàíèþ â ÷èñëîâûõ òåðìèíàõ è ñ ïîìîùüþ ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âìåñòî çàâèñÿùèõ îò óïðàâëåíèåé ïåðåõîäíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé. Çàìåòèì, ÷òî ñîáûòèå {Xt = ei} = {Mt = i} îçíà÷àåò, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t
ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â i− îì ñîñòîÿíèè è îïðåäåëèì âåêòîð Xt ñ êîìïîíåíòàìè êîìïîíåíòàìè
Xi

t = I{Xt = ei}, ãäå I{A} åñòü èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A. Ïîñêîëüêó â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
òîëüêî îäèí èç èíäèêàòîðîâ îòëè÷åí îò íóëÿ è ðàâåí 1, òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âåêòîð
Xt ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè RM+1, è âûïîëíåíû
ñîîòíîøåíèÿ

Xt =




I{Xt = e0}
I{Xt = e1}

. . .
I{Xt = eM}


 =




I{M(t) = 0}
I{M(t) = 1}

. . .
I{M(t) = M}


 ,

E(Xt) =




E(I{Xt = e0})
E(I{Xt = e1})

. . .
E(I{Xt = eM})


 =




P (Xt = e0)
P (Xt = e1)

. . .
P (Xt = eM )


 =




P (M(t) = 0)
P (M(t) = 1)

. . .
P (M(t) = M)


 ,

ãäå E - ñèìâîë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè óïðàâëåíèå â ñèñòåìå çàâèñèò ëèøü îò òåêóùåãî ÷èñëà çàÿâîê,

òî ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà â òåðìèíàõ óïðàâëÿåìîé Ìàðêîâñêîé öåïè ñ M +1
ñîñòîÿíèåì è ìàòðèöåé èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ A(t, u), èìåþùåé ðàçìåðíîñòü (M + 1) ×
(M + 1) è ïðåäñòàâèìîé â âèäå

A(t, u) =




−λ(t)u µ 0 . . . 0 0 0
λ(t)u −µ− λ(t)u µ . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λ(t)u −µ− λ(t)u µ
0 0 0 . . . 0 λ(t)u −µ




, (1)

ãäå óïðàâëåíèå u ∈ [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò ðàáîòå [4]. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü M(t) ∈ {0, ..., M}
- òåêóùåå êîëè÷åñòâî çàÿâîê â ñèñòåìå. Ýòî ÷èñëî ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò äâóõ ïîòîêîâ: ïî-
òîêà ïîñòóïàþùèõ çàÿâîê è ïîòîêà îáðàáîòàííûõ çàÿâîê. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ïîòîê ïîñòóïàþùèõ çàÿâîê ôîðìèðóåò ñ÷èòàþùèé ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ(t) ≥ 0. ×èñëî
çàÿâîê Na

t , ïîñòóïàþùèõ íà âõîä ñèñòåìû ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì [3]

Na
t =

t∫

0

λ(s)ds + Ma
t ,

ãäå Ma
t åñòü èíòåãðèðóåìûé ñ êâàäðàòîì ìàðòèíãàë ñ êâàäðàòè÷íîé âàðèàöèåé

〈
Ma

〉
t
=

t∫

0

λ(s)ds.

Åñëè èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ - ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, òîãäà ïîòîê îáðàáîòàííûõ çàÿâîê
åñòü ñ÷èòàþùèé ïðîöåññ ñ èíòåíñèâíîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ñîñòîÿíèåì µI{M(t) > 0}, ãäå I{·}

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÒÎÌ 9 � 1 2009



4 ÌÈËËÅÐ

- èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ (òî åñòü, åñëè ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå ðàâíî 0, òî è îáñëóæèâàíèå íå
ïðîèñõîäèò). Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëÿ ïîòîêà îáðàáîòàííûõ çàÿâîê Nd

t èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä

Nd
t =

t∫

0

µI{M(s) > 0}ds + Md
t ,

ãäå Md
t åñòü èíòåãðèðóåìûé ñ êâàäðàòîì ìàðòèíãàë ñ êâàäðàòè÷íîé âàðèàöèåé

〈
Md

〉
t
=

t∫

0

µI{M(s) > 0}ds.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Na
t è Nd

t íåçàâèñèìû è íå èìåþò ñêà÷êîâ â îäíè è òå æå ìîìåíòû
âðåìåíè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âçàèìíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ âàðèàöèÿ

〈
Ma,Md

〉
t
= 0.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå Ï. Áðåìî [6] óïðàâëåíèå äîñòóïîì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê
óïðàâëåíèå èíòåíñèâíîñòüþ âõîäÿùåãî ïîòîêà. Åñëè W (t) - óïðàâëåíèå äîñòóïîì, ò.å. ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ îäíî èç çíà÷åíèé {0, 1}, òî òîãäà óïðàâëÿåìûé âõîäÿùèé ïîòîê
åñòü

Na,c
t =

∑

τ≤t

I{M(τ) < M}I{W (τ) = 1}∆Na
τ ,

è
E{I{W (t) = 1}I{M(t) < M}|FX

t } = u(t)I{M(t) < M} = u(t)I{Xt 6= eM}, (2)

è

E{Na,c
t |FX

t } =

t∫

0

λ(s)u(s)ds + Md,X
t , (3)

ãäå Md,X
t - ýòî FX

t èíòåãðèðóåìûé ñ êâàäðàòîì ìàðòèíãàë, è u(t) ∈ [0, 1] - ýòî FX
t ïðåäñêàçó-

åìûé ïðîöåññ. Äàëåå èìååì
∆Mt = ∆Na,c

t −∆Nd
t ,

è òàê êàê
I{M(t) = i} = I{Xt = ei},

òî
∆Xt = A+Xt−∆Na,c

t + A−Xt−∆Nd
t ,

ãäå (M + 1)× (M + 1) ìàòðèöû A+, A− èìåþò âèä

A+ =




−1 0 0 . . . 0 0
1 −1 0 . . . 0 0
0 1 −1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . −1 0
0 0 0 . . . 1 0




, A− =




0 1 0 . . . 0 0
0 −1 1 . . . 0 0
0 0 −1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . −1 1
0 0 0 . . . 0 −1




.

Çàòåì, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå
Xt = X0 +

∑

τ≤t

∆Xτ ,
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è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî Na,c
t è Nd

t - ýòî ñ÷èòàþùèå ïðîöåññû, ìû ïîëó÷àåì

Xt = X0 +
∑

τ≤t

[A+Xτ−∆Na,c
τ + A−Xτ−∆Nd

τ ]

= X0 +

t∫

0

A+Xs−dNa,c
s +

t∫

0

A−Xs−dNd
s .

Íàêîíåö, ìû äîëæíû ïîäñòàâèòü ìàðòèíãàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Na,c
t è Nd

t â íàïèñàííîå ðàííåå
âûðàæåíèå ñ ó÷åòîì óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ FX

t . Â èòîãå ïîëó÷àåì

Xt = X0 +

t∫

0

[A+λ(s)u(s) + A−µ]Xsds + Mu
t =

t∫

0

A(s, u(s))Xsds + Mu
t , (4)

ãäå Mu
t åñòü èíòåãðèðóåìûé ñ êâàäðàòîì FX

t ìàðòèíãàë ñ êâàäðàòè÷íîé âàðèàöèåé

〈
Mu

〉
t
=

t∫

0

[A+XsX
∗
s (A+)∗λ(s)u(s) + A−XsX

∗
s (A−)∗µ]ds.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [4] êâàäðàòè÷íàÿ âàðèàöèÿ ðàâíà

〈
Mu

〉
t
=

t∫

0

diag (A(s, us)Xs) ds

−
t∫

0

[
A(s, us)(diag Xs) + (diag Xs)A∗(s, us)

]
ds,

(5)

ãäå diag Z - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè diag (Z)ii = Zi, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññ Xt

åñòü óïðàâëÿåìûé Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ ìàòðèöåé èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ A(t, u) [3].

3. ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ ÂÕÎÄÍÎÃÎ ÏÎÒÎÊÀ ÏÐÈ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÈ
ÄÎÑÒÓÏÎÌ È ÀÊÒÈÂÍÛÕ ÏÎËÜÇÎÂÀÒÅËßÕ

Áóäåì èñïîëüçîâàòü äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü ïðåäîñòàâëåíèÿ ðåñóðñîâ ê îáñëóæèâàíèþ, â
êîòîðîé ïîòîê íà âõîäå ðîóòåðà áóäåò çàâèñåòü îò òåêóùåãî çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè P (t,M(t)),
ïîëàãàÿ, ÷òî ðîóòåð èñïîëüçóåò óïðàâëåíèå Ìàðêîâñêîãî òèïà è èìååò èíôîðìàöèþ î ôóíê-
öèÿõ ïîëåçíîñòè ïîëüçîâàòåëåé. Èíûìè ñëîâàìè ðîëü q(M(t), U(t)) èãðàåò P (t,M(t)). Äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî N ïîëüçîâàòåëåé èñïîëüçóþò ôóíêöèè ïîëåçíîñòè

fi(v, t) = −ai

v
− λ0v − vP (t,M(t)), i = 1, .., N

è â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èìåþò èíôîðìàöèþ î òåêóùåì çíà÷åíèè P (t,M(t)), óñòàíàâëè-
âàåìîì ðîóòåðîì.

Òîãäà ìàêñèìèçèðóÿ ñâîþ ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè, i−é ïîëüçîâàòåëü óñòàíàâëèâàåò îïòèìàëü-
íîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà, ðàâíîå

uopt
i (t, P (t,M(t))) = arg max

0<v<∞
fi(v) =

√
ai

λ0 + P (t, M(t))
.
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Òîãäà îáùåå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè óïðàâëÿåìîãî âõîäíîãî ïîòîêà ðàâíî

λ(t) = U(t, P ) =
N∑

i=1

uopt
i (t, P ) =

N∑

i=1

√
ai

√
λ0 + P

=
C√

λ0 + P
,

ãäå

C =
N∑

i=1

√
ai,

ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò âñþ ñîâîêóïíîñòü ïîëüçîâàòåëåé.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà C = C(t), ÷òî ïîçâîëÿåò
ó÷åñòü âðåìåííóþ (ñóòî÷íóþ èëè ñåçîííóþ) çàâèñèìîñòü ïîòðåáíîñòè â ðåñóðñàõ. Ýòîò ñëó÷àé
ðàññìàòðèâàåòñÿ òàê æå, êàê è îïèñàííûé íèæå ñëó÷àé ïîñòîÿííîé C è ó÷èòûâàåòñÿ ïðîñòîé
ïîäñòàíîâêîé ïåðåìåííîé C(t) â óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èìåííî òàê è
ñäåëàíî â àíàëèçèðóåìîì íèæå ÷èñëåííîì ïðèìåðå.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè âõîäíîãî ïîòîêà â âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû èí-
òåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ A(t, u) (1) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé

λ(t) =
C√

λ0 + P
, u = 1− P, λ(t)u =

C(1− P )√
λ0 + P

, (6)

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ A(P ) ïðè óïðàâëåíèè
äîñòóïîì â ñëó÷àå àêòèâíûõ ïîëüçîâàòåëåé

A(P ) =




−C(1− P )√
λ0 + P

µ 0 . . . 0 0 0

C(1− P )√
λ0 + P

−µ− C(1− P )√
λ0 + P

µ . . . 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . .
C(1− P )√

λ0 + P
−µ− C(1− P )√

λ0 + P
µ

0 0 0 . . . 0 C(1− P )√
λ0 + P

−µ




,

(7)
ãäå óïðàâëåíèå P ∈ [0, 1].

Çàìå÷àíèå 2. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå λ(t) è ýëåìåíòû ìàòðèöû A(P ) áóäóò ñëó-
÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, çàâèñÿùèìè îò ñîñòîÿíèÿ î÷åðåäè. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ýòî çàâèñèìîñòü
ëèøü îò ïðîøëîãî ñîñòîÿíèÿ (èíûìè ñëîâàìè ýòè ñëó÷àéíûå ôóíêöèè ïðåäñêàçóåìû ïî îòíî-
øåíèþ ê σ− àëãåáðå FX

t ). Êàê ïîêàçàíî â ìîíîãðàôèè [3], â ýòîì ñëó÷àå âñå âûâîäû ñîõðàíÿþò
ñèëó.

Äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âûáîðà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ P (t) = P (t,M)
ñ ó÷åòîì êðèòåðèåâ êà÷åñòâà ðàáîòû ðîóòåðà-ïðîâàéäåðà.

Äàëåå èçëàãàåòñÿ îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ Ìàðêîâñêèìè
öåïÿìè [3].
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4. ÊÐÈÒÅÐÈÈ ÊÀ×ÅÑÒÂÀ
Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîé ôóíêöèè ñòîèìîñòè ñîñòîÿíèé

è óïðàâëåíèé ìàðêîâñêîé öåïè. Ýòà ôóíêöèÿ ó÷èòûâàåò ñðåäíþþ äëèíó î÷åðåäè, êîòîðàÿ
ñâÿçàíà ñî ñðåäíèì âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ è/èëè öåíîé îòêëîíåííûõ çàÿâîê, ò.ê. îíè äîëæ-
íû ëèáî ïîâòîðíî âñòàòü â î÷åðåäü, ëèáî âûáðàòü äðóãîé ñåðâèñ öåíòð. Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå
ôèêñèðîâàííîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ìàðêîâñêîé öåïè òàê æå î÷åíü âàæ-
íî, êàê è â ñëó÷àå, êîãäà íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü �ðàññàñûâàíèå� î÷åðåäè, òî åñòü ðàçðåøèòü
ïðîáëåìó ïåðåãðóçêè. Èòàê, ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé êà÷åñòâà

J [u(·)] = E



φ0(XT ) +

T∫

0

f0(s, us, Xs)ds



 → min

u(·)
, (8)

ãäå
φ0(X) = 〈φ0, X〉, f0(s, u, X) = 〈f0(s, u), X〉,

ãäå 〈·, ·〉 çíàê ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è

φ0 ∈ Rn,

f∗0 (s, u) = (f0(s, u, e1), . . . , f0(s, u, en))

è êàæäàÿ f0(s, · , ei) - ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè, êîãäà ìàðêîâñêàÿ öåïü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ei â
ìîìåíò âðåìåíè s ∈ [0, T ].

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Êàæäàÿ èç ôóíêöèé f0(s, · , ei) íåïðåðûâíà íà [0, T ] × U è îãðàíè÷åíà
ñíèçó.

Çàìå÷àíèå 3. Âàæíîñòü òåðìèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè φ0 ∈ Rn, äåé-
ñòâèòåëüíî

E(φ0(XT )) = E〈φ0, XT 〉 =
M∑

i=0

φi
0P (XT = ei).

Ïîýòîìó âûáîð áîëüøåãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû φi
0 áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü óìåíüøåíèþ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé âåðîÿòíîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ôîðìèðîâàòü çàäàííîå òåðìèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Íàïðèìåð, åñëè ìû ñòðåìèìñÿ ê ðàññàñûâàíèþ î÷åðåäè, òî ñëåäóåò âûáèðàòü êîýôôèöèåí-
òû φi

0 ïðè âåðîÿòíîñòÿõ ñîñòîÿíèé áëèçêèõ ê M äîñòàòî÷íî áîëüøèìè, à êîýôôèöèåíòû ïðè
îñòàëüíûõ âåðîÿòíîñòÿõ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, èëè âîîáùå íóëåâûìè.

5. ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ
Îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äèíàìè÷å-

ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èçëîæåí â [7], [3] Äëÿ îáùåé ìîäåëè, îïèñûâàåìîé ìàòðèöåé èíòåí-
ñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ A(t, u) ∈ Rn, ãäå óïðàâëåíèå u ∈ U , îïðåäåëèì ôóíêöèþ öåíû

V (t,X) = inf
u(·)

J [u(·)|Xt = X], (9)

ãäå
J [u(·)|Xt = X] =

E

{
φ0(XT ) +

T∫
t

f0(s, us, Xs)ds

∣∣∣∣∣Xt = X

}
.

(10)
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Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ 1 èíôèìóì â (9) ñóùåñòâóåò, è ôóíêöèÿ V (t,X) óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ

V (t, X) = 〈φ(t), X〉,
ãäå φ(t) = (φ1(t), ..., φn(t))∗ ∈ Rn íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ âåêòîðîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ è ∗ - ñèìâîë
òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå (óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ) îòíîñè-
òåëüíî âåêòîð-ôóíêöèè φ(t)

〈φ′(t), X〉+ min
u∈U

[〈φ(t), A(t, u)X〉+ 〈f0(t, u), X〉] = 0, (11)

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì
φ(T ) = φ0.

Òàê êàê ôóíêöèÿ
H(φ, t, u,X) = 〈φ,A(t, u)X〉+ 〈f0(t, u), X〉, (12)

íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî (t, u) è àôôèííà ïî φ, òî äëÿ ëþáûõ (t, X) ∈ [0, T ]× S ôóíêöèÿ

H(φ, t, X) = min
u∈U

H(φ, t, u, X)

Ëèïøèöåâà ïî φ. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñëåäóåò ïðÿìî èç îïèñàííûõ âûøå ñîîáðàæåíèé.
Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ïðåäïîëîæåíèå 1 âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà óðàâíåíèå (11) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå íà [0, T ].

Çàìå÷àíèå 4. Óðàâíåíèå (11) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dφi(t)
dt

= −H(φ(t), t, ei), i = 1, ..., n, (13)

êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïîñðåäñòâîì ïîäñòàíîâêè X = ei, i = 1, ..., n.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äàåò õàðàêòåðèçàöèþ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [3], [4].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü: φ(t) - ðåøåíèå ñèñòåìû (13), è ñóùåñòâóåò u0(t,X) ∈ U òàêîå, ÷òî
äëÿ êàæäîé ïàðû (t,X) ∈ [0, T ] × S âåëè÷èíà ñ ïðàâîé ñòîðîíû óðàâíåíèÿ (11) è ôóíêöèÿ
H(φ(t), t, u, X) äîñòèãàþò ìèíèìóìà â òî÷êå u0(t,X).

Òîãäà ñóùåñòâóåò û(t,Xt
0) â êëàññå FX

t ïðåäñêàçóåìûõ óïðàâëåíèé, ÿâëÿþùååñÿ îïòèìàëü-
íûì óïðàâëåíèåì è V (t,X) = J [û(·)|Xt = X].

Ýòî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ðàâíî

û(t, Xt
0) = u0(t, Xt) = arg min

u∈U
H(φ(t), t, u,Xt).

6. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÄÎÑÒÓÏÎÌ
Îáùàÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ äîñòóïîì ïðè àêòèâíûõ ïîëüçîâàòåëÿõ îïèñàíà âûøå â ðàçäåëå

3. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå òèïè÷íûå êðèòåðèè êà÷åñòâà.
Êàê áûëî óïîìÿíóòî âûøå êðèòåðèé êà÷åñòâà äîëæåí ó÷èòûâàòü ñðåäíåå âðåìÿ â î÷åðåäè,

êîòîðîå ìîæåò áûòü îöåíåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì

J1 = E





T∫

0

M(s)
µ

ds



 = E





T∫

0

〈l, Xs〉
µ

ds



 ,
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ãäå
l∗ = (0, 1, 2, ...,M) ∈ RM+1,

à 〈., .〉 - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Ýòîò êðèòåðèé èìååò ñëåäóþùèé ñìûñë. Åñëè èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ðàâíà µ, òî

ïðè ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííîì âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ [5] ñòð. 247-248, ñðåäíåå âðåìÿ
îáñëóæèâàíèÿ ðàâíî 1/µ, ïîýòîìó, åñëè çàÿâêà ïîñòóïàåò íà âõîä, êîãäà â î÷åðåäè íàõîäèòñÿ
M(t) çàÿâîê, îíà áóäåò îáñëóæåíà â ñðåäíåì ÷åðåç âðåìÿ M(t)/µ.

Äðóãîé êðèòåðèé, êîòîðûé ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïðè îïòèìèçàöèè, åñòü ñðåäíåå
÷èñëî ïðèíÿòûõ çàÿâîê, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîäñ÷èòàíî ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé ôîðìóëû [4]

J2 = E{Na,c
T } = E





T∫

0

u(τ)〈1, Xτ 〉λ(τ)dτ



 ,

ãäå
1∗ = (1, 1, ..., 1, 0) ∈ RM+1.

Ýòîò êðèòåðèé îáñëóæèâàþùàÿ ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó ôîð-
ìóëó âûðàæåíèÿ (6), ïîëó÷àåì

J2 = E





T∫

0

C(1− P (τ))√
λ0 + P (τ)

〈1, Xτ 〉dτ



 → max ,

èëè åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè òî

J2 = E





T∫

0

C(P (τ)− 1)√
λ0 + P (τ)

〈1, Xτ 〉dτ



 → min .

Ïîñêîëüêó â ðåàëüíîé æèçíè ñëåäóåò ñòðåìèòüñÿ ê ñáàëàíñèðîâàííîìó ñîîòíîøåíèþ ìè-
íèìèçèðóåìûõ êðèòåðèåâ, òî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âçåøåííóþ ñóììó êðèòåðèåâ

J = k1J1 + k2J2 → min, k1 > 0, k2 > 0,

òàê êàê åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí 0, òî ðåøåíèå çàäà÷è òðèâèàëüíî. Åñëè,
íàïðèìåð, k1 = 0, òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ðàâíî î÷åâèäíî P = 1, ïðè ýòîì íîâûå çàÿâêè
íå ïðèíèìàþòñÿ è îáñëóæèâàþòñÿ òîëüêî çàÿâêè, êîòîðûå óæå èìåþòñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè k2 = 0, òî ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ íå âëèÿåò íà îáùåå
êà÷åñòâî ðàáîòû ñèñòåìû, è, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ÷èñëî ïðèíÿòûõ çàÿâîê, íàäî ïîëîæèòü
P = 0.

Íà ñàìîì äåëå âûáîð ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó k1, k2 ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè, òî åñòü, êîãäà îäíè èç êðèòåðèåâ ìèíèìèçèðóåòñÿ ïðè îãðà-
íè÷åíèè, íàëîæåííîì ñâåðõó íà äðóãîé êðèòåðèé, èëè äàæå â ñëó÷àå, êîãäà òàêèõ êðèòåðè-
åâ ìíîãî. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ìíîãîêðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè, è ðåøåíèå
ïîäîáíûõ çàäà÷ â òåîðèè óïðàâëÿåìûõ Ìàðêîâñêèõ öåïåé ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì ñîâðåìåííûõ
èññëåäîâàíèé [10].

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âûïèøåì Ãàìèëüòîíèàí (12)

H(φ, P, X) = 〈φ,A(P )X〉+ 〈f0(P ), X〉,
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ãäå A(P ) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (7), à

f i
0(P ) = k1

li

µ
+ k2

[
C(P − 1)√

λ0 + P
1i

]

H(φ, P, ei) = 〈φ,A(P )ei〉+ f i
0(P )

Âûïèøåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé X = ei.

Äëÿ i = 0
H(φ, P, e0) = 〈φ,A(P )e0〉+ f0

0 (P ) =

−φ0 C(1− P )√
λ0 + P

+ φ1 C(1− P )√
λ0 + P

+ k2
C(P − 1)√

λ0 + P
;

äëÿ i = 1
H(φ, P, e1) = 〈φ,A(P )e1〉+ f1

0 (P ) =

φ0µ− φ1

[
µ +

C(1− P )√
λ0 + P

]
+ φ2 C(1− P )√

λ0 + P
+

k1

µ
+ k2

C(P − 1)√
λ0 + P

;

äëÿ i = 2
H(φ, P, e2) = 〈φ,A(P )e2〉+ f2

0 (P ) =

φ1µ− φ2

[
µ +

C(1− P )√
λ0 + P

]
+ φ3 C(1− P )√

λ0 + P
+ 2

k1

µ
+ k2

C(P − 1)√
λ0 + P

;

äëÿ i = M − 1

H(φ, P, eM−1) = 〈φ,A(P )eM−1〉+ fM−1
0 (P ) =

φM−2µ− φM−1

[
µ +

C(1− P )√
λ0 + P

]
+ φM C(1− P )√

λ0 + P
+ (M − 1)

k1

µ
+ k2

C(P − 1)√
λ0 + P

;

è äëÿ i = M
H(φ, P, eM ) = 〈φ, A(P )eM 〉+ fM

0 (P ) =

φM−1µ− φMµ +
M

µ
k1.

Îòêóäà ïîëó÷àåì äëÿ 0 ≤ i ≤ M

H(φ, P, ei) = H0(φ, i)
1− P√
λ0 + P

+H(φ, i),

ãäå

H0(φ, i) = −φiC + φi+1C − k2C, i = 0, .., M − 1, H1(φ,M) = 0;

H(φ, i) = φi−1µ− φiµ +
k1i

µ
, i = 1, .., M, H(φ, 0) = 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (13) íàì íóæíî íàéòè
ôóíêöèþ

H(φ, P, ei) = min
0≤P≤1

H(φ, P, ei) = min
0≤P≤1

[
H0(φ, i)

1− P√
λ0 + P

+H(φ, i)
]

.
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Çíà÷åíèå P (φ, ei), ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, è åñòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äîñòóïîì
ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ.

Îáîçíà÷èì

A = H0(φ, i) = −φiC + φi+1C − k2C0

x ∈ [0, 1].

Òîãäà ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

f(x) =
A(1− x)√

x + λ0

,

à åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà
f
′
(x) =

A(−1/2− λ0 − x/2)

2(x + λ0)3/2
.

Çàìåòèì, ÷òî íà îòðåçêå [0, 1] ïðîèçâîäíàÿ íå ìåíÿåò çíàê, òàê êàê âûðàæåíèå

−1/2− λ0 − x/2 < 0,

ïîýòîìó ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà [0, 1]. Òàêèì îáðàçîì

xmin =
{

1, åñëè A > 0,
0, åñëè A ≤ 0.

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ðàâíî

Popt(φ, ei) =
{

1, åñëè H0(φ, i) > 0,
0, åñëè H0(φ, i) ≤ 0.

7. ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ P (H0(φ, i)) ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà ìîäåëèðî-

âàíèÿ íà Maple 9.5. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàäàþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû è òåðìè-
íàëüíûå óñëîâèÿ:

� µ - ñêîðîñòü îáñëóæèâàíèÿ
� c = c(t) - ïåðåìåííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

N∑
i=1

√
ai(t) ó÷èòûâàåò èçìåíåíèå ïðåäïî÷òåíèé

ïîëüçîâàòåëåé â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè
� k1, k2 - êîýôôèöèåíòû âåñîâ èíòåãðàëüíûõ êðèòåðèåâ J1, J2

�
φ0

0 = 2, φ1
0 = 2, φ2

0 = 2, φ3
0 = 2, φ4

0 = 2, φ5
0 = 10,

òî åñòü, ìû ñòðåìèìñÿ ê òîìó, ÷òîáû ìèíèìèçàðîâàòü âçâåøåííóþ ñóììó ñðåäíåãî âðå-
ìåíè îáñëóæèâàíèÿ, êîëè÷åñòâà îáñëóæåííûõ çàÿâîê è ïðè ýòîì, ÷òîáû â êîíöå ïåðèîäà
óïðàâëåíèÿ ñåðâåð áûë íå ïåðåãðóæåí.

� l0 = λ0

� P1(A) - ôóíêöèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ óïðàâëåíèÿ
� M + 1 - êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé

Â íàøåì ñëó÷àå
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� µ = 5
� c = c(t) = 1 + 3

4 cos(2(2− t))
� k1 = 0.55, k2 = 0.45
� lo = λ0 = 0.01
� M = 5

Cèñòåìà óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøàåòñÿ â îáðàòíîì âðåìåíè íà
èíòåðâàëå τ ∈ [0, T ], òî åñòü ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ðàâíûìè φ0, íî ïðè âûâîäå ðåøåíèé è
ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé óïðàâëåíèÿ è èíòåíñèâíîñòè âõîäíîãî ïîòîêà âðåìÿ çàìåíÿåòñÿ â
ñîîòâåñòâèè ñ ôîðìóëîé t = T − τ, ãäå T = 10.

Íà ïåðâîì ãðàôèêå (Ðèñ. 1) ïîêàçàíî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ äëÿ øåñòè ñîñòîÿíèé.

� äëÿ i = 0 - êðàñíûé öâåò
� äëÿ i = 1 - ãîëóáîé öâåò
� äëÿ i = 2 - çåëåíûé öâåò
� äëÿ i = 3 - êîðè÷íåâûé öâåò
� äëÿ i = 4 - ÷åðíûé öâåò
� äëÿ i = 5 - îðàíæåâûé öâåò

Ðèñ. 1. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Äàëåå íà Ðèñ. 2, 3, 4 èçîáðàæåíû ãðàôèêè äëÿ óïðàâëåíèé äëÿ ñîñòîÿíèé i = 2, i = 3, i = 4
ñîîòâåòñòâåííî. Â ñîñòîÿíèè i = 0 óïðàâëåíèå âñåãäà ðàâíî íóëþ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå çàÿâêè
ïðîïóñêàþòñÿ. Àíàëîãè÷íî äëÿ ñîñòîÿíèÿ i = 1. Äëÿ ñîñòîÿíèÿ i = 2 ïðàêòè÷åñêè âñå çàÿâêè
ïðîïóñêàþòñÿ çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ïèêîâûõ ìîìåíòîâ, â êîòîðûõ áóôåð çàêðûò. Äëÿ
i = 3 áóôåð çàêðûò îêîëî ïîëîâèíû âðåìåíè. Äëÿ i = 4 áóôåð çàêðûò óæå áîëüøå ïîëîâèíû
âðåìåíè. Äëÿ i = 5 óïðàâëåíèå ïîñòîÿííî è ðàâíî 1, áóôåð çàêðûò âñåãäà.

Íà ðèñóíêå 5 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè îòêðûòèÿ áóôåðà â îò åãî çàãðóçêè i = 0...5.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòà çàâèñèìîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíîé â îòëè÷èå îò ïðîòîêîëà
RED.

Íà Ðèñ. 6, 7, 8, 9 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà, äîïóñêàåìîãî ê îáñëóæèâàíèþ â
çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé. Êàê âèäíî èç íèõ âåëè÷èíà ïîòîêà
çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ è ïîòðåáíîñòè â îáñëóæèâàíèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé C(t).
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Ðèñ. 2. Óïðàâëåíèå ïðè i = 2.

Ðèñ. 3. Óïðàâëåíèå ïðè i = 3.

Ðèñ. 4. Óïðàâëåíèå ïðè i = 4.
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Ðèñ. 5. Ñðåäíÿÿ ïî âðåìåíè âåðîÿòíîñòü îòêðûòèÿ áóôåðà â çàâèñèìîñòè îò åãî çàãðóçêè i = 0...5 ïðè
òåðìèíàëüíîì êðèòåðèè φ0(T ) = 0, φ1(T ) = 0, φ2(T ) = 0, φ3(T ) = 2, φ4(T ) = 5, φ5(T ) = 10

Äëÿ ñîñòîÿíèé i = 0 è i = 1 âõîäíîé ïîòîê íå îãðàíè÷èâàåòñÿ. Äëÿ i = 5, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
çàïîëíåííîìó áóôåðó, âõîäíîé ïîòîê äîñòàòî÷íî ìàë, òî åñòü, õîòÿ ïîëüçîâàòåëè è ïîñûëàþò
çàÿâêè ñ äîñòàòî÷íî ìàëîé èíòåíñèâíîñòüþ C(t)/

√
λ0 + 1, ýòè çàÿâêè íå ïðèíèìàþòñÿ. Êàê

âèäíî, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå âåñüìà ïîõîæå íà äåéñòâóþùèå ïðîòîêîëû, ïðèíÿòûå äëÿ
óïðàâëåíèÿ ïîòîêàìè äàííûõ â Èíòåðíåòå.

Ðèñ. 6. Âõîäíîé ïîòîê ïðè i = 2.

8. ÂÛÂÎÄÛ È ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ
1. Â ðàáîòå èññëåäîâàíà ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ïîòîêàìè â Èíòåðíåò, îñíîâàííàÿ

íà èñïîëüçîâàíèè òåîðèè óïðàâëÿåìûõ Ìàðêîâñêèõ öåïåé. Îíà ó÷èòûâàåò àêòèâíîå ïîâå-
äåíèå ïîëüçîâàòåëåé è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äîñòóïîì, ñ ó÷åòîì
åñòåñòâåííûõ êðèòåðèåâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ôóíêöèîíèðîâàíèå ðîóòåðà -ïðîâàéäåðà.

2. Ìîäåëü îñíîâàíà íà ìåòîäàõ òåîðèè àêòèâíûõ ñèñòåì è ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ôóíêöèè
ïîëåçíîñòè ïîëüçîâàòåëåé è ðàçëè÷íûå êðèòåðèè êà÷åñòâà, õàðàêòåðèçóþùèå ôóíêöèîíè-
ðîâàíèå ñèñòåìû ïîëüçîâàòåëè - ðîóòåð ïðè íåñòàöèîíàðíûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ. Ìîäåëü
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Ðèñ. 7. Âõîäíîé ïîòîê ïðè i = 3.

Ðèñ. 8. Âõîäíîé ïîòîê ïðè i = 4.

Ðèñ. 9. Âõîäíîé ïîòîê ïðè i = 5.
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Ðèñ. 10. Ñðåäíÿÿ ïî âðåìåíè âåðîÿòíîñòü îòêðûòèÿ áóôåðà â çàâèñèìîñòè îò åãî çàãðóçêè i = 0...5 ïðè
òåðìèíàëüíîì êðèòåðèè φ0(T ) = 0, φ1(T ) = 1, φ2(T ) = 2, φ3(T ) = 3, φ4(T ) = 5, φ5(T ) = 10

äåìîíñòðèðóåò êà÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ñ ðåàëüíûìè ñèòóàöèÿìè â èíòåðíåòå, êîòîðîå
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ àíàëèçà ðåàëüíûõ ñèñòåì ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì óâåëè÷åíèè
÷èñëà ñîñòîÿíèé.

3. Ìîäåëü äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå íà òàêèå âåñüìà àêòóàëüíûå ñèòóàöèè, êàê ñëó÷àéíîå èçìå-
íåíèå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ïðèîðèòåòíîå îáñëóæèâàíèå (ýòî ëèøü ðàñøèðÿåò ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé), óïðàâëåíèå ñêîðîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ (ïàðàìåòð µ â ýòîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ
äîïîëíèòåëüíûì óïðàâëåíèåì).

4. Äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ àíàëèçà áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì, ñâÿçàííûõ íå
òîëüêî ñ óïðàâëåíèåì ïîòîêàìè äàííûõ, íî è ñ ôóíêöèîíèðîâàíèåì èåðàðõè÷åñêèõ ñèñòåì,
âîçíèêàþùèõ â ñèòóàöèè êëèåíòû - ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ (ñêëàäû, ñíàáæåíèå îãðàíè÷åí-
íûìè ðåñóðñàìè).
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