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Аннотация—Рассмотрена система массового обслуживания с прерывающимся полумар-
ковским потоком заявок и выбиванием заявок из накопителя. Новые заявки поступают на
приборы или в накопитель только на интервалах времени, когда доступ в систему открыт.
Заявки теряются, если в момент их поступления доступ в систему закрыт. Длины интерва-
лов с открытым и закрытым доступом в систему чередуются, их длины распределены по
экспоненциальному закону. Первая заявка, поступившая в систему на интервале с откры-
тым доступом, выбивает все заявки из накопителя. Для случая, когда емкость накопителя
неограниченна, найдены стационарные характеристики системы.

1. ОПИСАНИЕ СИСТЕМЫ

Мгновенное опустошение (очистка) очереди представляет собой одну из особенностей функ-
ционирования систем массового обслуживания (СМО), которые наиболее характерны для со-
временной инфотелекоммуникации. Как правило, очистка очереди возникает в случае аварий-
ных сбоев системы, например, вследствие неправильной работы обслуживающих устройств,
негативного воздействия внешних факторов, перегруженности системы, и зачастую служит
одним из этапов восстановления нормальной работы. В некоторых случаях принудительная
очистка очереди проводится в профилактических целях для предотвращения сбоев в функци-
онировании системы.

Разработка методов расчета стационарных характеристик СМО с выбиванием заявок явля-
ется продолжением исследований СМО с прерывающимся полумарковским потоком заявок,
начатых в работах [1,2]. Сами методы опираются на идеи конструктивных построений, выпол-
ненных в работе [3] для многолинейной СМО SM/MSP/n/r с полумарковским потоком заявок и
марковским обслуживанием (следует отметить, что некоторые использованные приемы отыс-
кания характеристик системы, можно найти в работах [4,5] для СМО с рекуррентным потоком
заявок). Исследования СМО с полумарковским входящим потоком, помимо упомянутых ра-
бот [1,2], можно найти в работах [6]–[20]. В частности, однолинейные СМО с полумарковским
потоком рассматривались в работах [6, 7], некоторые примеры СМО SM/M/1/r приводятся в
монографии [8]. Работы [9]–[11] посвящены однолинейным СМО SM/MSP/1 с потоком отри-
цательных заявок. В работах [12,13] рассмотрены многолинейные СМО с групповым полумар-
ковским входящим потоком и экспоненциальным обслуживанием заявок. Серия работ [14]–[17]
посвящена многолинейной СМО с полумарковским входящим потоком, обслуживанием фазо-
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вого типа и ненадежными приборами. СМО с полумарковским потоком и нестандартными
процедурами обслуживания заявок рассмотрены в работах [18]–[20].

В настоящей работе рассматривается СМО с прерывающимся потоком заявок и выбиванием
заявок из накопителя бесконечной емкости. Очистка очереди в этой СМО реализуется следу-
ющим образом. Доступ в систему для заявок, поступающих в моменты смены фаз полумар-
ковского процесса, открыт только в определенные интервалы времени, которые чередуются
с интервалами с закрытым доступом (в этом случае будем говорить, что поток заблокиро-
ван). Мгновенное опустошение очереди происходит в момент поступления первой заявки на
интервале с открытым доступом (происходит выбивание заявок из накопителя системы). На
основе методов, подробно изложенных в работах [3, 4], ниже получены математические соот-
ношения для расчета стационарных характеристик системы. Методы расчета стационарных
характеристик для аналогичной СМО с конечным накопителем можно найти в работе [2].

Обратимся теперь непосредственно к описанию рассматриваемой в настоящей работе СМО
с прерывающимся полумарковским потоком заявок и выбиванием заявок.

В системе имеется n работающих независимо друг от друга идентичных приборов, которые
обслуживают поступающие на них однотипные заявки. Каждый из приборов может находить-
ся на одной из J , 1 6 J < ∞, фаз обслуживания. Время обслуживания заявки на каждом
приборе распределено по закону фазового типа с параметрами h и H, где h — вектор-строка
размерности J , а H — квадратная матрица порядка J . Функция распределения фазового типа
времени обслуживания заявки записывается в виде (ниже через 1 будем обозначать вектор-
столбец из единиц, через 0 — нулевую вектор-строку, через E — единичную матрицу и через
0, кроме непосредственно скалярного нуля, будем обозначать нулевую матрицу, размерность
и порядок которых определяются нижним индексом или из контекста)

H(x) = 1− h eHx1. (1)

Опишем поступающий в систему поток заявок.
Рассмотрим полумарковским процесс с конечным множеством состояний {1, 2, . . . , I},

1 6 I < ∞. В каждый момент изменения состояния полумарковского процесса генерирует-
ся новая заявка, которая готова поступить в систему на обслуживание. Вероятность того,
что полумарковский процесс за время меньше x перейдет из состояния i сразу в состояние j,
i, j = 1, I, равна Aij(x). Будем рассматривать стационарный режим функционирования полу-
марковского процесса генерации заявок. Среднее время между изменениями состояний полу-
марковского процесса в стационарном режиме можно записать в виде

a = πa

∞∫
0

x dA(x)1, (2)

где πa — вектор-строка стационарных вероятностей вложенной цепи Маркова полумарков-
ского процесса, A(x) — матрица из элементов Aij(x). Будем предполагать, что 0 < a < ∞.
Заявки, которые генерируются полумарковским процессом, образуют полумарковский поток
заявок. Более подробное описание полумарковского потока, а также некоторые естественные
дополнительные предположения относительно его параметров, которые мы будем предпола-
гать выполненными, можно найти, например, в работе [3].

Процедура блокировки полумарковского потока заявок определяется следующим образом.
Пусть за «малое» время ∆ c вероятностью α∆ + o(∆) происходит блокировка потока за-

явок, поступающих в систему, а именно, начиная с этого момента, заявки, генерируемые по-
лумарковским процессом, в систему не попадают, а теряются. Заявки, находящиеся в системе,
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систему не покидают, а продолжают обслуживаться (заявки на приборах) или ожидать обслу-
живания (заявки в накопителе) до момента поступления первой заявки после разблокировки
потока. Если поток заблокирован, то за «малое» время ∆ c вероятностью β∆ + o(∆) поток
разблокируется, и заявки вновь будут поступать в систему на обслуживание. Первая заявка,
поступившая в систему на периоде времени, когда поток разблокирован, выбивает все заявки
из накопителя, если таковые имеются, а сама занимает первое место в очереди. Заявки на
приборах продолжают обслуживание. Все последующие заявки, поступающие в систему на
периоде времени, когда поток разблокирован, поступают в накопитель, если все n приборов
заняты, не выбивая другие заявки.

Будем предполагать, что интенсивность α блокировки и интенсивность β разблокировки
входящего потока — строго положительные конечные величины. Это условие и условия, на-
кладываемые на полумарковский процесс генерации заявок, обеспечивают существование ста-
ционарного режима для СМО с бесконечным накопителем.

Заявки из накопителя обслуживаются в порядке их поступления в систему. Генерация за-
явок полумарковским потоком не зависит от того, заблокировано поступление заявок в систему
или нет.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Воспользуемся построениями, полученными в работе [3] для многолинейной СМО с полу-
марковским потоком заявок и марковским обслуживанием.

Общий процесс обслуживания всеми приборами, на каждом из которых время обслужива-
ния распределено по закону фазового типа, может быть описан в виде марковского процесса
обслуживания следующим образом.

Если в системе находится k, k > 0, заявок, то процесс обслуживания может находиться
в одном из lk, lk < ∞, состояний (фаз обслуживания), причем интенсивность смены фаз
марковского процесса определяется элементами матриц Λk, k > 0, если ни одна заявка не
обслужилась, и элементами матриц Nk, k > 1, если заявка обслужилась. Предполагается, что
lk = l при k > n, Λk = Λ при k > n, а Nk = N при k > n+1. Матрицу Λ+N будем предполагать
неразложимой, а матрицу N — ненулевой.

Если в системе находится k, k = 0, n− 1, заявок, будем предполагать, что при поступле-
нии новой заявки в систему марковский процесс обслуживания переходит на фазу, которая
определяется элементами матриц Ωk.

Более подробное описание структуры такого марковского процесса, а также способ фор-
мирования его инфинитезимальной матрицы по заданному PH-распределению обслуживания
заявки на каждом приборе можно найти в работах [4, 3].

Введем следующие вспомогательные обозначения.
Обозначим через qij(x), i, j = 0, 1, вероятность того, что через время x поступление заявок

будет заблокировано, если j = 0, и поступление заявок будет разблокировано, если j = 1, при
условии, что в начальный момент времени поступление заявок заблокировано, если i = 0, и
разблокировано, если i = 1.

Можно показать [1], что

q00(x) =
α

α+ β
+

β

α+ β
e−(α+β)x,

q01(x) =
β

α+ β
− β

α+ β
e−(α+β)x,
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q10(x) =
α

α+ β
− α

α+ β
e−(α+β)x,

q11(x) =
β

α+ β
+

α

α+ β
e−(α+β)x.

Обозначим через q̃1(x) вероятность того, что за время x состояние блокировки входящего
потока заявок ни разу не поменяется при условии, что в начальный момент времени поток
заявок был разблокирован. Через q̃11(x) обозначим вероятность того, что за время x состояние
блокировки поменяется хотя бы раз, но к моменту x останется разблокированным при условии,
что в начальный момент времени поток заявок был разблокирован. Для функций q̃1(x) и q̃11(x)
нетрудно получить следующие выражения:

q̃1(x) = e−αx,

q̃11(x) =
β

α+ β
+

α

α+ β
e−(α+β)x − e−αx.

Определим следующие вспомогательные матрицы:

Aij
k =

∞∫
0

qij(x) dA(x)⊗ Fk(x), k > 0, i, j = 0, 1, (3)

Ã11
k =

∞∫
0

q̃11(x) dA(x)⊗ Fk(x), k > 0,

Ã1
k =

∞∫
0

q̃1(x) dA(x)⊗ Fk(x), k > 0, (4)

Ai1
kw =

∞∫
0

qi1(x)dA(x)⊗ (Fk,w(x)Ωw), w = 0, n, k > w, i = 0, 1,

Ãi1
kw =

∞∫
0

qi1(x)dA(x)⊗ Fk,w(x), w = 0, n, k > w, i = 0, 1, (5)

Ai0
kw =

∞∫
0

qi0(x)dA(x)⊗ Fk,w(x), w = 0, n, k > w, i = 0, 1, (6)

где матрицы Fk(x), k > 0, определяются соотношениям

F0(x) = eΛx, (7)
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Fk(x) =

x∫
0

Fk−1(y)N F0(x− y) dy, k > 1, (8)

а Fkw(x) — матрица, элементы которой представляют собой вероятности того, что за время
x обслужится k − w заявок при условии, что в начальный момент в системе было ровно k
заявок с учетом соответствующей смены фаз процессом обслуживания. Для матриц Fkw(x)
также можно выписать рекуррентные соотношения, аналогичные соотношениям (7), (8) для
матриц Fk(x), которые в точности будут совпадать с формулами, полученными для матриц
Fkw(x) при исследовании СМО SM/MSP/n/r в работе [3], и поэтому мы их не приводим. Там
же, а также в работах [4,5] можно найти алгоритмические методы численного расчета матриц
Fk(x) и Fkw(x) и матриц, аналогичных матрицам Aij

k (x) и Aij
kw(x).

3. СТАЦИОНАРНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЧИСЛА ЗАЯВОК В СИСТЕМЕ

Обозначим через τn, n > 0, последовательные моменты смены фаз полумарковского про-
цесса генерации заявок и через ξn, ηn, νn, κn обозначим соответственно фазы марковского
процесса обслуживания и полумарковского процесса генерации заявок, число заявок в си-
стеме, состояние блокировки полумарковского потока (0 — поток заблокирован, 1 — поток
разблокирован) в момент времени (τn + 0), n > 0. Рассмотрим вложенную цепь Маркова
{ζn = (ξn, ηn, νn,κn), n > 0}, образованную моментами смены фаз полумарковского процесса
генерации заявок.

Обозначим через pmik, m = 0, 1, i = lk(u − 1) + v, u = 1, I, v = 1, lk, k > 0, стационарную
вероятность того, что сразу после смены фаз полумарковского процесса в системе находится k
заявок, фаза полумарковского процесса генерации заявок находится на фазе u и марковский
процесс обслуживания находится на фазе v и, если m = 0, то поток заявок заблокирован, а,
если m = 1, то поток заявок разблокирован. Положим pm

k = (pm1k, . . . , p
m
Ilk,k

), pk = (p0
k,p

1
k),

m = 0, 1, k > 0, p = (p0,p1,p2, . . .).
Матрица переходных вероятностей вложенной цепи Маркова, порождаемой моментами сме-

ны состояний полумарковского процесса генерации заявок, принимает вид

P =


P00 P01 0 0 . . .
P10 P11 P12 0 . . .
P20 P21 P22 P32 . . .
...

...
...

...
. . .

 ,

где матрицы Pij определяются соотношениями

Pi,i+1 =

(
0 A01

i,i

0 A11
i,i

)
, i = 0, n− 1,

Pi,0 =

(
A00

i,0 0

A10
i,0 0

)
, i > 0,

Pi,j =

(
A00

i,j A
01
i,j−1

A10
i,j A

11
i,j−1

)
, i > 1, j = 1,min{i, n− 1},

Pi,n+1 =


A00

i−n−1

i−n∑
j=0

A01
j

A10
i−n−1 A11

i−n+
i−n−1∑
j=0

Ã11
j

 , i > n+ 1,
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Pn,n+1 =

(
0 A01

0

0 A11
0

)
,

Pi,i+1 = Q0 =

(
0 0

0 Ã1
0

)
, i > n+ 1, (9)

Pi,n =

(
A00

i−n A
01
i,n−1

A10
i−n A

11
i,n−1

)
, i > n,

Pi,j = Qi−j+1 =

(
A00

i−j 0

A10
i−j Ã

1
i−j+1

)
, j = n+ 2, i, i > n+ 1. (10)

Покомпонентно система уравнений равновесия (СУР) для вложенной цепи Маркова можно
записать в следующем виде:

p0 =
∞∑
i=0

piPi,0, (11)

pk =
∞∑

i=k−1

piPi,k, k = 1, n+ 1, (12)

pk =
∞∑

i=k−1

piQi−k+1, k > n+ 2, (13)

где матрицы Qk, k > 0, определяются соотношениями (9) и (10).
Можно показать, что цепь Маркова с матрицей P переходных вероятностей является поло-

жительно возвратной, а матрица P — неразложима. Известно (см. [8], теорема 1.2.1 на стр. 10),
что в этом случае система уравнений равновесия (11)–(13) имеет матрично-геометрическое ре-
шение вида

pk = pn+1G
k−n−1, k > n+ 1,

где матрица G является, в свою очередь, минимальным неотрицательным решением матрич-
ного функционального уравнения

G =
∞∑
k=0

GkQk, (14)

причем все собственные значения матрицы G по модулю строго меньше единицы. В силу этой
же теоремы последовательность {G(i), i > 0}, каждый член которой образован подстановкой
предыдущего, начиная с G(0) = O, в правую часть уравнения (14), сходится к решению этого
уравнения.

Поскольку все матрицы Qk представляют собой блочные нижние треугольные матрицы и

матрица Q∗ =
∞∑
k=0

Qk является разложимой матрицей, то и матрица G как предел последова-

тельности {G(i), i > 0} является разложимой блочной нижней треугольной матрицей, то есть
имеет вид

G =

(
G11 0
G21 G22

)
,
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где размеры блоков совпадают с соответствующими размерами блоков матриц Qk из соотно-
шения (10). Матричное уравнение (14) можно заменить следующими уравнениями для каждой
из матриц G11, G21, G22 в отдельности:

G11 =
∞∑
k=0

Gk
11A

00
k , (15)

G22 =

∞∑
k=0

Gk
22Ã

1
k+1, (16)

G21 =

∞∑
k=0

k−1∑
i=0

Gi
22G21G

k−1−i
11 A00

k +

∞∑
k=0

Gk
22A

10
k . (17)

Очевидно, что для отыскания матриц G11, G22, G21 вместо уравнения (14) можно исполь-
зовать уравнения (15)–(17), применяя к ним указанную выше итерационную процедуру.

Вектора pk, k = 0, n− 1, находятся из приведенной конечной системы уравнений

p0 =

n∑
i=0

piPi,0 + pn+1

∞∑
i=n+1

Gi−n−1Pi,0, (18)

pk =

n∑
i=k−1

piPi,k + pn+1

∞∑
i=n+1

Gi−n−1Pi,k, k = 1, n+ 1, (19)

Система уравнений (18), (19) имеет единственное с условием нормировки следующего вида:

n∑
k=0

pk + pn+1(I −G)−11 = 1.

4. ВЕРОЯТНОСТЬ ПОТЕРИ ЗАЯВКИ

Обозначим через qmik , m = 0, 1, i = lk(u − 1) + v, u = 1, I, v = 1, lk, k > 0, стационарную
вероятность того, что непосредственно до момента смены фаз процесса генерации заявок в
системе было k других заявок, полумарковский процесс генерации заявок находился на фазе u,
марковский процесс обслуживания — на фазе v и, если m = 0, то поступление заявок в систему
было заблокировано, а если m = 1, то поступление заявок в систему было разблокировано.
Положим qmk = (qm1k, . . . , q

m
Ilk,k

), qk = (q0k, q
1
k), m = 0, 1, k > 0.

Векторы qk, k > 0, стационарных вероятностей того, что поступающая заявка застанет в
системе k других заявок и соответствующие фазы процессов генерации и обслуживания, для
случая бесконечного накопителя имеют вид

qk =

∞∑
j=k

pjP̃j,k, k = 0, n− 1, (20)

qk =

∞∑
j=k

pjP̃j−k, k > n, (21)

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 9 № 3 2009



154 ЧАПЛЫГИН

где матрицы P̃ij , P̃k определяются соотношениями

P̃ij =

(
A00

ij Ã
01
ij

A10
ij Ã

11
ij

)
, i > j, j = 0, n− 1, (22)

P̃k =

(
A00

k A01
k

A10
k A11

k

)
, k > 0,

а матрицы Ak, Ai0
kw, Ãi1

kw определяются, в свою очередь, соотношениями (3)–(6). В формуле (22)
стоят матрицы Ã01

ij и Ã11
ij вместо соответственно A01

ij и A11
ij , поскольку розыгрыш фаз проис-

ходит только в момент смены фаз полумарковского процесса генерации заявок и учитывать
его с помощью матриц Ωk не требуется.

Получим соотношения, связывающие вектора qk и pk, k > 0.
Запишем вначале СУР (11)–(13) следующим образом.
При k = 0:

p0
0 =

∞∑
i=0

p0
iA

00
i0 +

∞∑
i=0

p1
iA

10
i0 , (23)

p1
0 = 0,

При k = 1, n− 1:

p0
k =

∞∑
i=k

p0
iA

00
ik +

∞∑
i=k

p1
iA

10
ik , k = 1, n− 1, (24)

p1
k =

∞∑
i=k−1

p0
iA

01
i,k−1 +

∞∑
i=k−1

p1
iA

11
i,k−1, k = 1, n− 1, (25)

При k = n:

p0
n =

∞∑
i=n

p0
iA

00
i−n +

∞∑
i=n

p1
iA

10
i−n, (26)

p1
n =

∞∑
i=n−1

p0
iA

01
i,n−1 +

∞∑
i=n−1

p1
iA

11
i,n−1, (27)

При k = n+ 1:

p0
n+1 =

∞∑
i=n+1

p0
iA

00
i−n−1 +

∞∑
i=n+1

p1
iA

10
i−n−1, (28)

p1
n+1 =

∞∑
i=n

p0
i

i−n∑
j=0

A01
j +

∞∑
i=n

p1
iA

11
i−n +

∞∑
i=n+1

p1
i

i−n−1∑
j=0

Ã11
j , (29)
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При k > n+ 2:

p0
k =

∞∑
i=k

p0
iA

00
i−k +

∞∑
i=k

p1
iA

10
i−k, (30)

p1
k =

∞∑
i=k−1

p1
i Ã

1
i−k+1, (31)

Теперь обратимся к соотношениям (20), (21) для векторов qk, k > 0.
При k = 0, n− 1:

q0k =

∞∑
j=k

p0
jA

00
j,k +

∞∑
j=k

p1
jA

10
j,k, k = 0, n− 1, (32)

q1k =
∞∑
j=k

p0
j Ã

01
j,k +

∞∑
j=k

p1
j Ã

11
j,k, k = 0, n− 1, (33)

При k > n:

q0k =
∞∑
j=k

p0
jA

00
j−k +

∞∑
j=k

p1
jA

10
j−k, k > n, (34)

q1k =

∞∑
j=k

p0
jA

01
j−k +

∞∑
j=k

p1
jA

11
j−k, k > n, (35)

Сравнение формул (23), (24), (26), (28), (30) и (32), (34) дает соотношения

p0
k = q0k, k > 0, (36)

формул (25), (27) и (33) — соотношения

p1
k+1 = q1k(Em ⊗ Ωk), k = 0, n− 1,

и, наконец, формулы (29), (31), (35) приводят к равенству
∞∑

k=n+1

p1
k+1 =

∞∑
k=n

q1k.

Заметим, что для векторов qk, k > 0, выполняется очевидное соотношение
∞∑
k=0

qk1 = 1.

Cоотношения для вероятности π1 того, что новая заявка в момент генерации не встанет
на прибор и не попадет в накопитель, и для вероятности π2 того, что в момент генерации не
попадет в накопитель, принимают вид

π1 =

∞∑
i=0

q0k1, (37)
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π2 =

n−1∑
i=0

qk1+

∞∑
i=n

q0k1. (38)

Убедимся в том, что вероятность π1 не зависит от параметров обслуживания. Выражение
(37) для π1 с учетом формул (36), (32), (34) можно переписать следующим образом:

π1 =

∞∑
i=0

q0k1 =

∞∑
i=0

p0
k1

=
n−1∑
k=0

 ∞∑
j=k

p0
jA

00
j,k1+

∞∑
j=k

p1
jA

10
j,k1

+
∞∑
k=n

 ∞∑
j=k

p0
jA

00
j−k +

∞∑
j=k

p1
jA

10
j−k

1

=

n−1∑
j=0

p0
j

j∑
k=0

A00
j,k1+

∞∑
j=n

p0
j

(
n−1∑
k=0

A00
j,k1+

j∑
k=n

A00
j−k1

)

+

n−1∑
j=0

p1
j

j∑
k=0

A10
j,k1+

∞∑
j=n

p1
j

(
n−1∑
k=0

A10
j,k1+

j∑
k=n

A10
j−k1

)

=

n−1∑
j=0

p0
j

 ∞∫
0

q00(x)dA(x)⊗ E

1+

∞∑
j=n

p0
j

∞∫
0

q00(x)dA(x)⊗ E1

+

n−1∑
j=0

p1
j

∞∫
0

q10(x)dA(x)⊗ E1+

∞∑
j=n

p1
j

∞∫
0

q10(x)dA(x)⊗E1

= π̂0

∞∫
0

q00(x)dA(x)1+ π̂1

∞∫
0

q10(x)dA(x)1 = π̂01,

где вектор-строки π̂0 и π̂1 определяются из СУР

(π̂0, π̂1) = (π̂0, π̂1)

∞∫
0

B(x)⊗ dA(x),

B =

(
q00(x) q01(x)
q10(x) q11(x)

)
с условием нормировки (π̂0 + π̂1)1 = 1.
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5. СРЕДНЕЕ ВРЕМЯ ПРЕБЫВАНИЯ ЗАЯВКИ В СИСТЕМЕ

В этом пункте получим соотношения, позволяющие рассчитывать среднее время ожидания
начала обслуживания и среднее время пребывания заявки, попавшей в систему и не выбитой
другими заявками.

Введем вектор-строки p̂k(j) = (p̂0
k(j), p̂

1
k(j)), p̂

m
k (j) = (p̂m1k(j), . . . , p̂

m
Il,k(j)), k > 1, j > 0,

m = 0, 1, где p̂mik(j), i = l(u − 1) + v, u = 1, I, v = 1, l, представляет собой стационарную
вероятность того, что произвольная заявка попадет в накопитель и после j-го момента смены
фаз полумарковского процесса останется в накопителе на k-м месте, причем полумарковский
процесс генерации заявок будет находиться на фазе u, марковский процесс обслуживания
— на фазе v и, если m = 0, то поступление заявок в систему было заблокировано, а если
m = 1, то поступление заявок в систему было разблокировано. Обозначим через p̂(j), j > 0,
вектор-строку p̂(j) = (p̂1(j), p̂2(j), . . .). Заметим, что вектор p̂(0) представляет собой вектор
стационарных вероятностей того, что новая заявка попадет в накопитель при соответствующих
значениях фаз процессов генерации и обслуживания. Другими словами,

p̂(0) = (0Il,p
1
n+1,0Il,p

1
n+2, . . .).

Рассмотрим блочную матрицу

P̂ =


P̂n+1,n+1 0 0 . . .

P̂n+2,n+1 P̂n+2,n+2 0 . . .

P̂n+3,n+1 P̂n+3,n+2 P̂n+3,n+3 . . .
...

...
...

. . .

 ,

где

P̂i,j =

(
A00

i−j 0

A10
i−j Ã

1
i−j

)
, j = n+ 1, i, i > n+ 1.

Вектор p̂(1) найдем по формуле

p̂(1) = p̂(0)P̂ .

Покомпонентно для вектора p̂(1) имеем

p̂0
i (1) =

∞∑
k=n+i

p1
kA

10
k−(n+i), i > 1,

p̂1
i (1) =

∞∑
k=n+i

p1
kÃ

1
k−(n+i) = p1

n+i+1, i > 1.

Составляющие остальных векторов p̂(j), j > 2, в силу уравнений (31) находятся рекур-
рентно из соотношений

p̂0
i (j) =

∞∑
k=i

p0
k(j − 1)A00

k−i +

∞∑
k=i

p1
n+k+j−1A

10
k−i, i > 1, j > 2,

p̂1
i (j) = p1

n+i+j , i > 1, j > 2.
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Вероятность того, что заявка, попав в накопитель, затем попадет на прибор между j-м и
(j + 1)-м моментом смены фаз процесса генерации равна p̂(j)p∗, где вектор p∗ имеет вид

p∗ = (p∗T
1 ,p∗T

2 , . . .)T ,

p∗
k =


n∑

i=0
(A00

n+k,i +A01
n+k,i)1

n∑
i=0

(A10
n+k,i +A11

n+k,i)1

 .

Таким образом, вероятность ψ1 того, что заявка, попав в систему, будет обслужена, равна

ψ1 =
1

1− π1

 n∑
k=1

p1
k1+

∞∑
j=0

p̂(j)p∗

 .

Вероятность ψ2 того, что заявка, попав в систему, будет выбита другой заявкой, определя-
ется соотношением

ψ2 =
1

1− π1

∞∑
j=0

p̂(j)p̄, (39)

где

p̄ = (p̄T
1, p̄

T
2, . . .)

T ,

p̄k =


k−1∑
j=0

A01
j 1

k−1∑
j=0

Ã11
j 1

 , k > 0.

Можно показать, что выполняется очевидное соотношение ψ1 + ψ2 = 1.
Обозначим через ak, k = 1, r, вектор-столбец, координатами которого являются средние

времена, проведенные заявкой, находившейся в накопителе на k-м месте сразу после очеред-
ного момента смены фаз процесса генерации при соответствующих значениях фаз процесса
генерации и процесса обслуживания, до момента попадания этой заявки на прибор при усло-
вии, что она попадет на прибор до следующего момента смены фаз процесса генерации. Для
векторов ak справедливы соотношения

ak =

∞∫
0

(1−A(x)1)⊗ (Fk−1(x)N1)xdx, k > 1, (40)

где матрицы Fk(x), k > 0, вычисляются с помощью формул (7), (8).
Выражение для среднего времени w∗ ожидания начала обслуживания попавшей в накопи-

тель заявки при условии, что она не будет выбита, записывается в виде

w∗ =
1

1− π2

∞∑
j=0

p̂(j)(ja1+ a),
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где вектор a имеет вид a = (aT
1 ,a

T
2 , . . .)

T , вектора ak, k > 1, определяются формулой (40),
среднее время a между сменами фаз полумарковского процесса — формулой (2), а вероят-
ность ψ2 — формулой (39).

Среднее время w ожидания начала обслуживания попавшей в систему заявки, не выбитой
другими заявками, можно записать в виде

w =
1

1− π1

∞∑
j=0

p̂(j)(ja1+ a).

Среднее время v пребывания заявки в системе можно отыскать по формуле

v =
1

1− π1

b n∑
k=1

p1
k1+

∞∑
j=0

p̂(j)(ja1+ a+ b1)

 ,
где b = −hH−11 — среднее время обслуживания заявки, а h и H — параметры распределе-
ния (1) фазового типа на отдельном приборе.

Таким образом, в настоящей работе разработаны методы расчета стационарных характери-
стик для СМО с прерывающимся полумарковским потоком заявок, обслуживанием фазового
типа на каждом приборе и выбиванием заявок из накопителя бесконечной емкости первой
заявкой, поступившей на периоде времени, когда доступ для поступления заявок в систему
открыт. Для этой системы получены математические соотношения, позволяющие производить
численные расчеты стационарного распределения числа заявок, вероятности потери заявки,
вероятности того, что заявка, попав в систему, будет выбита другими заявками, средних вре-
мен ожидания начала обслуживания и пребывания в системе заявки, попавшей в систему и
не выбитой другими заявками.
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