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Àííîòàöèÿ�Èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà çàíÿòîñòè â êîíñåðâàòèâ-
íîé ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ M/G/1/∞ ïðè êðèòè÷åñêîé çàãðóçêå ρ = 1. Ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé.
Èññëåäîâàíû äâà ñëó÷àÿ: êîíå÷íûé è áåñêîíå÷íûé âòîðîé ìîìåíò ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè
îáñëóæèâàíèÿ. Ïåðâûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàëñÿ ðàíåå â [7], ãäå íå ïðåäïîëàãàëîñü,
÷òî ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ È ÏÎÄÃÎÒÎÂÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà çàíÿòîñòè â êîíñåðâà-
òèâíîé ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ M/G/1/∞ ïðè êðèòè÷åñêîé çàãðóçêå ρ = 1. Â ñèñòåìó ïîñòóïàåò
îäíîðîäíûé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê òðåáîâàíèé èíòåíñèâíîñòè λ, äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè (í.î.ð.) ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè B,
èìåþùèìè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ B(x) = P(B ≤ x) ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà�Ñòèëòüåñà
(ÏËÑ) β(s) = E[e−sB] è ìîìåíòàìè βi, i = 1, 2, . . .. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà çàíÿòîñòè
Π(x) = P(Π ≤ x) èìååò ÏËÑ π(s) = E[e−sΠ]. Ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Π
îáîçíà÷àþòñÿ πi, i = 1, 2, . . ., çàãðóçêà ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ åñòü ρ = λβ1. Óñëîâèå ρ < 1 ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ñèñòåìû.
Õîðîøî èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.1 ([5, 7, 9, 12]). Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà�Ñòèëòüåñà ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà çàíÿ-
òîñòè â êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå M/GI/1 óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ Êåí-
äàëëà�Òàêà÷à

π(s) = β(s + λ− λπ(s)). (1.1)

Óðàâíåíèå (1.1) îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ ôóíêöèþ π(s), àíàëèòè÷åñêóþ â ïîëóïëîñêî-
ñòè Re s > 0, â êîòîðîé |π(s)| ≤ 1. Ôóíêöèÿ π(s) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ìîíîòîííîé. If ρ ≤ 1,
òî π(0+) = Π(+∞) = p∗ = 1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå π(0+) < 1, Π(+∞) = p∗, ãäå p∗ åñòü
åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ p∗ = β(λ− λp∗) â (0, 1).

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) [7, �4.2]. Ïðè ρ < 1 óðàâíåíèå (1.1)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 0 < π(s) ≤ 1, ïðè÷åì π(0) = 1 è π(s) → 1 ïðè s → 0. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïåðèîä çàíÿòîñòè êîíå÷åí ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Äèôôåðåíöèðóÿ (1.1) ïî s (è ïåðåõîäÿ
ê ïðåäåëó ïðè s ↓ 0 c èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ), íåòðóäíî ïîëó÷èòü

E[Π] = π1 = β1/(1− ρ), (1.2)
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èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî E[Π] < ∞.

Ïðè ρ = 1 óðàâíåíèå (1.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå π(s), è π(s) → 1 ïðè s → 0. Îäíàêî
òåïåðü E[Π] = ∞.

Êîãäà ρ > 1, óðàâíåíèå (1.1) ïðè s = 0 èìååò äâà ðåøåíèÿ π1(0) = 1 è π2(0) < 1, èç êîòîðûõ
ìû äîëæíû âûáðàòü ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå. Ïðè s > 0 ýòî æå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå π(s), ïðè÷åì π(s) → π2(0) ïðè s → 0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïåðèîä çàíÿòîñòè ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèå +∞ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−π2(0). Èíûìè ñëîâàìè, 1−Π(x), ò.å. õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ
ïåðèîäà çàíÿòîñòè, åñòü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, ÷òî ïåðèîä çàíÿòîñòè çàêîí÷èòñÿ ïîñëå ìîìåíòà
âðåìåíè x, åñëè îí âîîáùå êîí÷èòñÿ. Ïðè ρ > 1 ñóùåñòâóþò òðè âîçìîæíîñòè:

1. Ïåðèîä çàíÿòîñòè çàêîí÷èòñÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè x.
2. Ïåðèîä çàíÿòîñòè çàêîí÷èòñÿ ïîñëå ìîìåíòà âðåìåíè x.
3. Ïåðèîä çàíÿòîñòè íèêîãäà íå çàêîí÷èòñÿ.

Õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà çàíÿòîñòè îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ 2.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (ïî t) íåñòàöèîíàðíîé âåðîÿòíîñòè îòñóò-
ñòâèÿ òðåáîâàíèé â ñèñòåìå M/G/1 â ìîìåíò t (ò.å. âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ, ÷òî ÷èñëî òðåáîâàíèé
L(t) â ìîìåíò t ðàâíî 0) P00(t) = P(L(t) = 0|L(0) = 0) òåñíî ñâÿçàíî ñ òåîðåìîé 1.1, ïîñêîëüêó

p00(s) =
∫ ∞

0−
e−st P00(t) dt =

1
s + λ− λπ(s)

(1.3)

(ñì. [7, �4.3] and [16,17]).

Ïîâåäåíèå õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà çàíÿòîñòè â ñèñòåìå M/G/1 ïðè ρ < 1 õîðîøî
èçó÷åíî (ñì., íàïðèìåð, êëàññè÷åñêèå êíèãè [1,2,6,7]). Îäíàêî ïðè êðèòè÷åñêîé çàãðóçêå ρ = 1
î õâîñòå ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà çàíÿòîñòè èçâåñòíî íåìíîãîå. Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ôàêòîâ
ìîæíî íàéòè â [7, ïóíêò 3 �4.3] (ñì. äîïîëíèòåëüíî [6, �5.6]). Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ
çàïîëíåíèå ýòîãî ïðîáåëà äëÿ ñëó÷àÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ (regularly varying) [4] ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ B(x). Áóäóò ðàññìîòðåíû äâà ñëó÷àÿ: β2 < ∞ è β2 = ∞.

2. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÕÂÎÑÒÀ ÏÅÐÈÎÄÀ ÇÀÍßÒÎÑÒÈ

2.1. Âòîðîé ìîìåíò âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ êîíå÷åí

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.1. Åñëè B(x) ∈ RV (−a), a > 2 1, òî

P(Π > x) ∼ β1

√
xβ1

2πβ2
, x →∞. (2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçó÷èì ïîâåäåíèå ôóíêöèè π(s) ïðè s ↓ 0. Ïîëîæèì π(s) = 1− ε. Èñïîëü-
çóÿ ðàçëîæåíèå ÏËÑ β(s) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè s ïðè ìàëûõ s

β(s) = 1− β1s +
β2

2!
s2 + o(s2), s ↓ 0

(ñð. ñ òåîðåìîé 12.6 â [10]) è ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (1.1),
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

1− ε = 1− β1(s + λε) +
β2

2!
(s + λε)2 + o((s + λε)2). (2.2)

1 Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ 1 − B(x) ∼ Cx−a`(x), ãäå C � êîíñòàíòà, à `(x) åñòü ìåäëåííî
ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ ïðè x→∞, ñì., íàïðèìåð, [4, 16]. Êðîìå òîãî, åñëè a > 2, òî β2 = P[B2] <∞.
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Ïîñêîëüêó ρ = λβ1 = 1, òî (2.2) ñâîäèòñÿ ê

β1s =
β2

2!
(s + λε)2 + o((s + λε)2).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî s + λε =
√

2β1s
β2

[1 + o(1)], ò.å.

1− π(s) = β1

√
2β1s

β2
[1 + o(1)], s ↓ 0. (2.3)

Ïðèìåíèì òåïåðü ê ðàâåíñòâó (2.3) òàóáåðîâó òåîðåìó Áèíãõåìà è Äîíè (ñì. òåîðåìó À
â [3], îòðàæåííóþ òàêæå â [4, òåîðåìà 8.1.6], â [16, òåîðåìà â ñíîñêå 36]) è â ïðèëîæåíèè ê
ýòîé ñòàòüå. Ýòà òàóáåðîâà òåîðåìà, âïåðâûå äîêàçàííàÿ â êîíòåêñòå ñóïåðêðèòè÷åñêèõ âåòâÿ-
ùèõñÿ ïðîöåññîâ Ãàëüòîíà�Âàòñîíà, äàåò õàðàêòåðèçàöèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ õâîñòà
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èç êëàññà RV (−a) â òåðìèíàõ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä
Òåéëîðà ÏËÑ ýòîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà s. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå, ÷òî Γ(−1/2) = −2

√
π (Γ(·) åñòü ãàììà�ôóíêöèÿ), à ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ

`(x) ðàâíà 1, èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà (2.3) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå (2.1). ut

Ñëåäñòâèå 2.1. ÏËÑ p00(s), ïðåäñòàâëåííîå ôîðìóëîé (1.3), èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàç-
ëîæåíèå

p00(s) =

√
β2

2β1s
+ o

(
1√
s

)
, s ↓ 0. (2.4)

Ðàâåíñòâî (2.4) ýêâèâàëåíòíî

P(L(t) = 0|L(0) = 0) =

√
β2

2πβ1t
+ o

(
1√
t

)
, t → +∞. (2.5)

Çàìå÷àíèå 2.1. Â êíèãå [7] ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 2.1 èñïîëüçîâàëàñü äðóãàÿ òàóáå-
ðîâà òåîðåìà èç [8, c. 133], ïîäîáíàÿ òåîðåìå èç ñòàòüè [11]. Ýòè òåîðåìû ñâÿçûâàþò àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè x →∞ ñ åå ÏËÑ (àðãóìåíò s) â îêðåñòíîñòÿõ
ïîëþñîâ ÏËÑ. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ýòî áîëåå îáùèå òàóáåðîâû òåîðåìû, ïîñêîëüêó ìîãóò ïðè-
ìåíÿòüñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé íå òîëüêî ñ ïîëèíîìèàëüíûìè õâîñòàìè, íî è ñ
ýêñïîíåíöèàëüíûìè õâîñòàìè (èëè èõ êîìáèíàöèÿìè). Îäíàêî ýòè òàóáåðîâû òåîðåìû íåëüçÿ
ïðèìåíÿòü â ñëó÷àÿõ, êîãäà àñèìïòîòèêà îïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè.
Â ýòîì ñìûñëå èñïîëüçîâàííàÿ íàìè òàóáåðîâà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ìîùíîé.

2.2. Âòîðîé ìîìåíò âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ áåñêîíå÷åí

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.2. Åñëè B(x) ∈ RV (−a), a ∈ (1, 2) 2, òî

P(Π > x) ∼ 1
C Γ(1− 1/a)

(
β1

−Γ(1− a)

)1/a

x−1/a, x →∞, (2.6)

ãäå Γ(·) åñòü ãàììà�ôóíêöèÿ.
2 Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ 1 − B(x) ∼ Cx−a`(x), ãäå C � êîíñòàíòà, à `(x) åñòü ìåäëåííî
ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ ïðè x→∞ [4]. Êðîìå òîãî, åñëè a ∈ (1, 2), òî β2 = P[B2] =∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òàóáåðîâîé òåîðåìû Áèíãõåìà�Äîíè (ñì. ïðèëîæåíèå), ÏËÑ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ B(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

β(s) = 1− β1s + (−Γ(1− a))Csa + o(sa), s ↓ 0. (2.7)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåíñòâî (2.7) â ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (1.1), ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ðàâåíñòâî

1− π(s) ∼ 1
C

a

√
β1

−Γ(1− a)
a
√

s, s ↓ 0. (2.8)

Ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå ê ðàâåíñòâó (2.8) òàóáåðîâîé òåîðåìû èç ïðèëîæåíèÿ ïðèâîäèò ê óòâåð-
æäåíèþ (2.6). ut

Çàìå÷àíèå 2.2. Òåîðåìà 2.2 ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèé èíòåðåñíûé âûâîä: åñëè ρ = 1,
òî ÷åì òÿæåëåå õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, òåì ëåã÷å õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ
ïåðèîäà çàíÿòîñòè.

Çàìå÷àíèå 2.3. Â ñèëó êîíñåðâàòèâíîñòè ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ è ðàâåíñòâà (1.3) äîêàçàí-
íûå óòâåðæäåíèÿ äîïîëíÿþò èçâåñòíûå èç ïóáëèêàöèé [13�15] ðåçóëüòàòû èçó÷åíèÿ ñòîõàñòè-
÷åñêèõ ñèñòåì ñ ðàçäåëåíèåì ïðîöåññîðà.

3. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ìû ðàññìîòðåëè êîíñåðâàòèâíóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ ñèñòåìó M/G/1/∞, â êîòîðîé ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ ïðèíàäëåæèò êëàññó ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé.
Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèîíèðóåò â óñëîâèÿõ êðèòè÷åñêîé çàãðóçêè (îòíîøåíèå èí-
òåíñèâíîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà ê èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ ðàâíî åäèíèöå). Èññëåäîâàíî
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà çàíÿòîñòè â òàêîé ñèñòåìå îáñëó-
æèâàíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ êîíå÷íîé è áåñêîíå÷íîé äèñïåðñèè âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ. Îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå òåîðåìàìè 2.1, 2.2 è çàìå÷àíèåì 2.2, äîêàçàíû ñ ïîìîùüþ ïðè-
ìåíåíèÿ òàóáåðîâîé òåîðåìû Áèíãõåìà è Äîíè (1974).

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Òàóáåðîâà òåîðåìà Áèíãõåìà è Äîíè [3, Th. A], [4, Th. 8.1.6, pp. 333�334].

Òåîðåìà ïðèâîäèòñÿ íå â ñàìîé îáùåé ôîðìå.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Q(x) = P(Q ≤ x) èìååò n ìîìåíòîâ q1, . . . , qn è
q0 = 1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Q(x) ∈ RV (−a), a > 0 è èìååò ÏËÑ q(s). Îïðåäåëèì

dn(s) = (−1)n+1

[
q(s)−

n∑
i=0

(−s)i/i!

]
.

Ïðè n < a < n + 1, n = 1, 2, . . . è êîíñòàíòå C > 0, ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

dn(s) = (C + o(1))sa`(1/s), s ↓ 0,

1−Q(x) = (C + o(1))(−1)nx−a`(x)/Γ(1− a), x →∞,

ãäå Γ : (0,∞) → R+ åñòü ãàììà�ôóíêöèÿ.

Ñëó÷àé öåëîãî a ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì. Â ñóùíîñòè, ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà åñòü îäèí èç
âàðèàíòîâ ôîðìàëüíîãî îáîñíîâàíèÿ (äëÿ êëàññà RV (−a)) ïåðâîãî ïðèíöèïà îïåðàöèîííîãî
èñ÷èñëåíèÿ, óñòàíîâëåííîãî Õåâèñàéäîì (Heaviside) â áîëåå îáùåì ñëó÷àå.
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