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Аннотация—В дополнение к существующим, выводится еще одна формула для нестаци-
онарного распределения числа требований в системе M/G/1 c эгалитарным разделением
процессора.

1. ВВЕДЕНИЕ

В [1,2] решена проблема нахождения нестационарного распределения числа требований L(t)
в момент t в системе M/G/1 с эгалитарным разделением процессора (EPS). (При дисциплине
EPS каждое из n > 0 требований, содержащихся в системе, обслуживается с (переменной)
скоростью 1/n.) До появления [1,2] эта задача считалась не поддающейся аналитическому ре-
шению, к которому удалось прийти только благодаря развитию метода “разложения на элемен-
ты задержки”, введенного в [3]. При нулевом начальном условии решение имеет удивительно
простой вид

g0(z, s)
∆
=

∫ ∞

0
e−stE

[
zL(t) |L(0) = 0

]
dt =

1

s+ λ(1− z)(1− π(s))
, Re s > 0, |z| ≥ 1. (1.1)

Здесь g0(z, s) есть преобразование Лапласа по t (аргумент s) производящей функции (с
аргументом z) числа требований L(t) в момент t, t ∈ [0,∞), a π(s) — минимальное положи-
тельное решение функционального уравнения Кендалла–Такача для преобразования Лапласа–
Стилтьеса (ПЛС) распределения периода занятости [4]

π(s) = β(s+ λ− λπ(s)). (1.2)

(В (1.2) β(s) есть ПЛС распределения времени обслуживания, а λ – интенсивность входящего
потока, см. начало следующего раздела.)

Позднее для вывода (1.1) (среди прочих результатов) в [5,6] был использован другой (более
традиционный) метод введения дополнительных переменных. Дополнительными переменны-
ми служили достигнутые длительности обслуживания (возраст) каждого из L(t) > 0 тре-
бований, присутствующих в системе. В частности, в [5] приведено доказательство одного из
основных результатов (формула (3.30)). (В качестве следствия этой формулы можно полу-
чить равенство (1.1).) Такие же дополнительные переменные использовались также в [7], в
которой рассматривался нестационарный режим усложненной системы M/G/1—EPS c допол-
нительным пуассоновским процессом катастроф (см. также по этому поводу [6]). Однако бо-
лее простой способ получения нестационарного распределения числа требований заключается
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в использовании дополнительных переменных, имеющих смысл остаточной длительности об-
служивания каждого из L(t) > 0 требований (ср. с [2,3,8], а также с книгой [9]). Этому вопросу
(применительно к системе M/G/1—EPS) и посвящена данная статья.

2. РЕЗУЛЬТАТ И ЕГО ДОКАЗАТЕЛЬСТВО

Рассмотрим систему обслуживания M/G/1 с дисциплиной эгалитарного разделения процес-
сора (EPS), при которой каждое из n > 0 из присутствующих в системе требований обслужива-
ется одновременно с другими со скоростью 1/n. В моменты поступлений новых требований или
ухода из системы полностью обслуженных требований происходят скачки скорости обслужива-
ния. На вход системы поступает пуассоновский поток требований интенсивности λ, требуемые
длительности обслуживания (длины) распределены произвольно с функцией распределения
B(x) ((B(0+) = 0, B(∞) = 1). Математическое ожидание этой функции распределения есть
β1 < ∞, а ПЛС имеет вид β(s) =

∫ +∞
0− e−sx dB(x).

Пусть Ri(t) при 1 ≤ i ≤ L(t) есть остаточное время обслуживания i-го из L(t) ≥ 1 требова-
ний системы EPS в момент t. Тогда X0(t) = {L(t), Ri(t), i = 1, . . . , L(t); t ≥ 0} будет кусочно-
линейным марковским процессом с дискретным вмешательством случая. Пространство состо-
яний процесса X0(t) состоит из множеств {∅},{x1},{x1, x2} и т.д. Здесь xi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n,
n = 1, 2, . . .. Нумерация требований предполагается случайной. Также дополнительно предпо-
лагается для простоты, что случайный вектор

(
R1(t), R2(t), . . . , RL(t)(t)

)
является абсолютно

непрерывным. (Это означает, в частности, что функция распределения B(·) имеет плотность
β(·).) При L(t) = 0 дополнительные переменные, естественно, отсутствуют.

Процесс X0(t) характеризуется функциями

Pn(t;x1, . . . , xn)dx1 dx2 . . . , dxn = P{L(t) = n; Ri(t) ∈ [xi, xi+dxi), i = 1, 2, . . . , n}, n = 1, 2, . . .

и Pn(t) = P{L(t) = n}, n = 0, 1, 2, . . .. Отметим, что

Pn(t) =

∫ ∞

0
. . .

∫ ∞

0
Pn(t;x1, . . . , xn) dx1, . . . , dxn.

Введем обозначение pn(s;x1, . . . , xn) для преобразования Лапласа (ПЛ) по t функции
Pn(t;x1, . . . , xn). Положим также P00(t) = P{L(t) = 0|L(0) = 0}, а ПЛ по t этой функции будем
обозначать в дальнейшем через p̃00(s).

Справедлива

Теорема 2.1. При нулевом начальном условии ПЛ pn(s;x1, . . . , xn) имеет вид

pn(s;x1, . . . , xn) = p̃00(s)(s+ λ)n
n∏

i=1

(
1− λ

s+ λ
B(xi)

)
, n = 1, 2, . . . . (2.1)

Доказательство. В [3,2] выведена система дифференциальных уравнений с частными про-
изводными первого порядка, описывающих эволюцию процесса X0(t) (при нулевых начальных
условиях). Функция Pn(t;x1, . . . , xn) удовлетворяет этой системе уравнений

∂P1(t;x)

∂t
− ∂P1(t;x)

∂x
+ λ[P1(t;x)− P00(t)β(x)]−

1

2
[P2(t; 0, x) + P2(t;x, 0)] = 0, (2.2)
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∂Pn(t;x1, . . . , xn)

∂t
− 1

n

n∑
i=1

∂Pn(t;x1, . . . , xn)

∂xi
+ λPn(t;x1, . . . , xn)−

−λ

n

n∑
i=1

Pn−1(t;x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)β(xi)−
1

n+ 1

n+1∑
i=1

Pn+1(t;x1, . . . , xi−1, 0, xi, . . . , xn) = 0.

(2.3)

(В последнем уравнении n = 2, 3, . . ..)
Опущенные детали вывода этой системы уравнений содержатся в [3, 2]. Однако в указан-

ных работах уравнения решаются только для стационарного случая, а нестационарный режим
изучается с помощью случайной замены времени – специального преобразования исследуемого
случайного процесса, см. [2,5]. (Именно случайная замена времени дала возможность впервые
получить (1.1).) Далее мы действуем, в сущности, также как в [5, 6, 8] c очевидными отличи-
ями (где это необходимо), обусловленными различным видом дополнительных переменных.
Переписывая равенства (2.2), (2.3) в терминах ПЛ по t, приходим к уравнениям

−∂p1(s;x)

∂x
+ (s+ λ)p1(s;x)− λp̃00(s)β(x)−

1

2
[p2(s; 0, x) + p2(s;x, 0] = 0, (2.4)

− 1

n

n∑
i=1

∂pn(s;x1, . . . , xn)

∂xi
+ (s+ λ)pn(s;x1, . . . , xn)−

− λ

n

n∑
i=1

pn−1(s;x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)β(xi)−
1

n+ 1

n+1∑
i=1

pn+1(s;x1, . . . , xi−1, 0, xi, . . . , xn) = 0.

(2.5)

Функция

pn(s;x1, . . . , xn) = C(s)(s+ λ)n
n∏

i=1

(
1− λ

s+ λ
B(xi)

)
, n = 1, 2, . . . . (2.6)

удовлетворяет системе уравнений (2.4), (2.5) и является ее решением (мы не занимались обос-
нованием единственности решения). Подставляя (2.6) в (2.4) и принимая во внимание, что
p̃00(s) = (s + λ − λπ(s))−1 (см., например, [2]) (здесь π(s) есть минимальное положительное
решение известного функционального уравнения Кендалла–Такача — см. (1.2)— для распре-
деления периода занятости в системе M/G/1 c любой консервативной дисциплиной) получаем
утверждение (2.1) теоремы 2.1.

⊓⊔

Замечание 2.1. Преобразование Лапласа p̃00(s) вероятности нахождения системы в свобод-
ном от требований состоянии является решением функционального уравнения

p̃00(s) =

∫ ∞

0
e−stP00(t) dt =

1

s+ λ− λβ(1/p̃00(s))
, (2.7)

см. [5, Corollary 3.2]. Это уравнение тесно связано с известным функциональным уравнением
Кендалла–Такача для периода занятости (1.2) [4].

К равенству (1.1) для нестационарного распределения числа требований L(t) в момент t
в системе M/G/1 с эгалитарным разделением процессора, полученному в терминах двойных
преобразований, можно, в частности, прийти теперь, используя теорему 2.1 в качестве от-
правного пункта. Хорошо известные (геометрические) стационарные вероятности состояний
системы M/G/1—EPS нетрудно получить при t → ∞ и ρ < 1 в качестве другого следствия
теоремы с помощью классических тауберовых теорем.
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3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Методом введения дополнительных переменных, имеющих смысл остаточных длительно-
стей обслуживания, выведено выражение для совместной нестационарной плотности вероят-
ности наличия в системе M/G/1—EPS n > 0 требований в момент t, остаточные длительности
обслуживания которых принадлежат бесконечно малым окрестностям точек x1, . . . , xn. Эти
результаты дополняют известные из работ [2, 5, 6, 7, 8] формулы.
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