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Àííîòàöèÿ�Èçëàãàåòñÿ ñïîñîá ðàñøèðåíèÿ êëàññà êðèâûõ, ïðèãîäíûõ äëÿ õàðàêòåðèçà-

öèè ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêèõ ñèñòåì. Àíàëèçèðóåòñÿ

âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îïðåäåëåííîãî âèäà äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðèãîäíîñòè òàêèõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé, íàèìåíåå óêëîíÿþùèõñÿ îò ýêñïåðòíûõ ôóíêöèé ïðè-

íàäëåæíîñòè.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè (ÔÏ) X(x) ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì ñðåäñòâîì îïèñàíèÿ íå÷åò-
êèõ ïîäìíîæåñòâ [1]. Ïðè ýòîì ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè, îáîçíà÷àåìîå
â âèäå X(x), õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà x íåêîòîðîìó íå÷åòêîìó ïîä-
ìíîæåñòâó X, ÿâëÿþùåìóñÿ â âûðàæåíèè åñòåñòâåííîãî ÿçûêà íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòèêîé
òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà (ÒÏ) � òåìïåðàòóðîé ìåòàëëà, ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ ðàñêàòà, äàâ-
ëåíèåì âîäû è ò.ä. � è ïîçâîëÿåò àäåêâàòíî îòðàçèòü ìíåíèå ýêñïåðòîâ â ñâÿçè ñ íåñïîñîá-
íîñòüþ ÷åëîâåêà ôîðìóëèðîâàòü ñâîþ êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó â âèäå îäèíî÷íîãî (òî÷íîãî)
÷èñëà.

Â îáçîðå [2] õîðîøî ïðåäñòàâëåíà �ýâîëþöèÿ� àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé ÔÏ, èìåþùàÿ îäíó
ïðèìå÷àòåëüíóþ îñîáåííîñòü: ïåðâîíà÷àëüíî ñèñòåìû íå÷åòêîãî âûâîäà èñïîëüçîâàëè ëèøü
ëèíåéíûå ÔÏ (γ�, t�êëàññà è ëèíåéíûå òðàïåöåèäàëüíûå), à çàòåì, èñ÷åðïàâ èõ âîçìîæíîñòè,
íà÷àëèñü èññëåäîâàíèÿ è ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ íåëèíåéíûõ ÔÏ � âíà÷àëå ñî ñðàâíèòåëüíî
ïðîñòûìè àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè (ñèãìîèäàëüíûå è ãàóññîâû ñåìåéñòâà ôóíêöèé), à â
äàëüíåéøåì è ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé (z�, s�, π�îáðàçíûõ è íåëèíåéíûõ òðàïåöå-
èäàëüíûõ) â ñòðåìëåíèè óëó÷øèòü èõ õàðàêòåðèñòèêè (ãëàäêîñòü, êîëè÷åñòâî óïðàâëÿþùèõ
ïàðàìåòðîâ è äð.).

Â òî æå âðåìÿ èçó÷åíèå ÔÏ íà ïðîòÿæåíèè èñòîðèè ðàçâèòèÿ íå÷åòêèõ ñèñòåì, íàáëþ-
äàåìîé ïî äîñòóïíûì äëÿ èçó÷åíèÿ ïóáëèêàöèÿì, íîñèò âåñüìà ïàññèâíûé õàðàêòåð: ñîâåð-
øåíñòâîâàíèå ïðîöåññà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íå÷åòêèõ ñèñòåì â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âîîáùå
íå çàòðàãèâàëî ýòàï ôàççèôèêàöèè èëè ñîâåðøåíñòâîâàëî åãî âåñüìà íåçíà÷èòåëüíî. Â èòî-
ãå, ÔÏ îñòàâàëàñü (è îñòàåòñÿ) ìàëîèññëåäîâàííûì êîìïîíåíòîì, íåñìîòðÿ íà âàæíóþ ðîëü
ýòàïà ôàççèôèêàöèè ïðè ôóíêöèîíèðîâàíèè íå÷åòêèõ ñèñòåì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå Ë. Çàäå [3], îïóáëèêîâàííîé â 1965 ãîäó,
áûëè ââåäåíû äâà âàæíåéøèõ ïîíÿòèÿ:

• ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè;

• ìíîãîçíà÷íûõ îïåðàòîðîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðàáîòû ñ ÔÏ,

îïðåäåëèâøèõ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ. Íî ê ñîæàëåíèþ, ñðåäè
ìíîæåñòâà ïóáëèêàöèé, âûøåäøèõ ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ýòîé ðàáîòû, ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî
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èññëåäîâàíèé áûëî ïîñâÿùåíî ëèøü ðàçëè÷íûì îáîáùåíèÿì îïåðàòîðîâ, ïðåäëîæåííûõ Çà-
äå â [3] è ëèøü íåìíîãèå èññëåäîâàòåëè óäåëÿëè âíèìàíèå èçó÷åíèþ ñîáñòâåííî ôóíêöèé
ïðèíàäëåæíîñòè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, íà îñíîâå àíàëèçà äîñòóïíûõ ïóáëèêàöèé â îòå÷åñòâåí-
íûõ è çàðóáåæíûõ ñáîðíèêàõ òðóäîâ, à òàêæå â ñïåöèàëèçèðîâàííûõ æóðíàëàõ (�Fuzzy Sets
and Systems�, �Information Sciences�, �Information and Control�, ñåðèè ïåðèîäè÷åñêèõ æóðíà-
ëîâ èçäàòåëüñòâà �IEEE�, �Springer� è ïîäîáíûõ èì, âïëîòü äî ïîñëåäíèõ âûøåäøèõ íîìåðîâ),
ê ñîæàëåíèþ, âûÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ òåíäåíöèÿ. Áîëåå òîãî, â áîëüøèíñòâå ðàáîò ôóíêöèè
ïðèíàäëåæíîñòè êàê òàêîâûå âîîáùå íå óïîìèíàþòñÿ. Íî òåì íå ìåíåå, íåëüçÿ çàáûâàòü î ôàê-
òå ïðîèñõîæäåíèè ïîíÿòèÿ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè [3, 4] è åãî èñêëþ÷èòåëüíîé âàæíîñòè â
òåîðèè íå÷åòêèõ ïîäìíîæåñòâ, à òàêæå î òîì, ÷òî èìåííî àïïàðàò ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè
ïîçâîëÿåò õàðàêòåðèçîâàòü ëèíãâèñòè÷åñêèå òåðìû â áàçå íå÷åòêèõ ïðàâèë. Â ñâîþ î÷åðåäü,
áàçà íå÷åòêèõ ïðàâèë ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà âëèÿþùèõ
ôàêòîðîâ íà îáëàñòè ñ ðàçìûòûìè (íå÷åòêèìè) ãðàíèöàìè, â êàæäîé èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ
îòêëèêà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, çàäàííîå ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè, à îò-
äåëüíîå ïðàâèëî â áàçå çíàíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �èíôîðìàöèîííûé ñãóñòîê�, îòðàæàþùèé
îäíó èç îñîáåííîñòåé çàâèñèìîñòè �âõîäû�âûõîäû�. Êàê îòìå÷àë Çàäå, òàêèå �ñãóñòêè íàñû-
ùåííîé èíôîðìàöèè� èëè �ãðàíóëû çíàíèé� ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àíàëîã âåðáàëüíîãî
êîäèðîâàíèÿ èëè íàêîïëåíèÿ îïûòà, êîòîðîå ïðîèñõîäèò â ÷åëîâå÷åñêîì ìîçãå ïðè îáó÷åíèè.
Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, íåäîñòàòî÷íîå âíèìàíèå, óäåëÿåìîå ôóíêöèÿì ïðèíàäëåæíîñòè, ñðàâíè-
ìî, íàïðèìåð, ñ èãíîðèðîâàíèåì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Íàêîíåö, ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ÔÏ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íå ôîðìàëèçîâàí, à â êà÷åñòâå àíàëè-
òè÷åñêèõ âûðàæåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè, ñïîíòàííî èñïîëüçóþòñÿ
ëèøü øèðîêî èçâåñòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ôóíêöèè èëè ôóíêöèîíàëû [2].

Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíîé âûðàáîòêà ïðèíöèïèàëüíî èíîãî ïîäõîäà ê
ïîñòðîåíèþ ÔÏ, íå ñâÿçàííîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîãî (ðåæå äâóõ) ôèêñèðîâàííûõ àíàëè-
òè÷åñêèõ âûðàæåíèé â èõ îïèñàíèè. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ
äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî â [8].

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ ðàññìîòðèì ñòðóêòóðíî�ïàðàìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü ôóíê-
öèè ïðèíàäëåæíîñòè, ìàêñèìàëüíî äîñòîâåðíî îòðàæàþùóþ âûñêàçûâàíèÿ (ïðåäïî÷òåíèÿ)
÷åëîâåêà�ýêñïåðòà â ïðîöåññå ïðèíÿòèÿ èì ðåøåíèé â êîíòóðå �÷åëîâåê�òåõíîëîãè÷åñêèé ïðî-
öåññ�. Ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðà äàííîé ñòàòüè, êëþ÷åâàÿ îñîáåííîñòü òàêîãî ïîäõîäà ê ôîðìóëè-
ðîâàíèþ ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàåòñÿ ìîäåëü ôóíêöèè
ïðèíàäëåæíîñòè, êîòîðàÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðèáëèæåíèåì �íàñòîÿùåé� (ýòàëîííîé) ôóíêöèè
ïðèíàäëåæíîñòè, ôîðìèðóåìîé ýêñïåðòîì. Îòìåòèì, ÷òî èíîãäà òàêîå ïðèáëèæåíèå îêàçûâà-
åòñÿ âåñüìà òî÷íûì.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ìîäåëü òàêîé ÔÏ îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðàçîâà-
íèå âõîäíîãî çíà÷åíèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî ïàðàìåòðà x â âûõîäíîå çíà÷åíèå X(x) ïðè ïîìîùè
íåêîòîðîãî îïåðàòîðà f (êîìïîíåíòû êîòîðîãî âïîñëåäñòâèè ïîäâåðãàþòñÿ èäåíòèôèêàöèè),
âûðàæàåìîå çàâèñèìîñòüþ âèäà:

X(x) = f(x), (1)

ãäå

x � âõîäíîå âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå òåõíîëîãè÷åñêîãî ïàðàìåòðà;

X(x) � âûõîäíîå âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè, âû÷èñëåííîå ïðè ïîìî-
ùè ìîäåëè ÔÏ.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåàëüíûå âûñêàçûâàíèÿ, ôîðìèðóåìûå ýêñïåðòîì ñ ó÷åòîì íàêîïëåí-
íîãî ïîëîæèòåëüíîãî îïûòà ðàáîòû ñ ÒÏ (è, ÷òî âàæíî � â ðåçóëüòàòå íåôîðìàëèçóåìîãî
ìûñëèòåëüíîãî ïðîöåññà è ñîáñòâåííîé èíòóèöèè), òàêæå ïîä÷èíÿþòñÿ íåêîòîðîé àïðèîðè
íåèçâåñòíîé çàâèñèìîñòè, õàðàêòåðèçóåìîé, â ñâîþ î÷åðåäü, �îäóøåâëåííûì� îïåðàòîðîì f∗:

X∗(x) = f∗(x), (2)

ãäå X∗(x) � âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè, ôîðìèðóåìîå ÷åëîâåêîì�ýêñïåð-
òîì.

Çäåñü, ïîä �îäóøåâëåííûì� îïåðàòîðîì f∗ áóäåì ïîíèìàòü âåñüìà ñëîæíîå è ñëàáîôîðìà-
ëèçóåìîå ïðàâèëî, ïðèñóùåå èñêëþ÷èòåëüíî ÷åëîâåêó (ýêñïåðòó, èíæåíåðó � ò.å. ëèöó, ïðè-
íèìàþùåìó ðåøåíèå), ñîãëàñíî êîòîðîìó ñèãíàëû, ïîñòóïàþùèå ñ äàò÷èêîâ ÒÏ (îòíîñÿùèå-
ñÿ ê êîíêðåòíîìó òåõíîëîãè÷åñêîìó ïàðàìåòðó), ïðåîáðàçóåìûå ïðè ïîìîùè èçìåðèòåëüíîãî
îáîðóäîâàíèÿ â äàííûå è âîñïðèíèìàåìûå îðãàíàìè ÷óâñòâ îïåðàòîðà óæå â ôîðìå îñìûñ-
ëåííîé èíôîðìàöèè, â èòîãå òðàíñôîðìèðóþòñÿ (ýêñïåðòîì) â íåòî÷íûå è ïðèáëèçèòåëüíûå
(íå÷åòêèå) çíà÷åíèÿ ñòåïåíåé ïðèíàäëåæíîñòè. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû
ïðèíèìàåòñÿ äîïóùåíèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî íåòî÷íûå è ïðèáëèçèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ñòåïå-

íåé ïðèíàäëåæíîñòè, ôîðìèðóåìûå ýêñïåðòîì â ñâÿçè ñ åãî íåñïîñîáíîñòüþ ñôîðìóëèðîâàòü
ñâîþ êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó â âèäå îäèíî÷íîãî ÷èñëà [1], çàìåíÿþòñÿòî÷íûì çíà÷åíèåì ñòå-

ïåíè ïðèíàäëåæíîñòè. Òàêîå äîïóùåíèå, à ïî ñóòè � îãðóáëåíèå çíà÷åíèé îöåíîê, âûäàâàå-
ìûõ ýêñïåðòîì, íà äàííîì ýòàïå èññëåäîâàíèé ïîçâîëèò èçáåæàòü óñëîæíåíèé ïðè âû÷èñëåíèè
çíà÷åíèé ñòåïåíåé ïðèíàäëåæíîñòè, ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè
(êîòîðàÿ, òåì íå ìåíåå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå àäåêâàòíîé äëÿ âîñïðèÿòèÿ ÷åëîâåêîì).

Äàëåå, êðîìå âõîäíîé ïåðåìåííîé x, ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ïî ìîäåëè ÔÏ îïðåäåëÿåòñÿ
òàêæå âûáîðîì àëãîðèòìà ΨX(x) âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñòåïåíåé ïðèíàäëåæíîñòè X(x), êîì-
ïîíåíòîâ ñòðóêòóðû Q ìîäåëè è âåêòîðà óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ C, ñîñòàâëÿþùèõ îïåðàòîð
f ìîäåëè ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè:

f = 〈ΨX(x), Q, C〉. (3)

Çàäà÷åé íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîñòðîåíèå äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâà-
íèÿ òàêîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè X(x), äëÿ êîòîðîé îïåðàòîð f ñòàíåò ìàêñèìàëüíî òî÷íî
ñîîòâåòñòâîâàòü îïåðàòîðó f∗, õàðàêòåðèçóþùåìó âûñêàçûâàíèÿ ÷åëîâåêà�ýêñïåðòà. Èíûìè
ñëîâàìè, äîëæíî ñîáëþäàòüñÿ óñëîâèå áëèçîñòè (â íåêîòîðîì ñìûñëå) ðàññìàòðèâàåìûõ îïå-
ðàòîðîâ:

f ≈ f∗. (4)

Êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ñòåïåíè áëèçîñòè îïåðàòîðîâ f è f∗ ìîæåò ñëóæèòü âå-
ëè÷èíà íåâÿçêè ∆ ìåæäó âåëè÷èíîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè X∗(x), ôîðìèðóåìîé ýêñïåðòîì
è âûõîäíîé âåëè÷èíîé X(x), âû÷èñëåííîé ïðè ïîìîùè ìîäåëè ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè

∆ = X∗(x)−X(x) (5)

ïðè îäèíàêîâîì çíà÷åíèè âåëè÷èíû òåõíîëîãè÷åñêîãî ïàðàìåòðà x.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ìîæíî ñäåëàòü ïðåäâàðèòåëüíûé âûâîä
î ñóùåñòâîâàíèè èñêîìîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè X(x), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(4). Çàáåãàÿ íåìíîãî âïåðåä, îòìåòèì, ÷òî ïðåäâàðèòåëüíîå ïîñòðîåíèå è âèçóàëèçàöèÿ (ïðè
ïîìîùè MS Excel 2003) çàäàííîãî ãðàôèêà ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè X∗(x) è ïîäáîð íåîá-
õîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà è åãî êîýôôèöèåíòîâ íà èíòåðâàëå íîñèòåëÿ X0, ïîçâîëÿåò óáåäèòüñÿ â
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âåðíîñòè âûäâèíóòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ: �çàçîð� ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè
X∗(x) è X(x) óìåíüøàåòñÿ. Â äàëüíåéøåì, â öåëÿõ óïðîùåíèÿ, ôóíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè
X∗(x) áóäåì èìåíîâàòü ýêñïåðòíîé ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè.

Ýòîò ýêñïåðèìåíòàëüíûé ôàêò äàåò îñíîâàíèå ïîëàãàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëå-
íîâ îïðåäåëåííîãî âèäà, õàðàêòåðèçóþùèõ íåïðåðûâíóþ ýêñïåðòíóþ ôóíêöèþ ïðèíàäëåæíî-
ñòè X∗(x), ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íåé.

Ðàñøèðÿÿ êëàññû äîïóñòèìûõ êðèâûõ, ïðèãîäíûõ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ôóíêöèè ïðèíàä-
ëåæíîñòè X(x), îïèñàíèå ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâîäèòü â ôîðìå îáîáùåííîãî ìíîãî÷ëåíà, èìåþùå-
ãî ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

Φn (x) = a0ϕ0 (x) + a1ϕ1 (x) + . . . + aiϕi (x) + . . . + an−1ϕn−1 (x) + anϕn (x) , (6)

ãäå

Φn (x) � îáîáùåííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè (ïîðÿäêà) n;

ϕi (x) � áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ, i = 1, n.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ òàêæå âîçìîæíî èñïîëüçîâàòü è íåêîòîðûå íåëèíåéíûå êîìáè-
íàöèè ôóíêöèé, îòëè÷íûå îò ìíîãî÷ëåíà â âûðàæåíèè (6).

Åñëè â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé èñïîëüçîâàòü ñòåïåííûå ôóíêöèè âèäà ϕi (x) = xi, òî
âîçíèêàåò çàäà÷à ïðèáëèæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè (ïîëèíîìàìè) n-íîé ñòåïåíè
[9]. Ïðè ýòîì íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ñòåïåííàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ òàêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ, èìåíóåìàÿ ìîíîìèàëüíûì áàçèñîì:

Φn (x) = a0 + a1x + . . . + aix
i + . . . + an−1x

n−1 + anxn =
n∑

i=0

aix
i, (7)

ãäå

ai � ôèêñèðîâàííûé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà, i = 0, n, ai ∈ R;

an � ñòàðøèé êîýôôèöèåíò, an 6= 0.
Ïðèìåíåíèå òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðèâîäèò ê íåæåëàòåëüíûì îñöèë-

ëÿöèÿì çíà÷åíèé Φn (x). Ïðè÷èíà ïîäîáíîãî ïîâåäåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí ïî ñóòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñòåïåííûõ ôóíêöèé. Ýòè ôóíêöèè
îáëàäàþò îñîáûì ñâîéñòâîì � èõ çíà÷åíèÿ íà âñåì èíòåðâàëå X0 îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèåì
íà ïðîèçâîëüíîì ìàëîì îòðåçêå ýòîãî èíòåðâàëà. Ïîäáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ai, i = 0, n ìíî-
ãî÷ëåíà Φn (x) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììà ñîñòàâëÿþùèõ åãî ôóíêöèé aix

i ïðèíèìàëà â
íåñêîëüêèõ òî÷êàõ èñêîìûå çíà÷åíèÿ, ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì êîíòðîëèðîâàòü çíà÷åíèÿ îò-
äåëüíûõ ÷ëåíîâ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ i = 0, n. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå êàæäîãî ñëàãàåìîãî ìîæåò
áûòü äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî âîçìîæíû çíà÷èòåëüíûå îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèé ïðèíàäëåæíîñòè
X (x), âûõîäÿùèå çà ïðåäåëû èíòåðâàëà çíà÷åíèé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè [0, 1]. Òàêæå ñëå-
äóåò îòìåòèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé n > 5 ðåäêî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííûõ
àëãîðèòìîâ. Ê òîìó æå âûðàæåíèå (7) ñîäåðæèò çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ ai,
i = 0, n, ôèçè÷åñêèé è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîòîðûõ ïîä÷àñ òðóäíî îñìûñëèòü, ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ñêîëü áû òî íè áûëî ñëîæíûõ ÔÏ ñ õîðîøåé óïðàâëÿåìîñòüþ
îíè íå ïðèãîäíû.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîñòîòû è âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü
ìíîãî÷ëåíû íåâûñîêèõ ñòåïåíåé (n = 2, n = 3). Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ïðèâëåêàÿ â
êà÷åñòâå Φn (x) ìíîãî÷ëåíû áîëüøèõ ñòåïåíåé, ìîæíî ãåíåðèðîâàòü âåñüìà ñëîæíûå çàâè-
ñèìîñòè, à ñëåäîâàòåëüíî, è âåñüìà ñëîæíûå ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè. Íî, êàê óæå áûëî
ñêàçàíî âûøå, òàêèå ìíîãî÷ëåíû ñîäåðæàò çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ, èìåþ-
ùèõ ìàëîïîíÿòíûé ñìûñë, è, ÷òî íàèáîëåå âàæíî, âîçíèêàþò ñîïóòñòâóþùèå èì íåæåëàòåëü-
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íûå îñöèëëÿöèè çíà÷åíèé ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè, ïîñòðîåííîé íà èõ îñíîâå. Ñëåäîâàòåëüíî,
íåîáõîäèìî îòûñêàòü òàêîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè X (x), êîòî-
ðûé ïîçâîëèò ýòî ñäåëàòü ñ íàèìåíüøèì óêëîíåíèåì îò çàäàííîé ýòàëîííîé (ýêñïåðòíîé)
ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè X∗ (x).

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âî ìíîãèõ èíæåíåðíûõ äèñöèïëèíàõ ðàñòåò èíòåðåñ ê ñïåöèôè÷åñêèì, íî
ìåíåå îñöèëëèðóþùèì àíàëèòè÷åñêèì ôóíêöèÿì äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷. Ðàñøèðÿÿ òàêèì îáðàçîì äîïóñòèìûå êëàññû êðèâûõ, ïðèãîäíûõ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè
ÔÏ, ñîñðåäîòî÷èì âíèìàíèå íà îñîáîì êëàññå ìíîãî÷ëåíîâ, èìåíóåìûõ ìíîãî÷ëåíàìè Áåðí-

øòåéíà, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè áàçèñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíøòåéíà. Ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû èñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ â ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ áûëè îïèñàíû Ñåðãååì Íàòàíîâè÷åì Áåðíøòåéíîì
åùå â 1912 ãîäó â êîíñòðóêòèâíîì äîêàçàòåëüñòâå àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà
[7]. Êðîìå òîãî, îíè äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ïðåäñòàâëåíû â äðóãèõ èñòî÷íèêàõ [9, 10, 11, 12].
Òåïåðü ïåðåéäåì ê áîëåå ïîäðîáíîìó ðàññìîòðåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíøòåéíà.

Íà èíòåðâàëå [0, 1] ðàññìîòðèì ôèêñèðîâàííûé íàáîð èç (n + 1) òî÷åê, èìåíóåìûõ óçëî-

âûìè. Çíà÷åíèå êîîðäèíàòû êàæäîé òàêîé òî÷êè xk áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî
ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì: xk = k/n, k = 0, n.

Ñîãëàñíî Áåðíøòåéíó [7, 12], ìíîãî÷ëåí (n-é ñòåïåíè) â îïåðàòîðå f ìîäåëè ôóíêöèè ïðè-
íàäëåæíîñòè X (x), îïèñûâàþùåé íà ýòîì èíòåðâàëå ýêñïåðòíóþ ôóíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè
X∗ (x), áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñêàëÿðíûì âûðàæåíèåì, èìåþùèì ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

Φn (x) =
n∑

k=0

X∗
(

k

n

)
Ck

nxk (1− x)n−k.

ãäå Ck
nxk (1− x)n−k � áàçèñíûé ìíîãî÷ëåí (áàçèñ) Áåðíøòåéíà, k = 0, n.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíøòåéíà â [6] ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå
áóäóò íåîáõîäèìû ïðè èçëîæåíèè äîêàçàòåëüñòâà:

n∑
k=0

Ck
nxk (1− x)n−k = 1;

n∑
k=0

kCk
nxk (1− x)n−k = nx;

n∑
k=0

(k − nx)2 Ck
nxk (1− x)n−k = nx (1− x) ≤ n

4
.

(8)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè X (x) = Φn (x) íàì ïðåäñòîèò äîêàçàòü, ÷òî äëÿ çàäàííîãî îòêëîíåíèÿ
ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå n, ÷òî

|X∗ (x)−X (x)| < ε, ∀x ∈ [0, 1] . (9)

Òåïåðü ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (9).

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ èñêîìîé ÔÏ èçëîæèì, ñëåäóÿ Áåðíøòåéíó [6] è îïèðàÿñü
íà òåîðåìó Âåéåðøòðàññà î ïðèáëèæåíèè [5]. Ñîãëàñíî äàííîé òåîðåìå ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëå íîñèòåëÿ X0 ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè X∗ (x) îïèñûâà-
åòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ íà ýòîì èíòåðâàëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìíîãî÷ëåíîâ. Îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî, ïîýòîìó òåîðåìà Âåéåðøòðàññà óñòàíàâëèâàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
ñâîéñòâî ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè êàê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Ýòî ïîäòâåðæäàåò ïðåäñòàâ-
ëåíèå î ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè X∗ (x), ôîðìèðóåìîé ýêñïåðòîì, êàê î íåêîòîðîì àíàëèòè-
÷åñêîì âûðàæåíèè è äàåò îñíîâàíèå ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè X∗ (x), áóäó÷è
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íåïðåðûâíîé, áëèçêà ê êëàññó ìíîãî÷ëåíîâ. Òàêæå, äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî îïðàâäûâàåò èí-
òóèòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå î áëèçîñòè îïåðàòîðîâ f è f∗ â âûðàæåíèè (4), à ñëåäîâàòåëüíî,
îêîí÷àòåëüíî îáîñíîâûâàåò öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â ñòðóêòóðå îïåðà-
òîðà f ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ÔÏ.

Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà, âìåñòî ïðîèçâîëüíîãî (îáû÷íî ïîëîæèòåëüíîãî)
èíòåðâàëà âåùåñòâåííîé îñè, çàêëþ÷àþùåãî â ñåáå íîñèòåëü X0 ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè,
èñïîëüçóåì åäèíè÷íûé èíòåðâàë [0, 1]. Â äàëüíåéøåì, ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàöèè
ìàñøòàáèðîâàíèÿ (íîðìèðîâêè), ìîæíî áóäåò îñóùåñòâèòü îáðàòíûé ïåðåõîä îò åäèíè÷íîãî
èíòåðâàëà ê ïðîèçâîëüíîìó èíòåðâàëó íîñèòåëÿ X0.

Ïóñòü íà óêàçàííîì èíòåðâàëå êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì îïðåäåëåíà ýêñïåðòíàÿ ôóíêöèÿ ïðè-
íàäëåæíîñòè X∗ (x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç X∗

max (x) íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñòåïåíè ïðèíàäëåæíîñòè
ýêñïåðòíîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè X∗ (x) íà óêàçàííîì åäèíè÷íîì èíòåðâàëå [0, 1] íîñè-
òåëÿ X0.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííîìó â òåîðåìå Êàíòîðà,
åñëè ôóíêöèÿ X (x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 ñî
ñâîéñòâîì: ∣∣x− x′

∣∣ < δ
(
x, x′ ∈ X0

)
⇒

∣∣X (x)−X
(
x′

)∣∣ < ε. (10)

Ïîäáåðåì δ > 0 òàê, ÷òîáû óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè (10) òåïåðü âûïîëíÿëîñü ïðè çíà-
÷åíèè ε/2 âìåñòî ε, à òàêæå âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå n, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

n > X∗
max(x)
ε δ2 . Òîãäà, ñîãëàñíî ïåðâîìó èç íåðàâåíñòâ â (8), ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì âûðà-

æåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

X (x)−X∗ (x) =
n∑

k=0

[
X∗

(
k

n

)
−X∗ (x)

]
Ck

nxk (1− x)n−k.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì ïåðåìåííóþ x. Ïðè ýòîì ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â íåðà-
âåíñòâî âèäà:

|X (x)−X∗ (x)| ≤
n∑

k=0

[
X∗

(
k

n

)
−X∗ (x)

]
Ck

nxk (1− x)n−k = S1 + S2,

ãäå

S1 � ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ ïî òåì óçëîâûì òî÷êàì k, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå∣∣ k
n − x

∣∣ < δ;

S2 − ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ ïî îñòàëüíûì òî÷êàì k, äëÿ êîòîðûõ
∣∣ k
n − x

∣∣ ≥ δ, ÷òî òàêæå

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó 1 ≤ (k−n x)2

(n δ)2
.

Èç âûáîðà δ è óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè (10) ïîëó÷àåì, ÷òî S1 < ε
2 . Äàëåå,

1 ≤ (k − nx)2

(nδ)2
⇒ S2 ≤

2X∗
max (x)
(nδ)2

n∑
k=0

(k − nx)2 Ck
nxk (1− x)n−k. (11)

Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèé (8), (11) è âûáîðà ñòåïåíè n, ïîëó÷àåì, ÷òî S2 < ε
2 . Ñëåäîâàòåëüíî,

íåðàâåíñòâî (9) äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü îáîñíîâàííûì ïðåäïîëîæåíèå î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâà-
íèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Φn (x), îáîáùåííûé âèä êîòîðûõ ïðèâåäåí â âûðàæåíèè (6), â ñòðóêòóðå
îïåðàòîðà f , êîòîðûé ñîñòàâëÿåò ìîäåëü ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè èç âûðàæåíèÿ (3). Â ÷àñò-
íîñòè, îäíèìè èç ïðåäñòàâèòåëåé äàííîãî êëàññà ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû Áåðí-
øòåéíà, îáëàäàþùèå íåñîìíåííûìè ïîëîæèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, ïðîÿâëåíèå êîòîðûõ ìîæíî
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óäà÷íî ñî÷åòàòü ñ íåêîòîðûìè òðåáîâàíèÿìè, íàêëàäûâàåìûìè íà ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè
[13].

3. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäñòàâëåííûé ìàòåðèàë ïîäòâåðæäàåò, ÷òî âûáîð ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíøòåéíà äëÿ öåëåé
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè íåñëó÷àåí è âïîëíå îáîñíîâàí. Òàê, îñíîâíûìè ïîëî-
æèòåëüíûìè îñîáåííîñòÿìè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿþòñÿ èõ âû÷èñëèòåëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü [10]
è íåîòðèöàòåëüíîñòü íà âñåì ïðîòÿæåíèè íîñèòåëÿ X0. Êàê ïîêàçàëè ïðîâåäåííûå âû÷èñëè-
òåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, îñòàâøèåñÿ çà ðàìêàìè íàñòîÿùåé ñòàòüè, èñïîëüçîâàíèå ìíîãî÷ëå-
íîâ Áåðíøòåéíà ïîçâîëÿåò ôîðìèðîâàòü ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè, îáëàäàþùèå øèðîêèìè
èíòåðàêòèâíûìè âîçìîæíîñòÿìè íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ ñâîåãî ïîëîæåíèÿ è ôîðìû.

Íà ñåãîäíÿ åñòü îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè,
ïðåäëîæåííûé àâòîðîì â [8] è ïîëó÷èâøèé òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, áó-
äåò ðàçâèâàòüñÿ è äàëåå, à òàêæå îêàæåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì è âîñòðåáîâàííûì ïðè ïîñòðîåíèè
íå÷åòêèõ ñèñòåì ìîäåëèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè.
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