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Аннотация—Исследованы две модели системы массового обслуживания типа M/M/n/r,
отличительной особенностью которых является синхронное изменение числа заявок в си-
стеме и интенсивности обслуживания. Число режимов обслуживания конечно, причём для
j-го режима параметр показательного распределения длительности обслуживания равен
µj . Если k — число заявок в системе, то вероятность использования j-го режима обслу-
живания равна qkj . Первая модель характеризуется одновременными скачкообразными
изменениями в случайные моменты времени интенсивности входящего потока λ и чис-
ла задействованных линий n. Число возможных режимов, которым соответствует набор
параметров (λi, ni), конечно, длительность i-го режима показательно распределена, а ре-
жимы обслуживания определяются распределением вероятностей qkk = 1, qkj = 0 (j ̸= k),
где k — число заявок в системе. Для второй модели λi = λ, ni = n, но распределение
qkj произвольно. Для первой модели выведен алгоритм в виде рекуррентных формул, а
для второй — найдены явные выражения для определения стационарных вероятностей со-
стояний системы и получены формулы для её стационарных характеристик. Для второй
модели в случае, когда qkk = 1, qkj = 0 (j ̸= k), при дополнительных условиях найде-
ны стационарные вероятности состояний системы с накопителем неограниченнной ёмко-
сти (r = ∞).

1. ВВЕДЕНИЕ

В работе [1] исследована система массового обслуживания (СМО) M/M/n/r, в которой под
действием случайной среды с течением времени в случайные моменты синхронно изменяются
параметры λ, µ и n. Целесообразность рассмотрения такой модели объясняется тем, что интен-
сивность входного потока для многих СМО изменяется в зависимости от времени суток, года,
погодных условий и т. п. Как результат стремления к повышению эффективности работы сис-
темы и качества обслуживания, с изменением интенсивности потока заявок могут синхронно
изменяться параметр длительности обслуживания и число линий системы за счёт привлечения
дополнительных ресурсов для постоянно работающих линий, а также возможного включения
резервных линий (при их наличии).

В качестве адекватной реакции на изменение интенсивности потока заявок может рассмат-
риваться также изменение интенсивности обслуживания, вызванное изменением числа заявок
в системе. Ниже будут построены две модели СМО M/M/n/r, в которых параметр показа-
тельного распределения длительности обслуживания изменяется синхронно с числом заявок
в системе, а не вместе с параметрами λ и n, как было в моделях статьи [1].

Обзор работ [2–9], в которых исследовались СМО, функционирующие в случайной среде,
можно найти в [1]. Более полный обзор приведён в диссертации [10, п. 2.3]. СМО с интен-
сивностью обслуживания, изменяющейся в зависимости от числа заявок в системе, рассмат-
ривались, как правило, в связи с решением задач оптимального выбора режимов обслужи-
вания, состоящих в минимизации некоторого экономического функционала качества функ-
ционирования системы [11–13]. В частности, статья [12] посвящена исследованию вопросов
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управления процессами гибели и размножения. В ней состояние j (j = 0, 1, 2, . . .) процесса,
характеризующегося параметрами (λj , µj), интерпретируется как количество заявок в систе-
ме массового обслуживания. В работе [13, п. 2.6] рассмотрена система M/G/1, которая может
функционировать в m (m ≥ 2) режимах. При работе в k-ом режиме интервалы между мо-
ментами поступления заявок показательно распределены с параметром λk, а время обслужи-
вания заявки имеет функцию распределения Bk(t). Фиксируются натуральные числа (поро-
ги) −1 < j1 ≤ j2 ≤ . . . ≤ jm−1 < ∞. Если число i заявок в системе в момент окончания
обслуживания очередной заявки удовлетворяет неравенству jk−1 < i ≤ jk, то следующая за-
явка обслуживается в k-ом режиме. Ниже мы ограничиваемся рассмотрением показательного
распределения длительности обслуживания, что, в отличие от работы [13], позволяет смоде-
лировать немедленное изменение интенсивности обслуживания, вызванное изменением числа
заявок в системе, а также исследовать многолинейную систему.

2. МОДЕЛЬ С ИЗМЕНЯЮЩЕЙСЯ ИНТЕНСИВНОСТЬЮ ПОТОКА ЗАЯВОК

Рассмотрим многолинейную СМО, в которой под действием случайной среды с течением
времени в случайные моменты одновременно изменяются параметры λ и n. Предположим,
что число возможных режимов функционирования системы, отличающихся значениями этих
параметров, конечно и равно l, а длительность i-го режима распределена по показательному
закону с параметром νi, причём длительности режимов являются независимыми случайными
величинами.

В i-ом режиме на вход СМО поступает простейший поток заявок с параметром λi, а число
задействованных линий равно ni. Для определенности предположим, что n1 = n, а n + r —
это максимальное число заявок, которые могут одновременно находиться в системе (на обслу-
живании и в очереди). Следовательно, возможные пределы изменения числа линий таковы:
1 ≤ ni ≤ n+ r.

Если число работающих линий в момент переключения СМО в i-ый режим не изменяется,
то все обслуживаемые заявки продолжают обслуживаться на своих линиях, длина очереди
не изменяется. Если число работающих линий увеличивается, то возникшие свободные линии
заполняются заявками из очереди. Если же число задействованных линий уменьшается, то
заявки, потерявшие свои линии, вынуждены ожидать дообслуживания в очереди.

Считаем заданными вероятности перехода из i-го режима в j-ый σij (i, j = 1, l; i ̸= j),
причём σij > 0 и

l∑
j=1
(j ̸=i)

σij = 1 ( i = 1, l ).

Пусть νi ( i = 1, l ) — параметр показательного распределения длительности i-го режима. Обо-
значим через νij = σijνi (i, j = 1, l; i ̸= j) интенсивность простейшего потока, переводящего
систему из i-го режима в j-ый. Тогда, очевидно, выполняются равенства

l∑
j=1
(j ̸=i)

νij = νi ( i = 1, l ).

Длительности обслуживания заявок представляют собой независимые случайные величи-
ны. Если ξ1(t) – число звявок в системе в момент времени t, то ему соответствует режим
обслуживания с интенсивностью µξ1(t), который применяется ко всем заявкам, находящимся
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на обслуживании в данный момент. Изменение с течением времени числа заявок ξ1(t) влечёт
за собой немедленное изменение интенсивности обслуживания µξ1(t). Таким образом, длитель-
ность обслуживания каждой заявки, вообще говоря, представляет собой конечную сумму слу-
чайных величин

∑
k

Tk, причём случайная величина Tk распределена по показательному закону

с параметром µk. Число режимов обслуживания равно n+ r.
Стохастическое поведение рассматриваемой СМО описывается двумерным марковским про-

цессом { ξ(t), t ≥ 0 }, где ξ(t) =
(
ξ1(t), ξ2(t)

)
. Здесь ξ1(t) — число заявок в системе, а ξ2(t) —

номер режима, связанного со значениями (λi, ni) в момент времени t. Конечное множество
состояний этого процесса включает состояния (k, i) ( k = 0, n+ r; i = 1, l ).

Пусть pki(t) = P{ ξ1(t) = k, ξ2(t) = i } — вероятность пребывания процесса { ξ(t), t ≥ 0 } в
состоянии (k, i) в момент времени t.

Марковский процесс { ξ(t), t ≥ 0 } является неприводимым, так как все его состояния со-
общаются. Поэтому, согласно [14, гл. 1] процесс { ξ(t), t ≥ 0 } является эргодическим и суще-
ствует его единственное стационарное распределение

pki = lim
t→∞

pki(t) ( k = 0, n+ r; i = 1, l ).

Выпишем систему уравнений равновесия (СУР), которой удовлятворяют стационарные ве-
роятности pki (её получаем по мнемоническому правилу [14, гл. 3] с помощью диаграммы пе-
реходов состояний СМО), дополненную условием нормировки

µ1p1i +

l∑
j=1
(j ̸=i)

νji p0j − (λi + νi)p0i = 0 ( i = 1, l ); (1)

λipk−1,i + (k + 1)µk+1pk+1,i +
l∑

j=1
(j ̸=i)

νji pkj−

− (λi + kµk + νi)pki = 0 ( k = 1, ni − 1; i = 1, l );

(2)

λipk−1,i + niµk+1pk+1,i +

l∑
j=1
(j ̸=i)

νji pkj−

− (λi + niµk + νi)pki = 0 ( k = ni, n+ r − 1; i = 1, l );

(3)

λipn+r−1,i +
l∑

j=1
(j ̸=i)

νji pn+r,j − (niµn+r + νi)pn+r,i = 0 ( i = 1, l ); (4)

n+r∑
k=0

l∑
i=1

pki = 1. (5)
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3. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ (1)–(5)

Получение решений СУР (1)–(5) в явном виде не представляется возможным, поэтому за-
пишем рекуррентные соотношения для расчёта стационарных вероятностей pki. Введём обо-
значения: βki = µk/λi, δi = νi/λi, δji = νji/λi. Из уравнений (4) находим

pn+r−1,i = (niβn+r,i + δi)pn+r,i −
l∑

j=1
(j ̸=i)

δji pn+r,j ( i = 1, l ). (6)

Аналогично, из уравнений (3) и (2) соответственно получаем рекуррентные формулы

pn+r−k,i = (1 + niβn+r−k+1,i + δi)pn+r−k+1,i − niβn+r−k+2,i pn+r−k+2,i−

−
l∑

j=1
(j ̸=i)

δji pn+r−k+1,j ( k = 2, n+ r − ni + 1; i = 1, l ); (7)

pn+r−k,i =
(
1 + (n+ r − k + 1)βn+r−k+1,i + δi

)
pn+r−k+1,i − (n+ r − k+

+2)βn+r−k+2,i pn+r−k+2,i −
l∑

j=1
(j ̸=i)

δji pn+r−k+1,j ( k = n+ r − ni + 2, n+ r; i = 1, l ). (8)

После подстановки числовых значений параметров βki, δi, δji и последовательных вычис-
лений по формулам (6)–(8) выразим pki ( k = 0, n+ r − 1 ) через pn+r,j ( j = 1, l )

pki =

l∑
j=1

a
(k)
ji pn+r,j ( k = 0, n+ r − 1 ; i = 1, l ), (9)

где a
(k)
ji — коэффициенты, полученные непосредственными вычислениями.

Одно из уравнений (1), например для i = l, можно не учитывать. Оставшиеся уравнения
(1) после подстановки в них выражений из (9) для p0i и p1i образуют систему вида

µ1

l∑
j=1

a
(1)
ji pn+r,j +

l∑
j=1
(j ̸=i)

νji

l∑
k=1

a
(0)
kj pn+r,k − (λi + νi)

l∑
j=1

a
(0)
ji pn+r,j = 0 ( i = 1, l − 1 ). (10)

Уравнения (10) используем для получения соотношений

pn+r,i = bi pn+r,1 ( i = 2, l ), (11)

где числа bi определяем из системы линейных уравнений, следующей из (10),

µ1

l∑
j=2

a
(1)
ji bj +

l∑
j=1
(j ̸=i)

νji

l∑
k=2

a
(0)
kj bk − (λi + νi)

l∑
j=2

a
(0)
ji bj =

= (λi + νi)a
(0)
1i − µ1a

(1)
1i −

l∑
j=2
(j ̸=i)

νji a
(0)
1j ( i = 1, l − 1 ).

(12)
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Подставляя правые части соотношений (11) в формулы (9), находим

pki =

(
a
(k)
1i +

l∑
j=2

a
(k)
ji bj

)
pn+r,1 ( k = 0, n+ r − 1 ; i = 1, l ). (13)

Стационарную вероятность pn+r,1 определяем из условия нормировки (5), подстановка в ко-
торое правых частей равенств (13) даёт

pn+r,1 =

1 +

l∑
i=2

bi +

l∑
i=1

n+r−1∑
k=0

(
a
(k)
1i +

l∑
j=2

a
(k)
ji bj

)−1

. (14)

Таким образом, использование рекуррентных соотношений (6)–(8), решений системы (12) и
формул (11), (13), (14) позволяет вычислить все стационарные вероятности pki ( k = 0, n+ r;
i = 1, l ).

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОКАЗАТЕЛЕЙ ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ

Вероятность потери заявки π в стационарном режиме функционирования СМО определим
как долю времени на большом промежутке времени, в течение которого система недоступна
для приёма заявок

π =
l∑

i=1

pn+r,i.

Введём обозначения: λ, λA, λD, λL — соответственно интенсивности потока заявок, посту-
пающего на систему, принятого в систему, обслуженного системой и потерянного на входе
системы; Pi — стационарная вероятность (среднее относительное время) пребывания системы
в i-ом режиме (с интенсивностью λi потока поступления заявок); µ — интенсивность обслу-
живания.

В стационарном режиме имеют место равенства:

Pi =

n+r∑
k=0

pki ( i = 1, l ); λ =

l∑
i=1

λiPi;

λA =

l∑
i=1

λi

n+r−1∑
k=0

pki = λ− λL = λ− λπ = λ(1− π);

µ =

l∑
i=1

n+r∑
k=1

µkpki; λD = µ

(
1−

l∑
i=1

p0i

)
= µ

l∑
i=1

n+r∑
k=1

pki.

Учитывая, что λA = λD, отсюда получаем уравнение баланса

λ(1− π) = µ
l∑

i=1

n+r∑
k=1

pki,

отражающее равенство интенсивностей принятого в систему и обслуженного ей потоков за-
явок, которое можно использовать для контроля расчётов стационарного распределения ве-
роятностей состояний системы, осуществляемых с помощью полученного выше алгоритма.
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С помощью стационарных вероятностей pki можно вычислить стационарные значения сред-
него числа заявок в системе

N =

n+r∑
k=1

l∑
i=1

kpki,

среднюю длину очереди

Q =
r∑

k=1

l∑
i=1

(i:ni+k≤n+r)

kpni+k,i

и полученное по формуле Литтла среднее время ожидания в очереди

w = Q/λA.

5. МОДЕЛЬ С ПОСТОЯННОЙ ИНТЕНСИВНОСТЬЮ ПОТОКА ЗАЯВОК

В модель, рассмотренную выше, внесём изменения, которые позволят получить решение
СУР в явном виде.

Предположим, что λi = λ, ni = n (i = 1, l ), m — число режимов обслуживания, а пере-
ключение режимов обслуживания осуществляется в моменты изменения числа заявок. Если
k — число заявок в системе, то вероятность использования j-го режима обслуживания, кото-
рому соответствует показательное распределение длительности обслуживания одной заявки с
параметром µj , равна qkj (qkj ≥ 0), причём для всех k = 1, n+ r

m∑
j=1

qkj = 1.

Стохастическое поведение рассматриваемой СМО также описывается двумерным марков-
ским процессом { ξ̃(t), t ≥ 0 }, где ξ̃(t) =

(
ξ1(t), ξ̃2(t)

)
. Здесь ξ1(t) — число заявок в системе,

а ξ̃2(t) — номер режима обслуживания, используемого в момент времени t. Конечное множе-
ство состояний этого процесса включает состояния (k, j) ( k = 1, n+ r; j = 1, m ), а также
состояние простоя системы (когда k = 0).

Пусть p0(t) = P{ ξ1(t) = 0} — вероятность простоя системы, pkj(t) = P{ ξ1(t) = k, ξ̃2(t) = j }
— вероятность пребывания процесса { ξ̃(t), t ≥ 0 } в состоянии (k, j) в момент времени t. Как
и в предыдущей модели, марковский процесс { ξ̃(t), t ≥ 0 } является неприводимым и, значит,
эргодическим с единственным стационарным распределением p0, pkj ( k = 1, n+ r; j = 1, m ).
Обозначим через pk стационарную вероятность нахождения в системе k заявок,

pk =

m∑
j=1

pkj ( k = 1, n+ r ). (15)

Для определения стационарных вероятностей с учётом соотношений (15) получаем следу-
ющую СУР

m∑
s=1

µs p1s − λp0 = 0; (16)
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qijλpi−1 + (i+ 1)qij

m∑
s=1

µs pi+1,s − (iµj + λ)pij = 0 ( i = 1, n− 1; j = 1, m );

qijλpi−1 + nqij

m∑
s=1

µs pi+1,s − (nµj + λ)pij = 0 ( i = n, n+ r − 1; j = 1, m );

qn+r,jλpn+r−1 − nµjpn+r,j = 0 ( j = 1, m );

(17)

p0 +

n+r∑
k=1

pk = 1. (18)

6. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ (16)–(18)

Введём обозначения:

βi =
µi

λ
; ai =

m∑
s=1

qis
1 + iβs

; ain =

m∑
s=1

qis
1 + nβs

;

cs =
as

1− as
; csn =

asn
1− asn

.

Теорема. Решения СУР (16)–(18) определяются соотношениями:

pij = p0(1 + ci)
qij

1 + iβj

i−1∏
s=1

cs ( i = 1, n; j = 1, m );

pn+1,j = p0(1 + cn+1,n)
qn+1,j

1 + nβn+1

n∏
s=1

cs ( j = 1, m );

pij =
p0
n
(1 + cin)

qij
1 + nβj

n∏
s=1

cs

i−1∏
k=n+1

ckn ( i = n+ 2, n+ r − 1; j = 1, m );

pn+r,j = p0
qn+r,j

nβj

n∏
s=1

cs

r−1∏
k=1

cn+k,n ( j = 1, m );

(19)

pk = p0

k∏
s=1

cs ( k = 1, n );

pn+k = p0

n∏
s=1

cs

k∏
j=1

cn+j,n ( k = 1, r − 1 );

pn+r =
p0
n

n∏
s=1

cs

r−1∏
j=1

cn+j,n

m∑
i=1

qn+r,i

βi
;

(20)

p0 =

1 +

n∑
k=1

k∏
s=1

cs +

n∏
s=1

cs

r−1∑
k=1

k∏
j=1

cn+j,n +
1

n

n∏
s=1

cs

r−1∏
j=1

cn+j,n

m∑
i=1

qn+r,i

βi

−1

. (21)
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Доказательство. После суммирования по j = 1, m правых частей соотношений (17) полу-
чим систему уравнений

m∑
j=1

µj p1j − λp0 = 0;

λpi−1 + (i+ 1)

m∑
j=1

µj pi+1,j − i

m∑
j=1

µj pij − λpi = 0 ( i = 1, n− 1 );

λpi−1 + n

m∑
j=1

µj pi+1,j − n

m∑
j=1

µj pij − λpi = 0 ( i = n, n+ r − 1 );

λpn+r−1 − n

m∑
j=1

µjpn+r,j = 0.

Из этой системы находим:

pk = (k + 1)
m∑
j=1

βj pk+1,j ( k = 0, n− 1 );

pk = n

m∑
j=1

βj pk+1,j ( k = n, n+ r − 1 ),

(22)

Учитывая соотношения (22), уравнения (17) перепишем в виде

qij(pi−1 + pi)− (1 + iβj)pij = 0 ( i = 1, n− 1; j = 1, m );

qij(pi−1 + pi)− (1 + nβj)pij = 0 ( i = n, n+ r − 1; j = 1, m );

qn+r,jpn+r−1 − nβjpn+r,j = 0 ( j = 1, m ).

(23)

С помощью соотношений (23) после несложных преобразований получаем

pij = (pi−1 + pi)
qij

1 + iβj
( i = 1, n− 1; j = 1, m ); (24)

pi = cipi−1 ( i = 1, n− 1 ); (25)

pij = (pi−1 + pi)
qij

1 + nβj
( i = n, n+ r − 1; j = 1, m ); (26)

pi = cinpi−1 ( i = n, n+ r − 1 ); (27)

pn+r,j =
qn+r,j

nβj
pn+r−1 ( j = 1, m ); (28)

pn+r =
pn+r−1

n

m∑
j=1

qn+r,j

βj
. (29)

Последовательное использование рекуррентных соотношений (25), (27) и (29) позволяет вы-
разить вероятности pk ( k = 1, n+ r ) через p0, то есть получить формулы (20). Подставив эти
выражения в условие нормировки (18), определим p0 в виде (21). Соотношения (19) получаем
из равенств (24), (26) и (28) с использованием формул (25), (27) и (20). Теорема доказана.
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Поскольку вероятности pk ( k = 1, n+ r ) найдены, то для показателей производительности
СМО получаем простые соотношения

π = pn+r; N =
n+r∑
k=1

kpk; Q =
r∑

k=1

kpn+k; w = Q/
(
λ(1− π)

)
.

7. СЛУЧАЙ, КОГДА РАСПРЕДЕЛЕНИЕ qkj — ЕДИНИЧНАЯ МАТРИЦА

Предположим, что в предыдущей модели m = n+ r и для всех k = 1, n+ r; j = 1, m

qkk = 1, qkj = 0 ( j ̸= k ). (30)

Тогда при наличии в системе k заявок включается режим обслуживания с интенсивностью µk.
Введём обозначения: αk = λ/(kµk), γk = λ/(nµk). При выполнении условий (30) из соотно-

шений (20) и (21) получаем следующее стационарное распределение

pk = p0

k∏
i=1

αi ( k = 1, n );

pn+k = p0

n∏
i=1

αi

k∏
j=1

γn+i ( k = 1, r );

p0 =

1 +

n∑
k=1

k∏
i=1

αi +

n∏
i=1

αi

r∑
k=1

k∏
j=1

γn+j

−1

.

(31)

Рассмотрим случай, когда число режимов обслуживания равно числу линий (m = n ),
и предположим, что, если число заявок больше, чем n, то обслуживание осуществляется с
интенсивностью µn. Таким образом, µk = µn для k ≥ n, то есть

γk = γn, k ≥ n. (32)

Тогда соотношения (31) принимают вид

pn+k = p0γ
k
n

n∏
i=1

αi ( k = 1, r );

p0 =

(
1 +

n∑
k=1

k∏
i=1

αi +
γn(1− γrn)

1− γn

n∏
i=1

αi

)−1

, γn ̸= 1;

(33)

p0 =

(
1 +

n∑
k=1

k∏
i=1

αi + r

n∏
i=1

αi

)−1

, γn = 1.

Если условия (32) выполняются, причём γn < 1, то после перехода в равенствах (33) к
пределу при r → ∞ получим распределение стационарных вероятностей для соответствующей
СМО с накопителем неограниченной ёмкости

pk = p0

k∏
i=1

αi ( k = 1, n ); pn+k = p0γ
k
n

n∏
i=1

αi ( k = 1, 2, . . . );

p0 =

(
1 +

n∑
k=1

k∏
i=1

αi +
γn

1− γn

n∏
i=1

αi

)−1

.
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8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Построены две модели системы обслуживания M/M/n/r, в каждой из которых в момент
изменения числа заявок синхронно изменяется интенсивность обслуживания. В первой моде-
ли учтены случайные во времени одновременные изменения параметра λ входящего потока
заявок и числа задействованных линий n. Во второй модели λ и n постоянны, но задаётся
произвольное распределение qkj вероятностей использования j-го режима обслуживания, за-
висящее от числа k заявок в системе. Основными результатами работы являются: 1) алгоритм
в виде рекуррентных формул для вычисления стационарных вероятностей состояний системы
для первой модели; 2) явные формулы для стационарного распределения вероятностей СМО,
соответствующей второй модели, включая рассмотренный при дополнительных условиях слу-
чай накопителя неограниченной ёмкости.
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