
Èíôîðìàöèîííûå ïðîöåññû, Òîì 11, � 2, 2011, ñòð. 179�195
c© 2011 Æåðíîâûé .

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ, ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ

Ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû Mθ/G/1/m
ñ ïîðîãîâîé ñòðàòåãèåé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ

Ê.Þ.Æåðíîâûé

Ëüâîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Èâàíà Ôðàíêî, Ëüâîâ, Óêðàèíà
Ïîñòóïèëà â ðåäêîëëåãèþ 15.02.2011

Àííîòàöèÿ�Ðàññìîòðåíà ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ òèïà Mθ/G/1/m ñ ãðóïïîâûì ïîñòóïëå-
íèåì çàÿâîê, ïåðåêëþ÷åíèÿìè ðåæèìîâ îáñëóæèâàíèÿ è ïîðîãîâîé áëîêèðîâêîé ïîòîêà
çàÿâîê. Áëîêèðîâêà âõîäíîãî ïîòîêà îñóùåñòâëÿåòñÿ, åñëè â ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâà-
íèÿ î÷åðåäíîé çàÿâêè ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå ïðåâûøàåò çàäàííûé ïîðîãîâûé óðîâåíü h.
Åñëè â ìîìåíò t íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå ξ(t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ hi < ξ(t) ≤ hi+1 ( i = 1, r ), òî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ ýòîé çàÿâêè ñîîòâåòñòâóåò
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fi(t). Ïðè 1 ≤ ξ(t) ≤ h = h1 âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè ðàñïðå-
äåëåíî ïî çàêîíó F (t) (îñíîâíîé ðåæèì îáñëóæèâàíèÿ). Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ
(r = 1) îïðåäåëåíû ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ÷àñòåé ïåðèîäà çàíÿòîñòè ñ îòñóòñòâèåì è
íàëè÷èåì áëîêèðîâêè âõîäíîãî ïîòîêà, âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê è ñòàöèîíàðíûå
õàðàêòåðèñòèêè î÷åðåäè. Èññëåäîâàí õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé ñðåäíåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè
ïåðèîäà çàíÿòîñòè è âåðîÿòíîñòè îáñëóæèâàíèÿ îò ïàðàìåòðîâ m è h. Äëÿ ñëó÷àÿ m = ∞
ðåøåíû íåêîòîðûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ñèñòåì ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè
è çàäà÷à ìèíèìèçàöèè çàòðàò íà îáñëóæèâàíèå.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ
Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïðîäîëæåíèå èçó÷åíèÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ òèïà Mθ/G/1/m

ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ðåæèìîâ îáñëóæèâàíèÿ è ïîðîãîâîé áëîêèðîâêîé ïîòîêà çàÿâîê, íà÷àòîå
â ñòàòüå [1].

Ïðèâåä¼ì ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ïóñòü çàäàíû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {αn}, {θn}, {βn} ( n ≥ 1 ), ãäå αn ïðåäñòàâëÿåò âðåìÿ ìåæäó ïî-
ñòóïëåíèåì (n − 1)�îé è n�îé ãðóïïû, {θn} � ÷èñëî çàÿâîê â n�îé ãðóïïå, à {βn} � âðåìÿ
îáñëóæèâàíèÿ n�îé çàÿâêè. Âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû, ïðè÷¼ì P{αn <
x} = 1 − e−λx ( λ > 0 ), P{θn = i} = ai ( i ≥ 1 ), è P{βn < x} = F (x) ( x ≥ 0 ), F (0) = 0. Åñëè
P{θn = 1} = a1 = 1, òî çàÿâêè â ñèñòåìó ïîñòóïàþò ïî îäíîé.

Çàÿâêè îáñëóæèâàþòñÿ ïî îäíîé, îáñëóæåííàÿ çàÿâêà ïîêèäàåò ñèñòåìó, à îáñëóæèâàþùåå
óñòðîéñòâî íåìåäëåííî íà÷èíàåò îáñëóæèâàòü çàÿâêó èç î÷åðåäè ïðè å¼ íàëè÷èè èëè æå æä¼ò
ïîñòóïëåíèÿ î÷åðåäíîé ãðóïïû çàÿâîê. Ïðèìåíÿåòñÿ äèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ FIFO.

Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî çàÿâîê, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ìîãóò íàõîäèòüñÿ â î÷åðåäè.
Èòàê, åñëè â ñèñòåìó, â êîòîðîé óæå íàõîäèòñÿ k ∈ [0, m + 1] çàÿâîê, ïîñòóïàåò ãðóïïà èç θn

çàÿâîê, òî òîëüêî min{θn, m+1−k} èç íèõ ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê î÷åðåäè, à îñòàëüíûå òåðÿþòñÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ(t) ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå â ìîìåíò âðåìåíè t è ââåä¼ì äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìîé ñèñòåìû òàê íàçûâàåìûé ïîðîãîâûé óðîâåíü h. Åñëè t � ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ
n�îé çàÿâêè è ξ(t) > h ( h = 1, m− 1 ), òî âî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ýòîé çàÿâêè îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ áëîêèðîâêà ïîòîêà çàÿâîê (ïîñòóïèâøèå çàÿâêè íå äîïóñêàþòñÿ íà âõîä ñèñòåìû). Ïðåä-
ïîëîæèì òàêæå, ÷òî F (x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â ìîìåíò t íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ ýòîé çàÿâêè âûïîëíåíî óñëîâèå
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1 ≤ ξ(t) ≤ h. Åñëè æå ξ(t) > h, òî îáñëóæèâàíèå çàÿâêè ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ â îäíîì èç r
ðåæèìîâ (r ≥ 1), êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îá-
ñëóæèâàíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fi(t) ( i = 1, r ) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ
çàÿâêè â i�îì ðåæèìå. Óñëîâèå ïåðåêëþ÷åíèÿ íà ýòîò ðåæèì çàäàäèì â âèäå hi < ξ(t) ≤ hi+1

( i = 1, r ), ãäå t � âðåìÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, hi ( i = 1, r ) � ôèêñèðîâàííûå íà-
òóðàëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì 1 < h = h1 < h2 < . . . < hr < hr+1 = m.
Îïèñàííóþ ñèñòåìó îáîçíà÷èì ÷åðåç Mθ

h/Gr/1/m.
Äëÿ ñèñòåìû Mθ

h/Gr/1/m â [1] îïðåäåëåíà, â ÷àñòíîñòè, ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïåðèî-
äà çàíÿòîñòè è ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû, â îñíîâíîì, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó ñ îäíèì ïåðåêëþ÷åíèåì
Mθ

h/G1/1/m, äëÿ êîòîðîé áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ òåõ ÷àñòåé ïåðèîäà çàíÿòîñòè,
êîãäà íå îñóùåñòâëÿåòñÿ áëîêèðîâêà âõîäíîãî ïîòîêà, è êîãäà ïîòîê çàÿâîê çàáëîêèðîâàí, à
òàêæå ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Ýòî ïîçâîëèò íàéòè
âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê â ñèñòåìå. Îïðåäåëèì òàêæå ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè
î÷åðåäè (ñðåäíþþ äëèíó î÷åðåäè, ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ) è èçó÷èì ïîâåäåíèå íåêîòîðûõ
ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê êàê ôóíêöèé ïàðàìåòðîâ m è h. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [2�4],
îïðåäåëåíèå õàðàêòåðà ìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ îò âõîä-
íûõ ïàðàìåòðîâ îòêðûâàåò ïóòü ê ðåøåíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ñèñòåì ñ çàäàííûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè. Ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ èç òàêèõ çàäà÷ áóäóò íàéäåíû â ÿâíîì âèäå.

2. ÏÅÐÈÎÄ ÇÀÍßÒÎÑÒÈ: ×ÀÑÒÈ Ñ ÎÒÑÓÒÑÒÂÈÅÌ È ÍÀËÈ×ÈÅÌ ÁËÎÊÈÐÎÂÊÈ
Ñîõðàíÿÿ âñå îáîçíà÷åíèÿ, ââåä¼ííûå â ñòàòüå [1], ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé îäíîãî ïåðå-

êëþ÷åíèÿ ðåæèìîâ îáñëóæèâàíèÿ (r = 1, h1 = h, hr+1 = h2 = m). Òîãäà ôîðìóëû äëÿ ñðåäíåé
ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïåðèîäà çàíÿòîñòè è ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå
ïðèíèìàþò âèä

M τ(m) =
h∑

i=1

Ri

(
m1 + m11

(
(m− h)pm−i +

m−1∑

j=h+1

(j − h)pj−i

))

−
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Ri

(
m1 + m11

(
(m− h)pm−n−i +

m−1∑

j=h+1

(j − h)pj−n−i

))

+ m11

( m∑

n=h+1

(n− h)an + (m + 1− h)am+1

)
;

(1)

ρ0(m) =
1

1 + λM τ(m)
;

ρk(m) =
λ

1 + λM τ(m)

( k∑

i=1

Riqk−i −
h−1∑

n=1

an

k−n∑

i=1

Riqk−n−i

)
( k = 1, h );

ρk(m) =
λ

1 + λM τ(m)

( h∑

i=1

Ri

(
qk−i + m11pk−i

)

−
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Ri

(
qk−n−i + m11pk−n−i

)
+ m11ak

)
( k = h + 1, m );

ρm+1(m) =
λ

1 + λM τ(m)

( h∑

i=1

Riqm+1−i −
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Riqm+1−n−i + m11am+1

)
.

(2)
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Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü

m1 =

∞∫

0

xdF (x) < ∞, m11 =

∞∫

0

xdF1(x) < ∞

îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ñðåäíþþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ äëÿ îñíîâíîãî è ïî-
ñëåïîðîãîâîãî ðåæèìîâ.

Î÷åâèäíî, ÷òî òå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé (1) è (2), êîòîðûå ñîäåðæàò
ìíîæèòåëü m11, ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäó áëîêèðîâêè âõîäíîãî ïîòîêà, íî òîëüêî òîé å¼ ÷àñ-
òè, êîòîðàÿ íà÷èíàëàñü ñ ìîìåíòà t íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ î÷åðåäíîé çàÿâêè, äëÿ êîòîðîé
âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ξ(t) > h. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ èç (1) ôîðìóëû äëÿ ñðåäíåé ïðîäîë-
æèòåëüíîñòè òîé ÷àñòè ïåðèîäà çàíÿòîñòè, êîãäà âõîäíîé ïîòîê áëîêèðóåòñÿ (îáîçíà÷èì å¼
÷åðåç τb(m)), íåîáõîäèìî ê óêàçàííîé ñóììå äîáàâèòü âûðàæåíèå

M τ̃m+1(m) =
h∑

i=1

Riqm+1−i −
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Riqm+1−n−i, (3)

êîòîðîå íàõîäèòñÿ â ÷èñëèòåëå ôîðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòè ρm+1(m) è îòîáðàæàåò ñðåäíþþ
ïðîäîëæèòåëüíîñòü òîé ÷àñòè ïåðèîäà çàíÿòîñòè, êîãäà âõîäíîé ïîòîê çàáëîêèðîâàí èç-çà
ïðåâûøåíèÿ êîëè÷åñòâà çàÿâîê â ñèñòåìå ÷èñëà m, è îñóùåñòâëÿåòñÿ äîîáñëóæèâàíèå òîé
çàÿâêè, â ìîìåíò t íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ êîòîðîé âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ξ(t) ≤ h. Â òî æå
âðåìÿ, âûðàæåíèå (3) íåîáõîäèìî âû÷åñòü îò ñóììû òåõ ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû
(1), êîòîðûå íå ñîäåðæàò ñîìíîæèòåëÿ m11, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñðåäíþþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü òîé
÷àñòè ïåðèîäà çàíÿòîñòè, êîãäà îòñóòñòâóåò áëîêèðîâêà âõîäíîãî ïîòîêà (îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç
τnb(m)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρk(b)(m) è ρk(nb)(m) ÷àñòè ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â
ñèñòåìå, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû, êîãäà âõîäíîé ïîòîê çàÿâîê çàáëîêèðîâàí è,
ñîîòâåòñòâåííî, íåçàáëîêèðîâàí. Èç âûøåèçëîæåííîãî è î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

h∑

i=1

Ri −
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Ri =
h∑

i=1

Riah+1−i

ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí τnb(m), τb(m), ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè
ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå Mθ

h/G1/1/m è âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâà-
íèÿ çàÿâîê Psv(m) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

M τnb(m) = m1

h∑

i=1

Riah+1−i −M τ̃m+1(m); (4)

M τb(m) = m11

( h∑

i=1

Ri

(
(m− h)pm−i +

m−1∑

j=h+1

(j − h)pj−i

)

−
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Ri

(
(m− h)pm−n−i +

m−1∑

j=h+1

(j − h)pj−n−i

)

+
m∑

n=h+1

(n− h)an + (m + 1− h)am+1

)
+ M τ̃m+1(m);

(5)
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ρ0(nb)(m) = ρ0(m); ρk(nb)(m) = ρk(m) ( k = 1, h ); ρm+1(nb)(m) = 0;

ρk(nb)(m) =
λ

1 + λM τ(m)

( h∑

i=1

Riqk−i −
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Riqk−n−i

)
( k = h + 1, m );

(6)

ρk(b)(m) = 0 ( k = 0, h ); ρm+1(b)(m) = ρm+1(m);

ρk(b)(m) =
λm11

1 + λM τ(m)

( h∑

i=1

Ripk−i −
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Ripk−n−i + ak

)
( k = h + 1, m );

(7)

Psv(m) =
1 + λM τnb(m)
1 + λM τ(m)

(a1 = 1; an = 0, n ≥ 2). (8)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Mθ
h/G1/1 ñ íåîãðàíè÷åííûì îáú¼ìîì íàêîïèòåëÿ (m = ∞). Ïîëîæèâ

m →∞ â ñîîòíîøåíèÿõ (4)�(8), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí τnb(∞), τb(∞), ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè
ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â ñèñòåìå Mθ

h/G1/1 è âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ
çàÿâîê Psv(∞) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

M τnb(∞) = m1

h∑

i=1

Riah+1−i;

M τb(∞) = m11

( h∑

i=1

Ri

∞∑

j=h+1

(j − h)pj−i −
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Ri

∞∑

j=h+1

(j − h)pj−n−i +
∞∑

n=h+1

(n− h)an

)
;

M τ(∞) = M τnb(∞) + M τb(∞); ρ0(nb)(∞) =
1

1 + λM τ(∞)
;

ρk(nb)(∞) =
λ

1 + λM τ(∞)

( k∑

i=1

Riqk−i −
h−1∑

n=1

an

k−n∑

i=1

Riqk−n−i

)
( k = 1, h );

ρk(nb)(∞) =
λ

1 + λM τ(∞)

( h∑

i=1

Riqk−i −
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Riqk−n−i

)
( k ≥ h + 1 );

ρk(b)(∞) = 0 ( k = 0, h );

ρk(b)(∞) =
λm11

1 + λM τ(∞)

( h∑

i=1

Ripk−i −
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Ripk−n−i + ak

)
( k ≥ h + 1 );

Psv(∞) =
1 + λM τnb(∞)
1 + λM τ(∞)

. (9)

3. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÅÉ M τ(m) ÎÒ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ m È h

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ èç [1]:

ρ = λm1b1, b1 =
∞∑

n=1

nan < ∞.
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Ëåììà 1. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {pi}, {Ri}, ââåä¼íûõ â [1], âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

∞∑

j=0

pj = ρ;
k∑

i=1

Ri

k−i∑

j=0

pj =
k∑

i=1

Ri − k. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðîÿòíîñòåé
{pi} (i ≥ −1)

∞∑

i=−1

(i + 1)pi = ρ,

ïîëó÷èì
∞∑

i=−1

(i + 1)pi =
∞∑

j=0

(j + 1)pj =
∞∑

j=0

pj = ρ.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî èç [1]
k∑

i=1

Ripk−i = Rk − 1, (11)

íàõîäèì
k∑

i=1

Ri

k−i∑

j=0

pj =
k−1∑

j=0

k−j∑

i=1

Ripk−j−i =
k−1∑

j=0

(Rk−j − 1) =
k∑

i=1

Ri − k.

Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Ëåììà 2. Ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïåðèîäîâ çàíÿòîñòè ñèñòåì Mθ
h/G1/1/m è

Mθ
h/G1/1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

M τ(m) = b1m11 +
(
m1 −m11(1− ρ)

) h∑

i=1

Riah+1−i −m11

( h∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−i

pj

−
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−n−i

pj +
∞∑

n=m+2

(n−m− 1)an

)
;

(12)

M τ(∞) = b1m11 +
(
m1 −m11(1− ρ)

) h∑

i=1

Riah+1−i. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îòûñêàíèÿ M τ(m) èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå (1). Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà
(10), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

(m− h)pm−i +
m−1∑

j=h+1

(j − h)pj−i =
∞∑

j=h+1−i

pj −
∞∑

j=m+1−i

pj = ρ−
h−i∑

j=0

pj −
∞∑

j=m+1−i

pj ;

h∑

i=1

Ri

(
(m− h)pm−i +

m−1∑

j=h+1

(j − h)pj−i

)
=

h∑

i=1

Ri

(
ρ−

h−i∑

j=0

pj −
∞∑

j=m+1−i

pj

)

= h +
h∑

i=1

Ri

(
ρ− 1−

∞∑

j=m+1−i

pj

)
;

(14)
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m∑

n=h+1

(n− h)an + (m + 1− h)am+1 = b1 −
∞∑

n=1

nan +
m∑

n=h+1

nan − hah+1 + (m + 1)am+1

= b1 −
∞∑

n=m+2

(n−m− 1)an −
h∑

n=1

nan − hah+1.

Ïîñëå àíàëîãè÷íûõ ê âûïîëíåííûì â (14) ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèÿ

h−n∑

i=1

Ri

(
(m− h)pm−n−i +

m−1∑

j=h+1

(j − h)pj−n−i

)

íàéä¼ì

M τ(m) =
(
m1 −m11(1− ρ)

) h∑

i=1

Riah+1−i + m11

(
h−

h−1∑

n=1

(h− n)an

−
h∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−i

pj +
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−n−i

pj + b1 −
∞∑

n=m+2

(n−m− 1)an −
h∑

n=1

nan − hah+1

)
.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

h−
h−1∑

n=1

(h− n)an = h−
h∑

n=1

(h− n)an = hah+1 +
h∑

n=1

nan,

ïîëó÷èì ôîðìóëó (12), à ïîñëå ïåðåõîäà â íåé ê ïðåäåëó ïðè m → ∞ � ñîîòíîøåíèå (13).
Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Ïî òàêîé æå ñõåìå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñèñòåìû ñ r
ïåðåêëþ÷åíèÿìè (r ≥ 1).

Ëåììà 3. Ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïåðèîäîâ çàíÿòîñòè ñèñòåì Mθ
h/Gr/1 è

Mθ
h/Gr/1/m îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

M τ(∞) = b1mr1 +
(
m1 −mr1(1− ρ)

) h∑

i=1

Riah+1−i

+
r−1∑

i=1

(mi1 −mr1)
( hi+1∑

n=hi+1

nan + hi+1ahi+1+1 − hiahi+1

+
h∑

j=1

Rj

hi+1−j∑

s=hi+1−j

ps −
h−1∑

n=1

an

h−n∑

j=1

Rj

hi+1−n−j∑

s=hi+1−n−j

ps

)
;

M τ(m) = M τ(∞)−mr1

( h∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−i

pj

−
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−n−i

pj +
∞∑

n=m+2

(n−m− 1)an

)
.

(15)
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Òåîðåìà 3. Äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ Mθ
h/Gr/1/m ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïåðèîäà

çàíÿòîñòè M τ(m) âîçðàñòàåò êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (15) âèäèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç íåðàâåí-
ñòâà

h∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−i

pj −
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−n−i

pj +
∞∑

n=m+2

(n−m− 1)an > 0.

Äîêàæåì åãî. Èìååì:

h∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−i

pj −
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−n−i

pj

= ah

h∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−i

pj +
h−1∑

n=1

an

( h∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−i

pj −
h−n∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−n−i

pj

)

= ah

h∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−i

pj +
h−1∑

n=1

an

( n∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−i

pj +
h−n∑

i=1

(Rn+i −Ri)
∞∑

j=m+1−n−i

pj

)
> 0,

ïîñêîëüêó Rn+1 −Rn > 0 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé n. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Òåîðåìà 4. À) Åñëè äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ Mθ
h/G1/1/m âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

m1 −m11

(
1− ρ +

∞∑

j=m−1

pj

)
≥ 0, (16)

òî M τ(m) âîçðàñòàåò êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà h äëÿ h = 2, m− 1. Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

m1 −m11(1− ρ) ≤ 0, (17)

òî M τ(m) óáûâàåò êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà h.
Á) Åñëè äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ Mθ

h/G1/1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

m1 −m11(1− ρ) > 0, (18)

òî M τ(∞) âîçðàñòàåò êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà h. Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîå
íåðàâåíñòâî (17), òî M τ(∞) íå âîçðàñòàåò êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà h.

Äîêàçàòåëüñòâî. À) Îáîçíà÷èì ÷åðåç M τh+1(m) çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè (12) ïîñëå çàìåíû
h íà h + 1. Òîãäà èç (12) ïîëó÷èì

M τh+1(m)−M τ(m) =
(

m1 −m11

(
1− ρ +

∞∑

j=m−h

pj

))(
Rh+1 −

h∑

i=1

Riah+1−i

)
. (19)

Ïîñêîëüêó

Rh+1 −
h∑

i=1

Riah+1−i > 0,
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òî çíàê ðàçíîñòè M τh+1(m)−M τ(m) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì âûðàæåíèÿ

A(m,h) = m1 −m11

(
1− ρ +

∞∑

j=m−h

pj

)
.

Èç î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ

m1 −m11

(
1− ρ +

∞∑

j=m−1

pj

)
< A(m,h) < m1 −m11(1− ρ)

ñëåäóþò óñëîâèÿ (16) è (17). Ïðè âûïîëíåíèè (16) èìååì A(m,h) > 0, à ïðè âûïîëíåíèè (17)
A(m,h) < 0, ïîýòîìó ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.

Á) Èç (19) ïîëó÷àåì

M τh+1(∞)−M τ(∞) =
(
m1 −m11(1− ρ)

)(
Rh+1 −

h∑

i=1

Riah+1−i

)
.

Â ýòîì ñëó÷àå çíàê ðàçíîñòè M τh+1(∞) − M τ(∞) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì âûðàæåíèÿ
m1 −m11(1− ρ). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (18) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ρ ≥ 1, à òàêæå ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíå-
íèè íåðàâåíñòâ

ρ < 1, m11 <
m1

1− ρ
.

Óñëîâèå (17) âûïîëíÿåòñÿ ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ

ρ < 1, m11 ≥ m1

1− ρ
.

4. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÅÉ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß ÎÒ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ m È h

Òåîðåìà 5. À) Äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ Mθ
h/G1/1 âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê

Psv(∞) âîçðàñòàåò êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà h.
Á) Åñëè a1 = 1 (ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ Mh/G1/1/m), òî ïðè âûïîëíå-

íèè óñëîâèÿ

1 + λRh(m1 −m11) > 0 (20)

âåðîÿòíîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê Psv(m) âîçðàñòàåò êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà m, è íå âîç-
ðàñòàåò ïðè âûïîëíåíèè ïðîòèâîïîëîæíîãî ê (20) íåðàâåíñòâà

1 + λRh(m1 −m11) ≤ 0. (21)

Äîêàçàòåëüñòâî. À) Ñîîòíîøåíèå (9) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Psv(∞) =
1 + λm1

h∑
i=1

Riah+1−i

1 + λM τ(∞)
. (22)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Psv(h+1)(∞) çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè (22) ïîñëå çàìåíû h íà h + 1. Òîãäà ñ
ïîìîùüþ (22) ïîëó÷èì

(
Psv(h+1)(∞)−Psv(∞)

)(
1 + λM τ(∞)

)(
1 + λM τh+1(∞)

)

=
(

1 + λm1

h+1∑

i=1

Riah+2−i

)(
1 + λM τ(∞)

)−
(

1 + λm1

h∑

i=1

Riah+1−i

)

×(
1 + λM τh+1(∞)

)
= (1− ρ)λm11

(
Rh+1 −

h∑

i=1

Riah+1−i

)

+λ2m1

h+1∑

i=1

Riah+2−i

(
b1m11 +

(
m1 −m11(1− ρ)

) h∑

i=1

Riah+1−i

)

−λm2
1

h∑

i=1

Riah+1−i

(
b1m11 +

(
m1 −m11(1− ρ)

) h+1∑

i=1

Riah+2−i

)

= λm11

(
Rh+1 −

h∑

i=1

Riah+1−i

)
> 0,

÷òî è äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû.
Á) Â ñëó÷àå, êîãäà çàÿâêè ïîñòóïàþò ïî îäíîé (a1 = 1), èç ñîîòíîøåíèé (8) è (12) ïîëó÷èì

Psv(m) =
1 + λ

(
m1Rh −Rhqm+1−h +

h−1∑
i=1

Riqm−i

)

1 + λM τ(m)
; (23)

M τ(m) =
(
m1 −m11(1− ρ)

)
Rh + m11

(
1−Rh

∞∑

j=m+1−h

pj +
h−1∑

i=1

Ripm−i

)
. (24)

Îáîçíà÷èì ÷èñëèòåëü ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (23) ÷åðåç Pnum(m). Åñëè a1 = 1, òî èç îïðåäå-
ëåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé qi, pi [1] ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

λqi = pi ( i ≥ 0 ). (25)

Òîãäà ñ ïîìîùüþ (23)�(25) ïîëó÷èì

Pnum(m + 1)−Pnum(m) = Rhpm+1−h −
h−1∑

i=1

Ripm−i;

M τ(m + 1)−M τ(m) = m11

(
Rhpm+1−h −

h−1∑

i=1

Ripm−i

)
;

(
Psv(m + 1)−Psv(m)

)(
1 + λM τ(m)

)(
1 + λM τ(m + 1)

)

=
(
Pnum(m + 1)−Pnum(m)

)(
1 + λM τ(m)

)− λPnum(m)
(
M τ(m + 1)

−M τ(m)
)

=
(

Rhpm+1−h −
h−1∑

i=1

Ripm−i

)(
1 + λM τ(m)− λm11Pnum(m)

)

=
(

Rhpm+1−h −
h−1∑

i=1

Ripm−i

)(
1 + λRh(m1 −m11)

)
.
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Ïîñêîëüêó Rhpm+1−h −
h−1∑
i=1

Ripm−i > 0, òî çíàê ðàçíîñòè Psv(m + 1) − Psv(m) ñîâïàäàåò ñî
çíàêîì âûðàæåíèÿ 1 + λRh(m1 −m11), ïîýòîìó õàðàêòåð ìîíîòîííîñòè Psv(m) îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèÿìè (20) è (21). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

5. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ Î×ÅÐÅÄÈ
Äëÿ ñèñòåìû ñ îäíèì ïåðåêëþ÷åíèåì ðåæèìîâ îáñëóæèâàíèÿ (r = 1) ðàññìîòðèì ñòàöèî-

íàðíûå õàðàêòåðèñòèêè î÷åðåäè: ñðåäíþþ äëèíó î÷åðåäè MQ(m) è ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ
Mw(m). Äëÿ ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åííûì îáú¼ìîì íàêîïèòåëÿ ýòè õàðàêòåðèñòèêè íàõîäèì ïî
ôîðìóëàì

MQ(m) =
m∑

k=1

kρk+1(m); Mw(m) =
MQ(m)

λb1Psv(m)
. (26)

Ñîîòíîøåíèå äëÿ Mw(m) âûòåêàåò èç ôîðìóëû Ëèòòëà äëÿ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîòåðÿìè
çàÿâîê. Ïåðåä èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (26) íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíî-
ñòè ρi(m) è Psv(m) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (2) è (8) (ïðè a1 = 1) ñîîòâåòñòâåííî.

Ôîðìóëà (8) íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ñëó÷àå ãðóïïîâîãî ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê (a1 < 1),
ïîñêîëüêó äëÿ ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åííîé î÷åðåäüþ íåêîòîðûå çàÿâêè, ïðèáûâøèå íà âõîä ñèñòå-
ìû â ìîìåíò, êîãäà âõîäíîé ïîòîê íå áëîêèðóåòñÿ, ìîãóò áûòü ïîòåðÿíû. Ñîîòâåòñòâóþùóþ
ôîðìóëó äëÿ Psv(m) ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ïðåäåë ïðè T →∞ îòíîøåíèÿ ÷èñëà îáñëóæåííûõ
çàÿâîê ê ÷èñëó ïðèáûâøèõ çà âðåìÿ T. Ñðåäíåå ÷èñëî ïðèáûâøèõ íà âõîä ñèñòåìû çà âðåìÿ T
çàÿâîê ðàâíî λb1T, à ñðåäíåå ÷èñëî îáñëóæåííûõ çà ýòî æå âðåìÿ ñîñòàâëÿåò

(
1−ρ0(m)

)
T/m̃1,

ãäå m̃1 � ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ îäíîé çàÿâêè, êîòîðîå ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå

1
m̃1

=
M τ1(m)

m1M τ(m)
+

M τ11(m)
m11M τ(m)

.

Çäåñü M τ1(m) è M τ11(m) � ñðåäíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè ÷àñòåé ïåðèîäà çàíÿòîñòè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îñíîâíîìó è ïîñëåïîðîãîâîìó ðåæèìàì îáñëóæèâàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå
ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (12) äëÿ M τ(m) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ âåðîÿòíîñòè îá-
ñëóæèâàíèÿ

Psv(m) =
1

b1

(
1 + λM τ(m)

)
(

b1 + ρ
h∑

i=1

Riah+1−i −
h∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−i

pj

+
h−1∑

n=1

an

h−n∑

i=1

Ri

∞∑

j=m+1−n−i

pj −
∞∑

n=m+2

(n−m− 1)an

)
.

Â ñëó÷àå ñèñòåìû ñ íåîãðàíè÷åííûì îáú¼ìîì íàêîïèòåëÿ èç (26) ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

MQ(∞) =
∞∑

k=1

kρk+1(∞); Mw(∞) =
MQ(∞)

λb1Psv(∞)
. (27)

Èòàê, äëÿ îòûñêàíèÿ MQ(∞) íåîáõîäèìî íàéòè ñóììó áåñêîíå÷íîãî ðÿäà.
Îïðåäåëèì MQ(∞) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà çàÿâêè ïîñòóïàþò ïî îäíîé (a1 = 1), è ôîðìóëû äëÿ

ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ρi(∞), ïîëó÷åííûå èç (2) ïðè m →∞, óïðîùàþòñÿ:

ρ0(∞) =
1

1 + λM τ(∞)
; ρ1(∞) =

R1

1 + λM τ(∞)
;
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ρk(∞) =
Rk −Rk−1

1 + λM τ(∞)
( k = 1, h ); ρk(∞) =

λ

1 + λM τ(∞)

(
Rh(qk−h

+ m11pk−h) +
h−1∑

i=1

Ri(qk−i − qk−1−i −m11pk−1−i)
)

( k > h ).
(28)

Òåîðåìà 6. Åñëè a1 = 1 (çàÿâêè ïðèáûâàþò ïî îäíîé, ρ = λm1), òî ñðåäíÿÿ äëèíà î÷åðåäè
äëÿ ñèñòåìû Mh/G1/1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

MQ(∞) =
1

1 + λM τ(∞)

(h−1∑

i=1

(Rh −Ri) + (1 + λm11)
(

(h− 1)

× (
1−Rh(1− ρ)

)
+

∞∑

k=1

(
Rh

∞∑

i=k

pi −
h−1∑

i=1

Riph+k−1−i

)))
.

(29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå ρk(∞) =
∞∑

i=k

ρi(∞), ïåðâóþ èç ôîðìóë (27) çàïè-
øåì â âèäå

MQ(∞) =
∞∑

k=2

ρk(∞). (30)

Ó÷èòûâàÿ ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (10), à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ (11) è (25), ñ ïîìîùüþ (28) ïîñëåäî-
âàòåëüíî íàõîäèì

ρh+k(∞) =
1 + λm11

1 + λM τ(∞)

(
Rh

∞∑

i=k

pi −
h−1∑

i=1

Riph+k−1−i

)
( k ≥ 1 );

ρh+1(∞) =
1 + λm11

1 + λM τ(∞)
(
1−Rh(1− ρ)

)
;

ρk(∞) =
1

1 + λM τ(∞)
(
Rh −Rk−1 + (1 + λm11)

(
1−Rh(1− ρ)

))
( k = 2, h ).

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ρk(∞) â ôîðìóëó (30), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (29).
Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Äëÿ íåêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèé F (x) âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ îñíîâíîãî ðåæèìà ñóììû áåñ-
êîíå÷íûõ ðÿäîâ â (29) óäà¼òñÿ íàéòè â ÿâíîì âèäå. Ðàññìîòðèì äâà òàêèõ ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü a1 = 1 (çàÿâêè ïðèáûâàþò ïî îäíîé). À) Â ñëó÷àå ïîêàçàòåëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ îñíîâíîãî ðåæèìà (F (x) = 1−e−µx, x ≥ 0; ρ = λm1 = λ/µ)

MQ(∞) =
1

1 + λM τ(∞)

(h−1∑

i=1

(Rh −Ri) + (1 + λm11)
(

(h− 1)

× (
1−Rh(1− ρ)

)
+ Rhρ2 − ρ

h−1∑

i=1

Ri

(
ρ

1 + ρ

)h−i))
.

(31)
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Á) Åñëè âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ îñíîâíîãî ðåæèìà ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó Ýðëàíãà âòîðîãî
ïîðÿäêà (F (x) = 1− (1 + µx)e−µx, x ≥ 0; ρ = λm1 = 2λ/µ), òî

MQ(∞) =
1

1 + λM τ(∞)

(h−1∑

i=1

(Rh −Ri) + (1 + λm11)
(

(h− 1)

× (
1−Rh(1− ρ)

)
+

3
4
Rhρ2 −

h−1∑

i=1

Ri(ρ + h + 2− i)
(

ρ

2 + ρ

)h+1−i))
.

(32)

Äîêàçàòåëüñòâî. À) Äëÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, ðàñïðåäåë¼ííîãî ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêî-
íó, èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pi} (ñì. [1]) ïîëó÷àåì

pi =
µΛi+1

λ + µ
, pi = Λi+1 ( i ≥ −1 ); Λ =

λ

λ + µ
;

∞∑

i=k

pi = ρΛk;
∞∑

k=1

∞∑

i=k

pi = ρ2,

è ôîðìóëà (29) ïðèîáðåòàåò âèä (31).
Á) Åñëè F (x) = 1− (1 + µx)e−µx, x ≥ 0, òî

pi =
(i + 2)µ2Λi+1

(λ + µ)2
, pi =

(
λ + (i + 2)µ

)
Λi+1

λ + µ
( i ≥ −1 );

∞∑

i=k

pi =
(

λ

µ

)2

Λk−1
(
k + 2− 2(k + 1)Λ + kΛ2

)
;

∞∑

k=1

∞∑

i=k

pi = Λ
∞∑

k=1

kΛk + ρ
∞∑

k=1

Λk =
3
4
ρ2,

è èç (29) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (32). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

6. ÏÐÈÌÅÐÛ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ îñíîâíîãî ðåæèìà ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó Ýðëàíãà

âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïàðàìåòðîì µ (m1 = 2/µ). Äëÿ ñèñòåìû Mθ
h/G1/1 ðàññìîòðèì ñëó÷àè:

a1 = 0, 75, a2 = 0, 25 (çàÿâêè ïðèáûâàþò ïî îäíîé è ïî äâå, ïðèìåð 1); a1 = 1 (çàÿâêè ïîñòóïàþò
ïî îäíîé, ïðèìåð 2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç PLS(∞) âåðîÿòíîñòü ïîòåðè çàÿâêè äëÿ ñèñòåìû Mθ
h/G1/1, òîãäà

PLS(∞) = 1−Psv(∞). (33)

Ïóñòü λ = 2, µ = 3, à m11 = 0, 2 � ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ, ñîîâåòñòâóþùåå ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ F1(x) ïîñëåïîðîãîâîãî ðåæèìà, ÿâíûé âèä êîòîðîé íå âëèÿåò íà ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷¼òîâ. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû, ïîëó÷åííûå
äëÿ äàííûõ ïðèìåðîâ 1 è 2 ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (13), (22), (27), (32) è (33), ïðèâåäåíû â
òàáëèöàõ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ñðàâíåíèÿ â ýòèõ òàáëèöàõ çàïèñàíû òàêæå çíà÷åíèÿ íåêî-
òîðûõ õàðàêòåðèñòèê, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ GPSS
World [5, 6] äëÿ çíà÷åíèé âðåìåíè ðàáîòû ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ t = 105 (òàáë. 1) è t = 3 · 105

(òàáë. 2) ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè íà îòðåçêå [0; 0, 4] âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ ïî çàêî-
íó F1(x). Ïðîãðàììû GPSS World, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ðàñ÷¼òîâ, ïðèâåäåíû â [1].
Â íèõ âíåñåíû íåçíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ, îáóñëîâëåííûå îñîáåííîñòÿìè ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê
(ðàñïðåäåëåíèå {ai}) äëÿ ïðèìåðîâ 1 è 2.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò âûâîäû òåîðåì 4 è 5 î õàðàêòåðå ìîíîòîííîé çàâè-
ñèìîñòè õàðàêòåðèñòèê M τ(∞) è Psv(∞) îò ïàðàìåòðà h. Âîçðàñòàíèå M τ(∞) êàê ôóíêöèè
h ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (18) òåîðåìû 4. Ñðàâíåíèå äàííûõ òàáëèö 1 è 2
ïîêàçûâàåò, ÷òî ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïåðèîäà çàíÿòîñòè M τ(∞) è âåðîÿòíîñòü ïîòå-
ðè çàÿâêè PLS(∞) óìåíüøàþòñÿ ïðè ñíèæåíèè íàãðóçêè íà ñèñòåìó (íàãðóçêà áîëüøå äëÿ
ïðèìåðà 1, êîãäà çàÿâêè ìîãóò ïðèáûâàòü è ïî äâå).
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Òàáëèöà 1. Ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû Mθ

h/G1/1 (ïðèìåð 1)

h M τ(∞) PLS(∞) PLS(∞) (GPSS)
1 2,472 0,209 0,207
2 5,645 0,187 0,189
3 10,955 0,176 0,177
4 20,387 0,173 0,173
5 37,122 0,170 0,170
6 66,807 0,169 0,169
7 119,457 0,168 0,168

Òàáëèöà 2. Ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû Mθ
h/G1/1 (ïðèìåð 2)

h M τ(∞) PLS(∞) PLS(∞) (GPSS) Mw(∞) Mw(∞) (GPSS)
1 2,237 0,141 0,140 0,551 0,550
2 4,229 0,120 0,119 0,855 0,853
3 7,190 0,109 0,108 1,226 1,221
4 11,570 0,102 0,102 1,639 1,638
5 18,040 0,098 0,098 2,083 2,087
6 27,595 0,096 0,095 2,550 2,550
7 41,707 0,094 0,094 3,037 3,029

7. Î ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÑÈÍÒÅÇÀ
Èíôîðìàöèþ î õàðàêòåðå ìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ

îò îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
ñèíòåçà ñèñòåìû ñ çàäàííîé õàðàêòåðèñòèêîé. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå âåðîÿòíîñòè ïîòåðè
çàÿâêè PLS(∞) äëÿ ñèñòåìû Mθ

h/G1/1.
Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé (h, PLS(∞)):

äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ λ, m1, m11 è ai (i ≥ 1) íàéòè òàêîå íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ïîðîãà h, ïðè êîòîðîì PLS(∞) íå ïðåâûøàåò çàäàííîãî çíà÷åíèÿ P0. Èç òåîðåìû 5
è ôîðìóëû (33) ñëåäóåò, ÷òî PLS(∞) óáûâàåò êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà h. Ïîýòîìó, î÷åâèäíî,
÷òî ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà

h∗ = min {h ∈ N : PLS(h)(∞) ≤ P0 }, (34)

ãäå PLS(h)(∞) = PLS(∞) äëÿ êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ h. Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà (34) äîñòà-
òî÷íî èìåòü ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé PLS(∞) äëÿ ðàçëè÷íûõ h, òàêèå êàê, íàïðèìåð,
ïðèâåä¼ííûå â òàáëèöàõ 1 è 2.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ (h, PLS(∞)) äëÿ äàííûõ ïðèìåðîâ 1 è 2, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè òàáëèö 1
è 2, ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 3 è 4 ñîîòâåòñòâåííî.

Òàáëèöà 3. Ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà (h, PLS(∞)) äëÿ äàííûõ ïðèìåðà 1

P0 0,175 0,180 0,185 0,190 0,195 0,200 0,205 0,210
h∗ 4 3 3 2 2 2 2 1

Ðàññìîòðèì çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà äëÿ ñèñòåìû Mθ
h/G1/1, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîæíî

íàéòè â ÿâíîì âèäå. Ïåðâóþ èç íèõ áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé (m11, PLS(∞)) è ñôîðìóëèðóåì
òàê: äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ λ, m1, h è ai (i ≥ 1) íàéòè òàêîå íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå ñðåäíåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ m11 ïîñëåïîðîãîâîãî ðåæèìà, ïðè êîòîðîì âåðîÿò-
íîñòü ïîòåðè çàÿâêè PLS(∞) íå ïðåâûøàåò çàäàííîãî çíà÷åíèÿ P0.
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Òàáëèöà 4. Ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà (h, PLS(∞)) äëÿ äàííûõ ïðèìåðà 2

P0 0,095 0,100 0,105 0,110 0,115 0,120 0,130 0,140
h∗ 7 5 4 3 3 2 2 2

Òåîðåìà 8. Åñëè 0 < P0 < 1, òî ðåøåíèå çàäà÷è (m11, PLS(∞)) äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ
Mθ

h/G1/1 îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

m∗
11 =

P0

(
1 + λm1

h∑
i=1

Riah+1−i

)

λ(1− P0)
(

b1 − (1− ρ)
h∑

i=1
Riah+1−i

) . (35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (22) è (13), çàïèñûâàåì íåðàâåíñòâî
PLS(∞) ≤ P0 è ðåøàåì åãî îòíîñèòåëüíî m11. Ïîëó÷àåì

m11 ≤
P0

(
1 + λm1

h∑
i=1

Riah+1−i

)

λ(1− P0)
(

b1 − (1− ρ)
h∑

i=1
Riah+1−i

) .

Ïîñêîëüêó

b1 − (1− ρ)
h∑

i=1

Riah+1−i =
M τb(∞)

m11
> 0,

òî òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà (m11, Mw(∞)) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà çàÿâêè ïðèáû-
âàþò ïî îäíîé (a1 = 1): äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ λ, m1 è h íàéòè òàêîå
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñðåäíåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ m11 ïîñëåïîðîãîâîãî ðåæèìà, ïðè êî-
òîðîì ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè Mw(∞) íå ïðåâûøàåò çàäàííîãî çíà÷åíèÿ w0.

Òåîðåìà 9. Åñëè

w0 >

h−1∑
i=1

(Rh −Ri) + B(λ, m1, h)

λ(1 + ρRh)
, (36)

ãäå B(λ, m1, h) = (h− 1)
(
1−Rh(1− ρ)

)
+

∞∑
k=1

(
Rh

∞∑
i=k

pi −
h−1∑
i=1

Riph+k−1−i

)
, òî ðåøåíèå çàäà÷è

(m11, Mw(∞)) îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

m∗
11 =

λw0(1 + ρRh)−
h−1∑
i=1

(Rh −Ri)−B(λ, m1, h)

λB(λ, m1, h)
. (37)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (27), (29) è (22), çàïèñûâàåì íåðàâåíñòâî
Mw(∞) ≤ w0 è ðåøàåì åãî îòíîñèòåëüíî m11. Ïîëó÷àåì

m11 ≤
λw0(1 + ρRh)−

h−1∑
i=1

(Rh −Ri)−B(λ, m1, h)

λB(λ, m1, h)
. (38)
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Ïîñêîëüêó B(λ, m1, h) > 0 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6), è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (36)
÷èñëèòåëü ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (38) ïîëîæèòåëåí, òî òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà (m11, PLS(∞)) è (m11, Mw(∞)), ïîëó÷åííûå ïî ôîð-
ìóëàì (35) è (37) äëÿ äàííûõ ïðèìåðîâ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî, ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 5 è 6.

Òàáëèöà 5. Ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà (m11, PLS(∞)) äëÿ äàííûõ ïðèìåðà 1 (h = 5)

P0 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45
m∗

11 0,051 0,109 0,172 0,244 0,326 0,419 0,526 0,651 0,799

Òàáëèöà 6. Ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà (m11, Mw(∞)) äëÿ äàííûõ ïðèìåðà 2 (h = 5)

w0 1,8 1,9 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9
m∗

11 0,024 0,086 0,149 0,211 0,273 0,335 0,397 0,459 0,522 0,584 0,646 0,708

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (36), íàõîäèì, ÷òî äëÿ äàííûõ ïðèìåðà 2 ðåøåíèå çàäà÷è (m11, Mw(∞))
ñóùåñòâóåò, åñëè w0 > 1, 761.

8. ÇÀÄÀ×À ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ ÇÀÒÐÀÒ ÍÀ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈÅ
Ðàññìîòðèì ýêîíîìè÷åñêèé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû îáñëóæèâà-

íèÿ Mh/G1/1 â âèäå

I(m11) = cwMw(∞) + csvT (∞) + csv,1T1(∞), (39)

ãäå cw � ñòîèìîñòü åäèíèöû âðåìåíè îæèäàíèÿ â î÷åðåäè; T (∞) è T1(∞) � ñðåäíåå îòíî-
ñèòåëüíîå âðåìÿ èñïîëüçîâàíèÿ îñíîâíîãî è ïîñëåïîðîãîâîãî ðåæèìà ñîîòâåòñòâåííî; csv è
csv,1 � ñòîèìîñòü åäèíèöû âðåìåíè èñïîëüçîâàíèÿ êàæäîãî èç ýòèõ ðåæèìîâ. Çàôèêñèðóåì
ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ m1 îñíîâíîãî ðåæèìà è ïðåäïîëîæèì, ÷òî csv,1 = m1csv/m11.
Ñ÷èòàÿ çàäàííûìè ïàðàìåòðû ρ è h, áóäåì èñêàòü òàêîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî âðåìåíè îáñëóæè-
âàíèÿ ïîñëåïîðîãîâîãî ðåæèìà m11, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñðåäíèå çàòðàòû íà îáñëóæèâàíèå
I(m11).

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ Mw(∞), T (∞) è T1(∞) â ïðàâóþ ÷àñòü (39) ïîëó÷èì ÿâ-
íóþ çàâèñèìîñòü ôóíêöèîíàëà I(m11) îò m11. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåäåíà ê ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèè

I(m11) =
cw

λ(1 + ρRh)

(h−1∑

i=1

(Rh −Ri) + (1 + λm11)B(λ, m1, h)
)

+
csvρ(1 + ρRh)

1 + λ
(
m1Rh + m11

(
1− (1− ρ)Rh

))

äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ m11.

Òåîðåìà 10. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

csv

cw
>

B(λ, m1, h)
λ2m1

(
1− (1− ρ)Rh

) , (40)
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òî ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà I(m11) äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ Mh/G1/1 ñóùåñòâóåò è äî-
ñòèãàåòñÿ ïðè

m∗
11 =

1 + ρRh

λ
(
1− (1− ρ)Rh

)

λ

√
csvm1

(
1− (1− ρ)Rh

)

cwB(λ, m1, h)
− 1


 . (41)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè I(m11) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

I ′(m11) = A1 − A2

(A3 + A4m11)2
; A1 =

cwB(λ, m1, h)
1 + ρRh

;

A2 = csvm1λ
2(1 + ρRh)

(
1− (1− ρ)Rh

)
; A3 = 1 + ρRh; A4 = λ

(
1− (1− ρ)Rh

)
,

ãäå ïîñòîÿííûå Ai (i = 1, 4) ïîëîæèòåëüíû. Ïðè óñëîâèè (40) åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ I ′(m11) = 0 èìååò âèä (41). Ôóíêöèÿ y = y(m11) = I ′(m11) ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò, ïîýòîìó, ïîñêîëüêó y(m∗

11) = 0, òî y(m∗
11 − ε) < 0, y(m∗

11 + ε) > 0 äëÿ êàê óãîäíî
ìàëîãî ε > 0, à ýòî çíà÷èò, ÷òî â òî÷êå m11 = m∗

11 ôóíêöèÿ I(m11) äîñòèãàåò ìèíèìóìà.
Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå òåîðåìû 10 äëÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ Mh/G1/1, èñïîëü-
çóÿ äàííûå ïðèìåðà 2, ðàññìîòðåííîãî âûøå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàÿâêè ïðèáûâàþò ïî îäíîé,
âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ îñíîâíîãî ðåæèìà ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó Ýðëàíãà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ
ïàðàìåòðîì µ (m1 = 2/µ), λ = 2, µ = 3, h = 5, , à ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F1(x) âðåìåíè
îáñëóæèâàíèÿ ïîñëåïîðîãîâîãî ðåæèìà ïðîèçâîëüíà. Óñëîâèå (40) íàêëàäûâàåò òàêîå îãðàíè-
÷åíèå íà çíà÷åíèÿ ñòîèìîñòåé îáñëóæèâàíèÿ: csv/cw > 2, 2136. Îíî âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð,
åñëè cw = 1, csv = 3. Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé ïî ôîðìóëå (41) íàõîäèì çíà÷åíèå ñðåäíåãî âðåìåíè
îáñëóæèâàíèÿ ïîñëåïîðîãîâîãî ðåæèìà, ïðè êîòîðîì çàòðàòû íà îáñëóæèâàíèå ìèíèìàëüíû,
m∗

11 = 0, 3013. Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû 7 óáåæäàåìñÿ, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà I(m11) äîñòèãà-
åòñÿ ïðè m11 = m∗

11.

Òàáëèöà 7. Çàòðàòû íà îáñëóæèâàíèå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ m11

äëÿ äàííûõ ïðèìåðà 2 (h = 5, cw = 1, csv = 3)

m11 0,1 0,2 0,25 0,3013 0,35 0,4 0,5 0,6
I(m11) 5,7152 5,6897 5,6836 5,6817 5,6833 5,6886 5,7088 5,7405

9. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â îòëè÷èå îò ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ Mθ/G/1, äëÿ êîòîðîé â óñëîâèÿõ áîëüøîé çàãðóç-
êè (ρ ≥ 1) î÷åðåäü ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íåîãðàíè÷åííî ðàñò¼ò, äëÿ ñèñòåìû Mθ

h/Gr/1 ñòà-
öèîíàðíûé ðåæèì ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîé çàãðóçêå. Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà,
áàçèðóþùåãîñÿ, â îñíîâíîì, íà ìåòîäå ïîòåíöèàëà Â.Ñ. Êîðîëþêà, â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïðå-
äåëåíû ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ Mθ

h/G1/1/m è Mθ
h/G1/1 è èçó÷åí

õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé íåêîòîðûõ èç íèõ îò ïàðàìåòðîâ m è h. Ðåøåíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
ñèíòåçà ñèñòåì ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ íàèëó÷øåãî
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû âûáèðàëîñü çàäàííîå çíà÷åíèå îäíîé èç ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê, à òàêæå çàäà÷à ìèíèìèçàöèè çàòðàò íà îáñëóæèâàíèå çà ñ÷¼ò âûáîðà îïòèìàëüíîé
èíòåíñèâíîñòè îáñëóæèâàíèÿ ïîñëåïîðîãîâîãî ðåæèìà.
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