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Аннотация—Пусть F – произвольное поле, V = Fx1 + · · · + Fxn – векторное пространство
над F размерности n, и G ≤ GL(n,F) – конечная группа, действующая на пространстве
V посредством F -линейных преобразований базисных элементов x1, . . . , xn. Далее, пусть
V ⊕m = V ⊕· · ·⊕V означает m-кратную прямую сумму пространства V , на которую груп-
па G действует диагональным образом. В таком случае, группа G естественным образом
действует на симметрической градуированной алгебре Amn = F[xi1, . . . , xin | 1 ≤ i ≤ m].
Пусть AG

mn обозначает подалгебру инвариантов полиномиальной алгебры Amn относи-
тельно действия группы G. Классический результат Эммы Нётер [8], [9] утверждает, что
в так называемом немодулярном случае, когда характеристика p поля F не делит порядок
|G| группы G (в частности, когда char F = 0), кольцо AG

mn порождается, как F-алгебра,
однородными многочленами над F cтепени не выше |G|, независимо от того насколько ве-
лико может быть m. С другой стороны, из работ Ричмана [10]–[12] следует, что указанный
результат, однако, не выполняется в так называемом модулярном случае, когда характе-
ристика p поля F делит порядок |G| группы G. Пусть p > 2 - простое число, F = Fp -
конечное поле, состоящее из p элементов, H – циклическая группа порядка p, действу-
ющая на линейном Fp-пространстве V размерности n, и AH

mn- подалгебра инвариантов
полиномиальной алгебры Amn = Fp[xi1, . . . , xin | 1 ≤ i ≤ m] относительно группы H.
В данной работе дается дальнейшее развитие метода орбитальных сумм, предложенного
автором в работе [16] и определяется полная система порождающих элементов алгебры
AH

mn в случае, когда n = 3. Кроме того, указывается нижняя граница для максимально
возможной степени однородных инвариантов, образующих полную систему образующих
элементов алгебры AH

mn. Полученные в работе результаты расширяют соответствующие
результаты Ричмана [10]–[12], результаты Кэмпбелла–Хагеса [1] для n = 2, а также более
общие результаты автора [16], касающиеся случая циклических групп.

1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть m,n – положительные целые числа, R – коммутативное кольцо с единичным элемен-
том 1, и

Amn = R[x11, . . . , xm1; . . . ;x1n, . . . , xmn]

– алгебра многочленов над R от n векторных переменных

(x11, . . . , xm1), . . . , (x1n, . . . , xmn).

Симметрическая группа Sn действует на элементы алгебрыAmn как группаR-автоморфизмов
по правилу: σ(xij) = xi,σ(j), σ ∈ Sn. Обозначим через ASn

mn подалгебру инвариантов алгебры
Amn относительно действия группы Sn и определим поляризованные элементарные симмет-
рические многочлены ur1,...,rm ∈ ASn

mn при помощи следующего формального тождества:

n∏
j=1

(1 + x1jz1 + · · ·+ xmjzm) = 1 +
∑

1≤r1+···+rm≤n

ur1,...,rmz
r1
1 · · · zrmm .
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Элементы алгебры ASn
mn обычно называются векторными инвариантами группы Sn. Если

R – нетерово кольцо, то из теоремы конечности Гильберта–Нётер [7], [8] следует, что ASn
mn яв-

ляется конечно порожденной коммутативной R-алгеброй и, кроме того, алгебра Amn конечно
порождена как модуль над ASn

mn; более того, если каждое ненулевое целое обратимо в кольце
R, то теорема Г. Вейля [17] утверждает, что инварианты ur1,...,rm образуют полную систему
образующих алгебры ASn

mn над R. Последний результат допускает следующее обобщение (Рич-
ман [12]): если порядок n! группы Sn обратим в кольце R, то ASn

mn порождается, как R-алгебра,
элементарными симметрическими многочленами ur1,...,rm степени не выше n.

Пусть A = R[x1, . . . , xn] - конечно порожденная коммутативная R-алгебра, G – конечная
группа её автоморфизмов над R и AG – подалгебра полиномиальных инвариантов группы G.
Eсли z1, . . . , zn – коммутирующие переменные, положим

P (z1, . . . , zn) =
∏
σ∈G

(1 + σ(x1)z1 + · · ·+ σ(xn)zn)

и обозначим через β(AG) наименьшее положительно целое число, для которого AG может
быть порождена как R- алгебра многочленами степени не выше β. Если каждое ненулевое
целое обратимо в R, то классический результат Э. Нётер [8], [9] утверждает, что алгебра AG

порождается над R коэффициентами многочлена P (z1, . . . , zn), а значит β(AG) ≤ |G|. Послед-
нее неравенство известно как граница Нётер. Упомянутый выше результат Ричмана [12] и
стандартные аргументы, основанные на использовании отображения Э. Нётер [9], показыва-
ют, что граница Нётер β(AG) ≤ |G| выполняется при много более слабом предположении,
что число |G|! обратимо в R. Недавний результат Флейшмана [5] показывает, что последнее
неравенство выполняется при значительно более слабом условии, что порядок |G| группы G
обратим в кольце R.

Пусть F – поле, An = F[x1, . . . , xn] – конечно порожденная коммутативная F-aлгебра, G
– конечная группа автоморфизмов алгебры An над F, и AG

n – подалгебра инвариантов ал-
гебры An относительно действия группы G. Если характеристика p поля F положительна
и делит |G|, мы говорим о модулярном случае. Если же p не делит |G|, мы имеем дело с
немодулярным случаем, который включает в себя классическую теорию полиномиальных ин-
вариантов над алгебраически замкнутыми полями характеристики нуль. Почти весь матема-
тический аппарат, обычно используемый в немодулярном случае (см., например, [3], [13], [14])
отсутствует в модулярном случае: свойство Коэна–Маколея вообще говоря не выполняется
, отсутствует оператор Рейнольдса (усреднение по |G|) и отсутствует формула Moлина для
производящих рядов Пуанкаре. Tем не менее, если F является полем простой характеристики
p, а H является p-силовской подгруппой группы G, то модулярный случай допускает интен-
сивное использование обобщенных орбитальных классов Черна соответствующих подгруппе
H, в частности, орбитальных следов (орбитальных сумм мономов) и высших oрбитальных
классов (oрбитальных норм мономов). Пусть F = Fp – простое конечное поле, состоящее из
p элементов и H – циклическая группа порядка p, действующая линейно на векторном про-
странстве V = Fpx1+ · · ·+Fpxn. Положим Amn = Fp[V

⊕m] и обозначим через AH
mn подалгебру

инвариантов алгебры Amn относительно диагонального действия группы H на пространстве
V ⊕m = V ⊕ · · · ⊕V . Оказывается, что существует Fp-линейное пространство Ṽ , содержащее V
в качестве линейного подпространства, и циклическая группа H̃ (тесно связанная с группой
H и действующая линейно на Ṽ ), такая что каждый инвариант u ∈ AH

mn может быть записан
в виде некоторой специальной Fp-линейной комбинации орбитальных сумм SH̃(f), орбиталь-
ных норм NH̃(g) (соответствующих группе H̃), а также их произведений SH̃(f)NH̃(g), для
всевозможных мономов f, g ∈ Fp[Ṽ

m]. Следует заметить, что если H – циклическая группа
простого порядка p и F = Fp – простое поле, состоящее из p элементов, то соответствующие
орбитальные суммы SH̃(f) и орбитальные нормы NH̃(g) могут быть выписаны в явном виде,
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что дает возможность для конкретного указания вполне определенных систем порождающих
элементов алгебры AH

mn.
Наиболее значимое различие между немодулярным и модулярным случаями состоит в сле-

дующем: граница Э. Нётер не остается верной в модулярном случае. Впервые это обстоятель-
ство было открыто в полной общности Ричманом [10] при изучении H-инвариантных много-
членов алгебры Am2 = Fp[xi, yi | 1 ≤ i ≤ m], где H – циклическая группа простого порядка p.
В указанной статье он доказал, что β(AH

m2) ≥ m(p−1). В более общей ситуации, когда G явля-
ется конечной группой, порядок которой делится на простое число p, а Anm – полиномиальная
алгебра над произвольным полем F характеристики p, Ричман [11] доказал, что

β(AG
mn) ≥

m(p− 1)

p|G|−1 − 1
.

В случае перестановочных групп эта граница была затем улучшена Г. Кемпером [6] и ав-
тором [15] следующим образом: если F – поле простой характеристики p и G ⊂ Sn – переста-
новочная группа, содержащая элемент порядка pα, то

β(AG
mn) ≥ max{n,m(pα − 1)}.

Этот результат означает, в частности, что если R = Z – кольцо целых чисел, то β(ASn
mn) ≥

max{n,m(n − 1)/2}. Из недавнего результата Флейшмана [4] следует, что указанная выше
нижняя граница β(AG

mn) ≥ max{n,m(pα − 1)} является точной: если n = pα и m > 1, то

β(ASn
mn) ≤ max{n,m(n− 1)}.

Последний результат может рассмотрен как некоторое усиление верхней границы Кэмпбелла–
Хагеса–Поллака [2]

β(ASn
mn) ≤ max{n,mn(n− 1)/2},

которая верна в общем случае для случае произвольной полиномиальной алгебры Amn над
коммутативным кольцом R.

Пусть m,n – положительные целые числа, p > 2 – простое число, Fp – конечное поле,
состоящее из p элементов, и V = Fpx1+· · ·+Fpxn – векторное пространство над Fp размерности
n ≥ 2. Пусть H = ⟨γ⟩ ≤ GL(n,Fp) – циклическая группа порядка p и AH

mn – подалгебра
инвариантов полиномиальной алгебры

Amn = Fp[xi1, . . . , xin | 1 ≤ i ≤ m]

относительно группы H. Мы предполагаем, что порождающая матрица γ группы H имеет
следующий канонический вид

γ =


J1
J2

. . .
Jr


с базисными Жордановыми блоками J1, J2, . . . , Jr размеров n1, n2, . . . , nr, соответственно. За-
метим, что

n1 + · · ·+ nr = n, n1 · · ·nr ≥ 2,

и
1 ≤ ni ≤ p для всех 1 ≤ i ≤ r.
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С данного момента мы предполагаем, что

n = 3, r = 1, n1 = 3.

При этом предположении мы имеем

V = Fpx1 + Fpx2 + Fpx3,

Am3 = Fp[V
m] = Fp[xi1, xi2, xi3 | 1 ≤ i ≤ m]

γ =

1 1 0
0 1 1
0 0 1


и

AH
m3 = {u ∈ Am3 | γ(u) = u}.

Для дальнейшего изложения нам потребуются следующие понятия. Положим

ĩσ = (i1, i2, . . . , iσ),

где 1 ≤ i1 < · · · < iσ ≤ m, 1 ≤ σ ≤ m, и рассмотрим

M = {̃iσ = (i1, i2, . . . , iσ) | 1 ≤ i1 < · · · < iσ ≤ m, 1 ≤ σ ≤ m}

как вполне упорядоченное множество, заданное отношением порядка “≼”. Если

σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0} or σ, τ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}

и ĩσ ≺ ĩτ , определим многочлены xĩσ+τ ,1
, xĩσ+τ ,2

, xĩσ+τ ,3
при помощи следующих рекуррентных

соотношений

xĩσ+τ ,1
= xĩσ ,1xĩτ ,2 − xĩσ ,2xĩτ ,1, xĩσ+τ ,2

= xĩσ ,1zĩτ ,3 − xĩσ ,3xĩτ ,1,

xĩσ+τ ,3
= xĩσ ,2xĩτ ,3 − xĩσ ,3xĩτ ,2

и заметим, что

γ̃(xĩσ+τ ,1
) = xĩσ+τ ,1

+ xĩσ+τ ,2
, γ̃(xĩσ+τ ,2

) = xĩσ+τ ,2
+ xĩσ+τ ,3

,

γ̃(xĩσ+τ ,3
) = xĩσ+τ ,3

для σ, τ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}, и

γ̃(xĩσ+τ ,1
) = xĩσ+τ ,1

+ xĩσ+τ ,2
+ xĩσ+τ ,3

, γ̃(xĩσ+τ ,2
) = xĩσ+τ ,2

+ xĩσ+τ ,3
,

γ̃(xĩσ+τ ,3
) = xĩσ+τ ,3

для σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}. Далее, положим

ζĩσ ,2 = xp
ĩσ ,1

− xĩσ ,1x
p−1

ĩσ ,3
, ζĩσ ,3 = xp

ĩσ ,2
− xĩσ ,2x

p−1

ĩσ ,3

и заметим, что
γ̃(ζĩσ ,2) = ζĩσ ,2 + ζĩσ ,3, γ̃(ζĩσ ,3) = ζĩσ ,3.
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Кроме того, мы заметим, что

ζĩσ ,3 = N
(0)

H̃
(zĩσ ,2) =

∏
α∈Fp

(
xĩσ ,2 +

(
α

1

)
xĩσ ,3

)
.

Используем теперь указанные выше соотношения для того, чтобы определить следующие
H-инварианты:

xi3, 1 ≤ i ≤ m, xĩσ+τ ,3
= det

xĩσ ,2 xĩτ ,2
xĩσ ,3 xĩτ ,3

 , (1)

где либо σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 1}, либо σ, τ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ, τ ≤ m, и ĩσ ≺ ĩτ ;

ζĩσ ,3 = xp
ĩσ ,2

− xĩσ ,2x
p−1

ĩσ ,3
, ωĩσ ,3

= ζp
ĩσ ,2

− ζĩσ ,2ζ
p−1

ĩσ ,3
, (2)

где σ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0} ∪ {2 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ ≤ m;

u(̃iσ ,̃iτ ),3 = det

xĩσ ,2 xĩτ ,2
xĩσ ,3 xĩτ ,3

 , (3)

где либо σ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}, τ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}, либо σ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0},
1 ≤ σ, τ ≤ m, и ĩσ ≺ ĩτ ;

φ(̃iσ ,̃iτ ),3
= det

xĩσ ,2 ζĩτ ,2
xĩσ ,3 ζĩτ ,3

 , ψ(̃iσ ,̃iτ ),3
= det

ζĩσ ,2 ζĩτ ,2
ζĩσ ,3 ζĩτ ,3

 , (4)

где σ, τ ∈ {1 + 3l | 0 ≥ 1} ∪ {2 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ, τ ≤ m , и ĩσ ≺ ĩτ ;

v(̃iσ ,̃iτ ),3 = xĩσ ,1xĩτ ,3 + xĩσ ,3xĩτ ,1 − xĩσ ,2xĩτ ,2 − xĩσ ,2xĩτ ,3 , (5)

где σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ, τ ≤ m, и ĩσ ≼ ĩτ ;

w(̃iρ ,̃iσ ,̃iτ ),3
= det


xĩρ,1 xĩσ ,1 xĩτ ,1

xĩρ,2 xĩσ ,2 xĩτ ,2

xĩρ,3 xĩσ ,3 xĩτ ,3

 , (6)

где ρ, σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ ρ, σ, τ ≤ m, и ĩρ ≺ ĩσ ≺ ĩτ ;

ϱi,3 =
∏
α∈Fp

(
xi1 +

(
α

1

)
xi2 +

(
α

2

)
xi3

)
, (7)

где 1 ≤ i ≤ m; а также

SH(f ′) =
∑
α∈Fp

m∏
i=1

(
xi,1 +

(
α

1

)
xi,2 +

(
α

2

)
xi,3

)si,1

×
(
xi,2 +

(
α

1

)
xi,3

)si,2 (
ζi,2 +

(
α

1

)
ζi,3

)σi,2

,

(8)

где 0 ≤ si,1, si,2, σi,2 ≤ p− 1.
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Теорема 1. Пусть H ≤ GL(3,Fp) – циклическая группа порядка p, порождаемая матрицей

γ =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 .

Тогда H-инвариантные однородные многочлены (1)–(8) образуют полную систему образу-
ющих элементов алгебры AH

m3. Другими словами, каждый элемент u ∈ AH
m3 представим в

виде многочлена над полем Fp от

xi3, xĩσ ,3, ζĩσ ,3, ωĩσ ,3
, u(̃iσ ,̃iτ ),3,

φ(̃iσ ,̃iτ ),3
, ψ(̃iσ ,̃iτ ),3

, v(̃iσ ,̃iτ ),3, w(̃iρ ,̃iσ ,̃iτ ),3
, ϱi,3, SH(f ′) ,

для всевозможных i, ĩσ, ĩρ, ĩτ .

Следствие 1. Если m > 1, то всякая система порождающих элементов алгебры AH
m3 со-

держит многочлен степени не ниже m(p− 1).

Tеорема 1 обеспечивает явную конструкцию порождающих элементов алгебры AH
m3 в виде

орбитальных сумм и орбитальных норм мономов. Алгебра векторных инвариантов AH
m2 над

полем Fp, гдеH ≤ GL(2,Fp) является циклической группой порядка p, порожденной элементом

γ =

(
1 1
0 1

)
,

впервые была изучена Ричманом в работе [10]. В частности, он нашел минимальную систему
образующих указанной алгебры при p = 2 и предположил, что аналогичная система должна
порождать AH

m2 и в случае нечетного простого p. Позже эта гипотеза была доказана Кэмпбел-
лом и Хагесом [1]. Другим важным результатом последней работы является тот факт, что при
m > 2 алгебра AH

m2 не является алгеброй Коэна–Маколея. Независимо, аналогичная порож-
дающая система для алгебры AH

mn, где n = 2r > 2 и H ≤ GL(n,Fp) циклическая подгруппа
порядка p, порожденная матрицей

γ =


J1
J2

. . .
Jr


с базисными Жордановыми блоками J1, J2, . . . , Jr размеров n1 = n2 = · · · = nr = 2, была
указана автором в работе [16].

В принципе, результат Теоремы 1 может быть распространен на общий случай алгебры
AH

mn многочленов f ∈ Amn, которые инвариантны относительно произвольной циклической
подгруппы H ≤ GL(n,Fp) порядка p, порожденной n× n матрицей

γ =


J1
J2

. . .
Jr


с произвольными базисными Жордановыми блоками J1, J2, . . . , Jr размеров n1, n2, . . . , nr, со-
ответственно. Более того, разработанный в данной работе метод дает возможность указать
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нижнюю границу для максимальной возможной степени порождающих элементов в полной
порождающей системе алгебры AG

mn в общем случае, когда G ≤ GL(n,Fp) является произ-
вольной группой, содержащей циклическую подгруппу H прядка p в качестве подгруппы.
Однако, сравнение результатов данной работы с результатами работ [1] и [16] показывает, что
число элементов каждой порождающей системы алгебры AH

mn достаточно быстро возрастает
одновременно с ростом размеров n1, n2, . . . , nr базисных Жордановых блоков матрицы γ. По-
этому, при достаточно большом p и достаточно больших n1, n2, . . . , nr явное указание систем
порождающих элементов алгебры AH

mn представляется весьма затруднительным.
В заключение мы кратко объясним основные идеи, лежащие в доказательстве Теоремы 1.

Пусть
Amn = F[xij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n]

– полиномиальная алгебра над полем Fp, G ≤ GL(n,Fp) – конечная группа, и f – некоторый
моном из алгебры Amn. Использование орбитальных сумм

SG(f) =
∑

u∈{σ(f)|σ∈G}

u

наиболее эффективно в том случае, когда группа G действует на элементах алгебры Amn

путем перестановок векторных переменных

x1 = (x11, . . . , xm1), . . . , xn = (x1n, . . . , xmn).

В этом случае каждый инвариант u ∈ AG
mn является линейной комбинацией над полем Fp

указанных выше орбитальных сумм SG(f) для всевозможных мономов f . Этот важный ре-
зультат является легким следствием следующего факта: если некоторый моном f входит в
некоторый инвариант u с ненулевым коэффициентом a, то для каждого элемента σ ∈ G соот-
ветствующий моном σ(f) также входит в u с тем же самым коэффициентом a. К сожалению,
указанное свойство не имеет места для конечных групп G более общего вида, в частности, для
циклических групп H, порожденных матрицами вида

γ =


J1
J2

. . .
Jr


с базисными Жордановыми блоками J1, J2, . . . , Jr размеров n1, n2, . . . , nr, соответственно, та-
кими что 1 < ni < p по крайней мере для одного i = 1, 2, . . . , r. С другой стороны, если
n1 = n2 = · · · = nr = p, то в результате соответствующего неособого линейного преобразова-
ния мы можем получить некоторую новую систему векторных переменных

x̃1 = (x̃11, . . . x̃m1), . . . , x̃n = (x̃1n, . . . , x̃mn),

на которой группа H действует в виде циклических перестановок.
Обозначим через H циклическую группу простого порядка p > 2, порожденную неособой

квадратной матрицей γ с базисными Жордановыми блоками J1, J2, . . . , Jr размеров n1, n2, . . . ,
nr, соответственно, и напомним, что H действует линейным образом на векторном простран-
стве V m размерности m(n1 + · · ·+ nr). Доказательство Теоремы 1 состоит из трех шагов.

(i) На первом шаге мы “раздуваем” каждый Жорданов блок Ji, 1 ≤ i ≤ r, матрицы γ до
Жорданова блока максимально возможного размера p. В результате, порождающая матрица γ
циклической группыH трансформируется в соответствующую квадратную матрицу γ̃ размера
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ν = rp, а группа H – в соответствующую циклическую группу H̃, порожденную матрицей γ̃ и
действующей на векторном пространстве Ṽ m размерности mν. Из изложенного выше следует,
что возможно найти новые векторные переменные

x̃1 = (x̃11, . . . , x̃m1), . . . , x̃n = (x̃1n, . . . , x̃mn),

получающиеся из начальных переменных

x1 = (x11, . . . , xm1), . . . , xn = (x1n, . . . , xmn)

при помощи некоторого невырожденного линейного преобразования, на которые группа H̃
действует в виде их циклических перестановок. Это свойство группы H̃ позволяет нам пока-
зать (Теорема 2), что каждый инвариант v алгебры AH̃

mn является Fp-линейной комбинацией
орбитальных сумм SH̃(f), орбитальных норм NH̃(g), а также их произведений SH̃(f)NH̃(g),
для всевозможных мономов f, g ∈ Amν .

(ii) На втором шаге мы показываем, что некоторое подходящее вложение алгебры Am3 в
алгебру Amp приводит к весьма простому тесту (Теорема 4), позволяющему из множества
всех H̃- инвариантов v ∈ AH̃

mp выбирать лишь те, которые инварианты относительно действия
группы H. Использование этого теста приводит к явной конструкции инвариантов u ∈ Am3

в виде Fp-линейных комбинаций орбитальных сумм SH̃(f) и орбитальных норм and NH̃(g)
некоторого специального вида, а также их произведений SH̃(f)NH̃(g).

(iii) На третьем шаге мы формируем полную систему образующих алгебры AH
m3, выбирая

определенным образом некоторые семейства однородных многочленов u ∈ Am3 ограниченной
степени.

2. OРБИТАЛЬНЫЕ СУММЫ

Пусть m,n – положительные целые числа, p ≥ 3 – простое число, Fp – конечное поле,
состоящее из p элементов, GL(n,Fp) – группа обратимых n× n матриц с элементами из Fp, и

Amn = Fp[xi1, . . . , xin | 1 ≤ i ≤ m]

– алгебра многочленов от коммутирующих переменных xi1, . . . , xin, для 1 ≤ i ≤ m. В по-
следующем мы идентифицируем поле Fp с множеством {0, 1, . . . , p − 1}. Если g - некоторый
многочлен из кольца Amn и

σ =


σ11 σ12 · · · σ1n
σ21 σ22 · · · σ2n
...

...
...

σn1 σn2 · · · σnn


– некоторый элемент группы GL(n,Fp), обозначим через σ(g) образ многочлена g относительно
эндоморфизма σ полиномиальных Fp-алгебр, действующего на базисные элементах xi1, . . . , xin
векторного пространства Vi = Fpxi + Fpxi2 + · · ·+ Fpxin, для 1 ≤ i ≤ m, следующим образом:

σ


xi1
xi2
...
xin

 =


σ(xi1)
σ(xi2)

...
σ(xin)

 =


σ11xi1 + · · ·+ σ1nxin
σ21xi1 + · · ·+ σ2nxin

...
σn1xi1 + · · ·+ σmnxin

 .

Пусть G – подгруппа группы GL(n,Fp) и AG
mn – множество многочленов u ∈ Amn таких,

что σ(u) = u для каждого σ ∈ G. Множество AG
mn образует подалгебру алгебры Amn, которая
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называется aлгеброй векторных инвариантов группы G. Пусть p – простой делитель числа
|G|, и H = ⟨γ⟩ – циклическая подгруппа группы G порядка p. В некотором подходящем базисе
матрица γ имеет следующую каноническую Жорданову форму

γ =


J1
J2

. . .
Jr


с базисными Жордановыми блоками

Jρ =


1 1 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1 1
0 0 · · · 0 1

 , ρ = 1, 2, . . . , r,

размеров n1, n2, . . . , nr, соответственно, где n1 + n2 + · · ·+ nr = n, 1 ≤ nρ ≤ p, для 1 ≤ ρ ≤ r, и
n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nl ≥ 2, nl+1 = · · · = nr = 1, для некоторого 1 ≤ l ≤ r.

Пусть AH
mn – алгебра многочленов u ∈ Amn, инвариантных относительно действия цикли-

ческой группы H = ⟨γ⟩. Нашей целью является точное описание элементов алгебры AH
mn для

группы H весьма специального вида. Пусть

Amn′ = Fp[xij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n′], где n′ = n1 + · · ·+ nl,

и пусть AH
mn′ – подалгебра инвариантов алгебры Amn′ относительно действия группы H. Так

как переменные xij , для 1 ≤ i ≤ m, n′ + 1 ≤ j ≤ n, инвариантны при действии группы H, то
каждый инвариант u ∈ AH

mn является многочленом вида

u = u1f1 + · · ·+ usfs,

где uk ∈ AH
mn′ и fk ∈ Fp[xij | 1 ≤ i ≤ m,n′ + 1 ≤ j ≤ n], для 1 ≤ k ≤ s. Это замечание

показывает, что проблема, касающуюся структуры инвариантов u ∈ AH
mn редуцируется к со-

ответствующей проблеме для инвариантов uk ∈ AH
mn′ , так что без уменьшения общности мы

можем предположить, что n = n′, u ∈ Amn′ и

γ =


J1
J2

. . .
Jr

 ,

где J1, . . . , Jr – базисные Жордановы блоки размеров n1, . . . , nr, соответственно, удовлетворя-
ющих условиям

n = n1 + · · ·+ nr и n1 ≥ · · · ≥ nr ≥ 2.

Положим ν = rp и расширим каждый из Жордановых блоков J1, . . . , Jr матрицы γ до одного
и того же Жорданова блока

J̃ =


1 1 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1 1
0 0 · · · 0 1
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размера p. В результате, матрица γ расширяется до квадратной матрицы

γ̃ =


J̃

J̃
. . .

J̃


размера ν, которая действует на каждом векторном пространстве

Ṽi = Fpzi1 + · · ·+ Fpziν , при 1 ≤ i ≤ m,

одним и тем же образом, как линейное преобразование пространства Ṽi.
Обозначим через H̃ циклическую группу порядка p, порожденную элементом γ̃, и заметим,

что действие группы H̃ на векторном пространстве Ṽi, для каждого i = 1, 2, . . . ,m, может
быть рассмотрено как некоторое расширение действия группы H на соответствующем под-
пространстве Vi ⊆ Ṽi.

Если
Amν = Fp[zi1, . . . , ziν | 1 ≤ i ≤ m]

– алгебра многочленов от mν коммутирующих переменных zij над Fp, то каждый элемент σ̃
группы H̃ задает некоторый эндоморфизм Fp-алгебры Amν . Пусть AH̃

mν – подалгебра инвари-
антов алгебры Amν относительно действия группы H̃. Если f ∈ Amν – некоторый моном, то
обозначим через

OrbH̃(f) = {σ̃(f) | σ̃ ∈ H̃}

его орбиту относительно действия группы H̃. Положим q = |OrbH̃(f)| и заметим, что q = 1
или q = p. Далее, если OrbH̃(f) – орбита монома f ∈ Amν , то выражения

SH̃(f) =
∑

g∈OrbH̃(f)

g и NH̃(f) =
∏

g∈OrbH̃(f)

g

называются орбитальной суммой и орбитальной нормой монома f относительно группы H̃.
Ясно, что оба выражения SH̃(f)NH̃(f) являются инвариантами относительно действия группы
H̃. Заметим также, что SH̃(f) и NH̃(f) оба являются однородными многочленами от перемен-
ных xi1 . . . , xiν , где 1 ≤ i ≤ m.

Теперь мы дадим описание тех элементов алгебры Amν , которые инвариантны относительно
действия группы H̃. Наши дальнейшие вычисления основаны на следующем результате.

Предложение 1. Пусть p > 2 – простое число, l1, . . . , lp – целые числа, удовлетворяющие
условиям

0 ≤ lk ≤ p− 1, для 1 ≤ k ≤ p,

и

l =

p∑
k=1

lk.

Tогда ∑
α∈Fp

p∏
k=1

(
α

lk

)
=


0, если l ≤ p− 2,

(p− 1)/l1! · · · lp!, если l = p− 1,

Ap/l1! · · · lp!, если l = p,
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где

Ap =
1

2

p∑
k=1

lk(lk − 1).

Доказательство. Как обычно, мы предположим, что(
α

lk

)
=

{
1, если lk = 0,

0, если α < lk,

и рассмотрим произведение
p∏

k=1

(
α

lk

)
как некоторый многочлен из кольца Fp[α] степени l, скажем

p∏
k=1

(
α

lp

)
= c0α

l + c1α
l−1 + · · ·+ cl.

Теперь результат следует из соотношения

∑
α∈Fp

αs =

{
p− 1, если (p− 1) | s,
0, в противном случае.

Пусть

f =
m∏
i=1

r∏
τ=1

τp∏
j=(τ−1)p+1

z
sijτ
ij

– многочлен из алгебры Amν = Fp[zij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ν]. Предположим, что f не
инвариантен относительно действия группы H̃ , и рассмотрим соответствующую орбитальную
сумму

SH̃(f) =
∑
α∈Fp

γ̃α(f).

Так как

γ̃α(zij =

τp∑
l=j

(
α

l − j

)
zij ,

для 1 ≤ i ≤ m, (τ − 1)p+ 1 ≤ j ≤ τp, 1 ≤ τ ≤ r, то мы имеем

SH̃(f) =
∑
α∈Fp

m∏
i=1

r∏
τ=1

τp∏
j=(τ−1)p+1

(
τp−j∑
l=0

(
α

l

)
zi,j+l

)sijτ

. (9)

Пусть {z̃i1, . . . , z̃iν | 1 ≤ i ≤ m} – новые переменные, определенные соотношениями:

z̃i,(τ−1)p+α+1 =

α∑
l=0

(
α

l

)
zi,(τ−1)p+l+1 , (10)

для 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ α ≤ p − 1 and 1 ≤ τ ≤ r. При каждом фиксированном i эти соотно-
шения определяют соответствующее невырожденное линейное преобразование переменных и,
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следовательно, каждое переменное zij является, в свою очередь, некоторой Fp-линейной ком-
бинацией переменных z̃ij . Отсюда следует, что каждая орбитальная сумма SH̃(f) является
Fp-линейной комбинацией орбитальных сумм

SH̃(f̃) =
∑

g̃∈Orb(f̃)

g̃,

где f̃ – моном вида

f̃ =
m∏
i=1

r∏
τ=1

τp∏
j=(τ−1)p+1

z̃
s̃ijτ
ij .

Заметим теперь, что для каждого i = 1, 2, . . . ,m соответствующая система {z̃ij | 1 ≤ j ≤ ν}
элементов z̃ij , определенных соотношениями (10), образует базис линейного пространства

Ṽi = Fpzi1 + · · ·+ Fpziν ,

и для каждого τ = 1, 2, . . . , r, циклическая группа H̃ действует на базисных элементах z̃i1, . . . , z̃iν
в виде их циклических перестановок.

Далее, пусть u ∈ AH̃
mν – произвольный инвариант и f̃ ∈ Fp[z̃i1, . . . , z̃iν | 1 ≤ i ≤ m] –

некоторый моном указанного выше вида, который появляется в u с некоторым ненулевым ко-
эффициентом. Так как γ̃α(u) = u для любого γ̃α ∈ H̃, то коэффициент при f̃ в инварианте u
должен быть равен коэффициенту при γ̃α(f̃). Отсюда следует, что каждый инвариант u ∈ AH̃

mν

является Fp-линейной комбинацией орбитальных сумм SH̃(f̃), орбитальных норм NH̃(g̃) (со-
ответствующих группе H̃), а также их произведений SH̃(f̃)NH̃(g̃), для всевозможных мономов
f̃ , g̃ ∈ Fp[z̃ij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ν]. С другой стороны, каждая орбитальная сумма SH̃(f̃) яв-
ляется Fp-линейной комбинацией орбитальных сумм вида SH̃(f), откуда следует, что каждый
инвариант u ∈ AH̃

mν является Fp-линейной комбинацией орбитальных сумм SH̃(f), орбиталь-
ных норм NH̃(g) и их произведений SH̃(f)NH̃(g). Отсюда мы получаем следующий результат.

Теорема 2. Каждый инвариант u алгебры AH̃
mν является Fp-линейной комбинацией орби-

тальных сумм SH̃(f), орбитальных норм NH̃(g) (относительно группы H̃), а также их
произведений SH̃(f)NH̃(g), для всевозможных мономов f, g ∈ Amν следующего вида:

f =

m∏
i=1

r∏
τ=1

τp∏
j=(τ−1)p+1

z
sijτ
ij , g =

m∏
i=1

r∏
τ=1

τp∏
j=(τ−1)p+1

z
tijτ
ij .

Положим

sijτ =

η∑
e=0

s
(e)
ijτp

e, где 0 ≤ s
(e)
ijτ ≤ p− 1,

и рассмотрим моном

f =

η∏
e=0

m∏
i=1

r∏
τ=1

τp∏
j=(τ−1)p+1

(zp
e

ij )
s
(e)
ijτ . (11)

Определим вес w(f) монома f и ассоциированной с ним орбитальный суммы SH̃(f) следу-
ющим образом:

w(f) = w(SH̃(f)) =

η∑
e=0

m∑
i=1

r∑
τ=1

τp∑
j=(τ−1)+1

(τp− j)s
(e)
ijτ .
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Если моном f инвариантен под действием группы H̃, то он имеет вид

f =

η∏
e=0

m∏
i=1

r∏
τ=1

(zp
e

i,τp)
s
(e)
i,τp .

Если же f не инвариантен относительно H̃, то из (9), (11) и Предложения 3 следует, что
условие w(f) < p − 1 влечет равенство SH̃(f) = 0. С другой стороны, если w(f) > p + λ и
sijτ ≥ 1 по меньшей мере для одной тройки (i, j, τ), где 1 ≤ i ≤ m, (τ −1)p+1 ≤ j < τp−λ−1,
1 ≤ τ ≤ r, то инвариант SH̃(f) зависит по меньшей мере от одной переменной zij , где 1 ≤ i ≤ m,
(τ − 1)p+ 1 ≤ j < τp− λ− 1, 1 ≤ τ ≤ r. Это замечание доказывает следующий результат.

Теорема 3. Пусть 0 ≤ λ < p− 1, µ ≥ 1 – целые числа и

f =

η∏
e=0

m∏
i=1

r∏
τ=1

τp∏
j=(τ−1)p+1

(zp
e

ij )
s
(e)
ijτ , 0 ≤ s

(e)
ijτ ≤ p− 1,

– некоторый моном из Amν , который не инвариантен под действием группы H̃. Всякая ор-
битальная норма NH̃(f) ∈ AH̃

mν , не зависящая ни от одной из переменных zij, при 1 ≤ i ≤ m,
(τ − 1)p+ 1 ≤ j < τp− λ− 1, 1 ≤ τ ≤ r, имеет вид

N
(λ)

H̃
(f) =

∏
α∈Fp

η∏
e=0

m∏
i=1

r∏
τ=1

τp∏
j=τp−λ−1

(
τp−j∑
l=0

(
α

l

)
zp

e

i,j+l

)s
(e)
ijτ

,

а каждая орбитальная сумма SH̃(f) ∈ AH̃
mν , не зависящая ни от одной из переменных zij,

при 1 ≤ i ≤ m, (τ − 1)p+ 1 ≤ j < τp− λ− 1, 1 ≤ τ ≤ r, имеет либо вид

S
(λ)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

η∏
e=0

m∏
i=1

r∏
τ=1

τp∏
(τ−1)p−λ−1

(
τp−j∑
l=0

(
α

l

)
zp

e

i,j+l

)s
(e)
ijτ

,

либо вид

S
(µ,λ)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

η∏
e=0

m∏
i=1

r∏
τ=1

τp∏
j=(τ−1)p+1

(
τp−j∑
l=0

(
α

l

)
zp

e

i,j+l

)s
(t)
ijτ

,

где s(e)ijτ ≥ 1 по меньшей мере для одной четверки (e, i, j, τ), такой что 0 ≤ e ≤ η, 1 ≤ i ≤ m,
(τ − 1)p+ 1 ≤ j < τp− λ− 1, 1 ≤ τ ≤ r, и w(f) = p− 1 + µ ≥ p+ λ+ 1.

С данного момента мы будем считать, что

r = 1 и n1 = 3.

При выполнении этого условия, следующий результат является легким следствием теоремы
5 при λ = 0.

Следствие 2. Пусть µ > 2 – положительное целое число и

f =

η∏
e=0

m∏
i=1

p∏
j=1

(zp
e

ij )
s
(e)
ij , 0 ≤ s

(e)
ij ≤ p− 1,
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– некоторый моном в Amp, который не инвариантен под действием группы H̃. Тогда каждая
орбитальная норма NH̃(f) ∈ AH̃

mp, не зависящая ни от одной из переменных zij, 1 ≤ i ≤ m
and 1 ≤ j < p− 2 имеет вид:

N
(0)

H̃
(f) =

∏
α∈Fp

η∏
e=0

m∏
i=1

(
zp

e

i,p−2 +

(
α

1

)
zp

e

i,p−1 +

(
α

2

)
zp

e

i,p

)s
(e)
i,p−2

×
(
zp

e

i,p−1 +

(
α

1

)
zp

e

i,p

)s
(e)
i,p−1

(zp
e

i,p)
s
(e)
i,p .

Далее, каждая орбитальная сумма SH̃(f) ∈ AH̃
mp, не зависящая от zij, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j <

p− 2, имеет либо вид

S
(0)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

η∏
e=0

m∏
i=1

(
zp

e

i,p−2 +

(
α

1

)
zp

e

i,p−1 +

(
α

2

)
zp

e

i,p

)s
(e)
i,p−2

×
(
zp

e

i,p−1 +

(
α

1

)
zp

e

i,p

)s
(e)
i,p−1

(zp
e

i,p)
s
(e)
i,p ,

либо вид

S
(1)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

η∏
e=0

m∏
i=1

p∏
j=1

(
p−j∑
l=0

(
α

l

)
zp

e

i,j+l

)s
(e)
ij

,

где w(f) = p and s(e)ij ≥ 1 по меньшей мере для одной тройки (e, i, j), такой что 0 ≤ e ≤ η,
1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j < p− 1, либо вид

S
(2)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

η∏
e=0

m∏
i=1

p−j∏
j=1

(
p−j∑
l=0

(
α

l

)
zp

e

i,j+l

)s
(e)
ij

,

где w(f) = p+ 1 и s
(e)
ij ≥ 1 по меньшей мере для одной тройки (e, i, j), такой что 0 ≤ e ≤ η,

1 ≤ i ≤ m и 1 ≤ j < p− 2.
С другой стороны, если SH̃(f) включает в себя по меньшей мере одну из переменных zij,

где 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j < p− 2, то орбитальная сумма SH̃(f) имеет следующий вид:

S
(µ)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

η∏
e=0

m∏
i=1

p∏
j=1

(
p−j∑
l=0

(
α

l

)
zp

e

i,j+l

)s
(e)
ij

,

где w(f) = p− 1 + µ > p+ 1 и s
(e)
ij ≥ 1 по меньшей мере для одной тройки (e, i, j), такой что

0 ≤ e ≤ η, 1 ≤ i ≤ m и 1 ≤ j < p− 2.

Для каждого целого i = 1, 2, . . . ,m рассмотрим вложение

ϑ : Vi ↪→ Ṽi (12)

пространства Vi в пространство Ṽi, определенной соотношениями

ϑ(xij) =


zi,p−2, при j = 1,

zi,p−1, при j = 2,

zi,p, при j = 3,
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определим действие циклической группы H на пространстве Ṽi следующим образом. Если γ –
порождающий элемент группы H, то его действие на элементы (xi1, xi2, xi3) пространства Vi
определяется следующим образом:

γ(xij) =


xi1 + xi2, при j = 1,

xi2 + xi3, при j = 2,

xi3, при j = 3.

В таком случае, отображение ϑ : Vi ↪→ Ṽi индуцирует соответствующее действие элемента
γ на пространстве Ṽi, определяемое по формуле

γ(zij) =

{
zij + zi,j+1, при j = p− 2, p− 1,

zij , при j ̸= p− 2, p− 1.
(13)

Этим задается единственное расширение действия группы H с подпространства Vi про-
странства Ṽi до её действия на всем пространстве Ṽi и определяет соответствующее единствен-
ное расширение действия группы H на элементы алгебры Am3 до её действия на элементы
алгебры Amp. С другой стороны, если γ̃ - порождающий элемент группы H̃, то его действие
на элементы (zi,1, . . . , zi,p−1) пространства Ṽi определяется следующим образом:

γ̃(zi,j) =

{
zi,j + zi,j+1, при 1 ≤ j ≤ p− 1,

zij , при j = p.

Теперь мы изучим структуру инвариантов u ∈ AH̃
mp, которые инвариантны одновременно и

при действии группы H.

Теорема 4. Пусть u ∈ AH̃
mp – многочлен положительной степени. Тогда u инвариантен

относительно действия группы H тогда и только тогда, когда u не содержит ни одной
переменной zij, для 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j < p− 2.

Доказательство. Каждый инвариант u ∈ AH̃
mp степени s ≥ 1 является суммой его однород-

ных компонент uk ∈ AH̃
mp степени k, для 1 ≤ k ≤ s. Это замечание сводит ситуацию к случаю

однородных многочлена u ∈ AH̃
mp, инвариантного относительно действия группы H.

Предположим, что u ∈ AH̃
mp включает по меньшей мере одну из переменных zij , для 1 ≤

i ≤ m, 1 ≤ j < p− 2, и запишем u в виде:

u =
∑
(sij)

u(sij)

m∏
i=1

p−3∏
j=1

z
sij
ij ,

где u(sij) – однородные многочлены из кольца

Fp[zi,p−2, zi,p−1, zi,p | 1 ≤ i ≤ m],

а сумма берется по всем наборам

(sij) = (sij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ p− 3)

неотрицательных целых sij , таким что

m∑
i=1

p−3∑
j=1

sij ≤ s.
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Пусть j0 ≤ p− 3 – такое наибольшее положительное целое число, для которого многочлен
v не содержит ни одного монома

m∏
i=1

p∏
j=1

z
sij
ij

с условием sij ≥ 1, при 1 ≤ i ≤ m, j > j0, и содержит по меньшей мере один нетривиальный
член

u(sij)

m∏
i=1

∏
1≤j≤j0

z
sij
ij ,

содержащий zij0 при некотором i = 1, 2, . . . ,m. Тогда многочлен u может быть записан в виде:

u = u(0) +
∑

(sij )̸=(0)

u(si,j)

m∏
i=1

∏
1≤j≤j0

z
sij
ij .

Предположим теперь, что многочлен u инвариантен под действием группы H, так что
γ(u) = u. Так как переменные zij , для 1 ≤ i ≤ m и 1 ≤ j ≤ p − 3, неподвижны при действии
элемента γ ∈ H, мы имеем

γ(u) = γ(u(0)) +
∑

((sij) ̸=(0)

γ(u(si,j))

m∏
i=1

∏
1≤j≤j0

z
sij
ij .

Это показывает, что коэффициенты u(sij) многочлена u инвариантен под действием H, так
что

γ(u) = u(0) +
∑

(sij )̸=(0)

u(sij)

m∏
i=1

∏
1≤j≤j0

z
sij
ij .

С другой стороны, мы имеем γ̃(zij) = γ(zij) для всех 1 ≤ i ≤ m, j = p − 2, p − 1, p,
γ̃(zij) = zij + zi,j+1 для всех 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ p− 3 и, следовательно,

γ̃(u) = u(0) +
∑

(sij) ̸=(0)

u(sij)

m∏
i=1

∏
1≤j≤j0

(zij + zi,j+1)
sij ,

так что многочлен γ̃(u) содержит по меньшей мере один ненулевой член следующего вида:

u(sij)

m∏
i=1

∏
1≤j≤j0

z
sij
i,j+1,

который включает в себя zi,j0+1 и который не появляется в γ(u) = u. Это показывает, что u
не может быть инвариантом под действием H.

Обратно, если u ∈ AH̃
mp не содержит ни одной из переменных zij с условием 1 ≤ i ≤ m,

1 ≤ j < p − 2, то многочлен u инвариантен под действием группы H, и тем самым, теорема
доказана.

Пусть u ∈ AH̃
mp – многочлен, инвариантный относительно действия циклической группы

H̃. Из теоремы 4 следует u является Fp-линейной комбинацией орбитальных сумм SH̃(f), ор-
битальных норм NH̃(g), а также их произведений SH̃(f)NH̃(g) для всевозможных мономов
f, g ∈ Amp. Ясно, что все многочлены S

(0)

H̃
(f), S(1)

H̃
(f), S(2)

H̃
(f) и N

(0)

H̃
(g) инвариантны относи-

тельно действия группы H.
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Рассмотрим теперь орбитальные суммы S
(µ)

H̃
(f) для µ ≥ 3. Положим z

(e)
ij = zp

e

ij и рассмотрим

f =

η∏
e=0

m∏
i=1

p∏
j=1

(zp
e

ij )
s
(e)
ij , 0 ≤ s

(e)
ij ≤ p− 1,

как моном относительно символов z(e)ij . Аналогично, рассмотрим ассоциированную орбиталь-

ную сумму S(µ)

H̃
(f) как многочлен над Fp относительно z(e)ij . Моном f ∈ Amp и соответствующую

ему орбитальную сумму S
(µ)

H̃
(f) назовем гладкой, если s

(e)
ij = 0, либо s(e)ij = 1, для 0 ≤ e ≤ η,

1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ p. Заметим также, что произвольный моном f ∈ Amp может быть полу-
чен из гладкого монома f ′ ∈ Am′p, где m′ ≥ m, с помощью соответствующей идентификации
переменных zij . Принимая во внимание этот факт мы можем ограничить себя рассмотрением
орбитальных сумм S

(µ)

H̃
(f), соответствующих гладким мономам вида

f =

δ∏
r=1

zp
er

ir,jr
, 1 ≤ i1 < · · · < iδ ≤ m′, j1, . . . , jδ ∈ {1, 2, . . . , p}.

Заметим также, что вес каждого монома, появляюшегося в сумме S
(µ)

H̃
(f) с ненулевым

коэффициентом, не превосходит µ. Нашей целью теперь является изучение тех Fp-линейных
комбинаций гладких сумм мономов, не содержащих переменных zij , для 1 ≤ i ≤ m′ и 1 ≤ j ≤
p− 3. Сначала мы докажем следующий результат.

Предложение 2. Пусть

f =
δ∏

r=1

zp
er

ir,jr
, 1 ≤ i1 < · · · < iδ ≤ m′, j1, . . . , jδ ∈ {1, 2, . . . , p},

– гладкий моном из алгебры Am,p степени δ относительно z(er)ir,jr
= zp

er

ir,jr
, 1 ≤ r ≤ δ.

(i) Если w(f) = p и δ = 2, то орбитальная сумма S(1)

H̃
(f) является Fp-линейной комбина-

цией H-инвариантов
zp

e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1 и zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p
.

(ii) Если w(f) = p и δ ≥ 3, то орбитальная сумма S(1)

H̃
(f) является Fp-линейной комби-

нацией H-инвариантов

(zp
eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−1)
δ∏

r=1
r ̸=ρ,σ

zp
er

ir,p
, 1 ≤ ρ < σ ≤ δ,

и
zp

e1

i1,p
, . . . , zp

el

il,p
.

(iii) Если w(f) = p + 1 и δ = 2, то орбитальная сумма S
(2)

H̃
(f) является Fp-линейной

комбинацией H-инвариантов

zp
e1

i1,p−2z
pe2
i2,p

+ zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2 − zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p−1 + zp

e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

,

zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1, zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p
.
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(iv) Если w(f) = p+ 1 и δ ≥ 3, то

S
(2)

H̃
(f) =

∑
0≤k1,...,kδ≤2
k1+···+kδ=2

ak1,...,kδ

δ∏
r=1

zp
er

ir,p−kr

+
∑

0≤k1,...,kδ≤1
k1+···+kδ=1

bk1,...,kδ

δ∏
r=1

zp
er

ir,p−kr
,

где ∑
0≤k1,...,kδ≤2
k1+···+kδ=2

1≤kρ≤2

ak1,...,kδ = 0, при 1 ≤ ρ ≤ δ,

и ∑
0≤k1,...,kδ≤1
k1+···+kδ=2

ak1,...,kδ +
∑

0≤k1,...,kδ≤1
k1+···+kδ=1

bk1,...,kδ = 0.

Proof. Доказательства утверждений (i)–(iv) совершенно аналогичны, и по этой причине мы
ограничимся лишь доказательством утверждения (iii). Положим

f = zp
e1

i1,p−n1
zp

e2

i2,p−n2
,

где 1 ≤ n1, n2 ≤ p− 1, n1 + n2 = p+ 1, и рассмотрим соответствующую орбитальную сумму

S
(2)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

(
zp

e1

i1,p−n1
+

(
α

1

)
zp

e1

i1,p−n1+1 + · · ·+
(
α

n1

)
zp

e1

i1,p

)

×
(
xp

e2

i2,p−n2
+

(
α

1

)
zp

e2

i2,p−n2+1 + · · ·+
(
α

n2

)
zp

e2

i2,p

)
.

Раскрывая скобки в правой части последнего равенства и используя результат Предложе-
ния 3, мы получаем

S
(2)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

(
α

n1 − 2

)(
α

n2

)
zp

e1

i1,p−2z
pe2
i2,p

+
∑
α∈Fp

(
α

n1

)(
α

n2 − 2

)
zp

e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2

+
∑
α∈Fp

(
α

n1 − 1

)(
α

n2 − 1

)
zp

e1

i1,p−1z
pe2
i2,p−1 +

∑
α∈Fp

(
α

n1

)(
α

n2 − 1

)
zp

e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1

+
∑
α∈Fp

(
α

n1 − 1

)(
α

n2

)
zp

e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

+
∑
α∈Fp

(
α

n1

)(
α

n2

)
zp

e1

i1,p
zp

e2

i2,p

= a(zp
e1

i1,p−2z
pe2
i2,p

+ zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2 − zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p−1 + zp

e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

)

+b(zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zi2,p−1)

pe2 + czp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p
.

Тем самым, предложение доказано.
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Предложение 3. Пусть снова

f =

δ∏
r=1

zp
er

ir,jr
, 1 ≤ i1 < · · · < iδ ≤ m′, j1, . . . , jδ ∈ {1, 2, . . . , p},

– гладкий моном из Amp степени δ относительно z(er)ir,jr
= zp

er

ir,jr
, 1 ≤ r ≤ ν.

(i) Если w(f) = p+ 2, δ = 2 и

f = zp
e1

i1,p−n1
zp

e2

i2,p−n2
, f ′ = zp

e1

i1,p−n2
zp

e2

i2,p−n1
,

где n1, n2 – положительные целые такие, что 1 ≤ n1, n2 ≤ p− 1, n1 + n2 = p+ 2, то

S
(3)

H̃
(f) + S

(3)

H̃
(f ′) = zp

e1

i1,p−2z
pe2
i2,p

+ zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2 − zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p−1 + zp

e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

+2(zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1)− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p
.

(ii) Если w(f) = p+ 2, δ = 3 и

f = zp
e1

i1,1
zp

e2

i2,p−2z
pe3
i3,p−1, f ′ = zp

e1

i1,1
zp

e2

i2,p−1z
pe3
i3,p−2,

то
S
(3)

H̃
(f)− S

(3)

H̃
(f ′) = zp

e1

i1,p−2(z
pe2
i2,p−1z

pe3
i3,p

− zp
e2

i2,p
zp

e3

i4,p−1)

−zp
e2

i2,p−2(z
pe1
i1,p−1z

pe3
i3,p

− zp
e1

i1,p
zp

e3

i3,p−1) + zp
e3

i3,p−2(z
pe1
i1,p−1z

pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1)

+zp
e1

i1,p−1(z
pe2
i2,p−1z

pe3
i3,p

− zp
e2

i2,p
zp

e3

i3,p−1)− zp
e1

i1,p
(zp

e2

i2,p−2z
pe3
i3,p

− zp
e2

i2,p
zp

e3

i3,p−2).

(iii) Если w(f) = p+ 2, δ = 4 и

f = zp
e1

i1,2
zp

e2

i2,p−2z
pe3
i3,p−2z

pe4
i4,p
, f ′ = zp

e1

i1,2
zp

e2

i2,p−2z
pe3
i3,p
zp

e4

i4,p−2,

то
S
(3)

H̃
(f)− S

(3)

H̃
(f ′) = −2(zp

e1

i1,p−2z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p−1 + zp

e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2)

×(zp
e3

i3,p−1z
pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−1)

−[(zp
e1

i1,p−2z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2)(z
pe3
i3,p−1z

pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−1)

−(zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1)(z
pe3
i3,p−2z

pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−2)]

+2zp
e1

i1,p
[zp

e2

i2,p
(zp

e3

i3,p−2z
pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−2)− zp
e2

i2,p−1(z
pe3
i3,p−1z

pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−1)].

Доказательство.
(i) Мы имеем

S
(3)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

(
n1∑

ν1=0

(
α

ν1

)
zp

e1

i1,p−n1+ν1

)(
n2∑

ν2=0

(
α

ν2

)
zp

e2

i2,p−n2+ν2

)
,
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S
(3)

H̃
(f ′) =

∑
α∈Fp

(
n2∑

ν2=0

(
α

ν2

)
zp

e1

i1,p−n2+ν2

)(
n1∑

ν1=0

(
α

ν1

)
zp

e2

i2,p−n1+ν1

)

и, следовательно,

S
(3)

H̃
(f) + S

(3)

H̃
(f ′)

=

∑
α∈Fp

(
α

n1 − 3

)(
α

n2

)
+
∑
α∈Fp

(
α

n1

)(
α

n2 − 3

) zp
e1

i1,p−3z
pe2
i2,p

+

∑
α∈Fp

(
α

n1

)(
α

n2 − 3

)
+
∑
α∈Fp

(
α

n1 − 3

)(
α

n2

) zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−3

+

∑
α∈Fp

(
α

n1 − 2

)(
α

n2

)
+
∑

α∈Ffp

(
α

n1

)(
α

n2 − 2

) zp
e1

i1,p−2z
pe2
i2,p

+

∑
α∈Fp

(
α

n1

)(
α

n2 − 2

)
+
∑
α∈Fp

(
α

n1 − 2

)(
α

n2

) zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2

+2
∑
α∈Fp

(
α

n1 − 1

)(
α

n2 − 1

)
zp

e1

i1,p−1z
pe2
i2,p−1

+

∑
α∈Fp

(
α

n1 − 1

)(
α

n2 − 2

)
+
∑
α∈Fp

(
α

n1 − 2

)(
α

n2 − 1

) zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p−2

+

∑
α∈Fp

(
α

n1 − 2

)(
α

n2 − 1

)
+
∑
α∈Fp

(
α

n1 − 1

)(
α

n2 − 2

) zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p−2

+

∑
α∈Fp

(
α

n1

)(
α

n2 − 1

)
+
∑
α∈Fp

(
α

n1 − 1

)(
α

n2

) zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

+

∑
α∈Fp

(
α

n1 − 1

)(
α

n2

)
+
∑
α∈Fp

(
α

n1

)(
α

n2 − 1

) zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1

+2
∑
α∈Fp

(
α

n1

)(
α

n2

)
zp

e1

i1,p
zp

e2

i2,p
.
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Используя теперь предложение 1, мы находим∑
α∈Fp

(
α

n1 − 3

)(
α

n2

)
+
∑
α∈Fp

(
α

n1

)(
α

n2 − 3

)
= 0,

∑
α∈Fp

(
α

n1 − 2

)(
α

n2 − 1

)
+
∑
α∈Fp

(
α

n1 − 1

)(
α

n2 − 2

)
= 0,

∑
α∈Fp

(
α

n1 − 2

)(
α

n2

)
+
∑
α∈Fp

(
α

n1

)(
α

n2 − 2

)

= −2
∑
α∈Fp

(
α

n1 − 1

)(
α

n2 − 1

)
,

и затем получаем

S
(3)

H̃
(f) + S

(3)

H̃
(f ′)

= a(zp
e1

i1,p−3z
pe2
i2,p

+ zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−3 − zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p−1 + zp

e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

)

+b(zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1) + czp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p
.

(ii) Мы имеем

S
(3)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

(
zp

e1

i1,1
+

(
α

1

)
zp

e1

i1,2
+ · · ·+

(
α

p− 1

)
zp

e1

i1,p

)

×
(
zp

e2

i2,p−2 +

(
α

1

)
zp

e2

i2,p−1 +

(
α

2

)
zp

e2

i2,p

)(
zi3,p−1 +

(
α

1

)
zp

e3

i3,p

)
,

S
(3)

H̃
(f ′) =

∑
α∈Fp

(
zp

e1

i1,1
+

(
α

1

)
zp

e1

i1,2
+ · · ·+

(
α

p− 1

)
zp

e1

i1,p

)

×
(
zp

e2

i2,p−1 +

(
α

1

)
zp

e2

i2,p

)(
zp

e3

i3,p−2 +

(
α

1

)
zp

e3

i3,p−1 +

(
α

2

)
zp

e3

i3,p

)
и, следовательно,

S
(3)

H̃
(f)− S

(3)

H̃
(f ′) =

∑
α∈Fp

(
zp

e1

i1,1
+

(
α

1

)
zp

e1

i1,2
+ · · ·+

(
α

p− 1

)
zp

e1

i1,p

)

×
(
z
(e2,e3)
(i2,i3),p−2 +

(
α

1

)
z
(e2,e3)
(i2,i3),p−1 +

(
α+ 1

2

)
u
(e2,e3)
(i2,i3),p

)
,

где
z
(e2,e3)
(i2,i3),p−2 = zp

e2

i2,p−2z
pe3
i3,p−1 − zp

e2

i2,p−1z
pe3
i3,p−2,

z
(e2,e3)
(i2,i3),p−1 = zp

e2

i2,p−2z
pe3
i3,p

− zp
e2

i2,p
zp

e3

i3,p−2

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 12 № 3 2012



274 СТЕПАНОВ

и
z
(e2,e3)
(i2,i3),p

= zp
e2

i2,p−1z
pe3
i3,p

− zp
e2

i2,p
zp

e3

i3,p−1.

Теперь результат следует из предложения 1.
(iii). По аналогии с предыдущим случаем мы имеем

S
(3)

H̃
(f)− S

(3)

H̃
(f ′) =

∑
α∈Fp

(
zp

e1

i1,2
+

(
α

1

)
zp

e1

i1,3
+ · · ·+

(
α

p− 2

)
zp

e1

i1,p

)

×
(
zp

e2

i2,p−2 +

(
α

1

)
zp

e2

i2,p−1 +

(
α

2

)
zp

e2

i2,p

)

×
(
(zp

e3

i3,p−2z
pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−2) +

(
α

1

)
(zp

e3

i3,p−1z
pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−1)

)
и результат снова следует из Предложения 1. Этим доказательство закончено.

Суммируя результаты Предложений 2 и 3, мы получаем следующую системуH-инвариантов,
возникающих из гладких орбитальных сумм S

(µ)

H̃
(f):

u
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

= zp
eρ

ir,p−1z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−1,

u
(eρ,eσ ,eτ )
(iρ,iσ ,iτ ),p

= (zp
eρ

iρ,p−2z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−2)z
peτ

iτ ,p

−(zp
eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−1)z
peτ

iτ ,p−1,

v
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

= zp
eρ

iρ,p−2z
peσ

iσ ,p
+ zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−2 − zp
eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p−1 + zp
eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p
,

w
(eρ,eσ ,eτ )
(iρ,iσ ,iτ ),p

= zp
eρ

iρ,p−2(z
peσ

iσ ,p−1z
peτ

iτ ,p
− zp

eσ

iσ ,p
zp

eτ

iτ ,p−1) (14)

−zp
eσ

iσ ,p−2(z
peρ

iρ,p−1z
peτ

iτ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eτ

iτ ,p−1) + zp
eτ

iτ ,p−2(z
peρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−1),

u
(eρ,eσ ,eτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p

= (zp
eρ

iρ,p−2z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−2)(z
peτ

iτ ,p−1z
peυ

iυ ,p
− zp

eτ

iτ ,p
zp

eυ

iυ ,p−1)

−(zp
eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−1)(z
peτ

iτ ,p−2z
peυ

iυ ,p
− zp

eτ

iτ ,p
zp

eυ

iυ ,p−2).

Заметим также, что

v(i1,...,iδ),p =
∑

0≤k1,...,kδ≤2
k1+···+kδ=2

ak1,...,kδ

δ∏
r=1

zp
er

ir,p−kr
+

∑
0≤k1,...,kδ≤1
k1+···+kδ=1

bk1,...,kδ

δ∏
r=1

zp
er

ir,p−kr
,

где ∑
0≤k1,...,kδ≤2
k1+···+kδ=2

1≤kρ≤2

ak1,...,kδ = 0, при 1 ≤ ρ ≤ δ,

и
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∑
0≤k1,...,kδ≤1
k1+···+kδ=2

ak1,...,kδ +
∑

0≤k1,...,kδ≤1
k1+···+kδ=1

bk1,...,kδ = 0

является Fp-линейной комбинацией инвариантов v(iρ,iσ),p для всевозможных 1 ≤ ρ ≤ σ ≤ δ.

Предложение 4. Пусть

f1 = zp
e1

i1,1
zp

e2

i2,p−1z
pe3
i3,p−2z

pe4
i4,p−1, f ′1 = zp

e1

i1,1
zp

e2

i2,p−1z
pe3
i3,p−1z

pe4
i4,p−2,

f2 = zp
e1

i1,1
zp

e2

i2,p−2z
pe3
i3,p−2z

pe4
i4,p
, f ′2 = zp

e1

i1,1
zp

e2

i2,p−2z
pe3
i3,p
zp

e4

i4,p−2

– гладкие мономы одной и той же степени δ = 4 и веса p−1+4. Тогда справедливы следующие
соотношения:

S
(4)

H̃
(f1)− S

(4)

H̃
(f ′1)

=
∑
α∈Fp

(
zi1,1 +

(
α

1

)
zi1,2 + · · ·+

(
α

p− 1

)
zi1,p

)pe1 (
zi2,p−1 +

(
α

1

)
zi2,p

)pe2

×
(
z
(e3,e4)
(i3,i4),p−2 +

(
α

1

)
z
(e3,e4)
(i3,i4),p−1 +

(
α+ 1

2

)
z
(e3,e4)
(i3,i4),p

)
,

S
(4)

H̃
(f2)− S

(4)

H̃
(f ′2) =

∑
α∈Fp

(
zi1,1 +

(
α

1

)
zi1,2 + · · ·+

(
α

p− 1

)
zi1,p

)pe1

(
zi2,p−2 +

(
α

1

)
zi2,p−1 +

(
α

2

)
zi2,p

)pe3 (
z
(e3,e4)
(i3,i4),p−1 +

(
α

1

)
z
(e3,e4)
(i3,i4),p

)
,

где
z
(e3,e4)
(i3,i4),p−2 = zp

e3

i3,p−2z
pe4
i4,p−1 − zp

e3

i3,p−1z
pe4
i4,p−2,

z
(e3,e4)
(i3,i4),p−1 = zp

e3

i3,p−2z
pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−2,

z
(e3,e4)
(i3,i4),p

= zp
e3

i3,p−1z
pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−1,

и
S
(4)

H̃
(f2)− S

(4)

H̃
(f ′2)− S

(4)

H̃
(f1) + S

(4)

H̃
(f ′1)

= (zp
e1

i1,p−2z
pe3
i3,p

+ zp
e1

i1,p
zp

e3

i3,p−2 − zp
e1

i1,p−1z
pe3
i3,p−1 + zp

e1

i1,p−1z
pe3
i3,p

)

×(zp
e2

i2,p−2z
pe4
i4,p

+ zp
e2

i2,p
zp

e4

i4,p−2 − zp
e2

i2,p−1z
pe4
i4,p−1 + zp

e2

i2,p
zp

e4

i4,p−1)

−(zp
e1

i1,p−2z
pe4
i4,p

+ zp
e1

i1,p
zp

e4

i4,p−2 − zp
e1

i1,p−1z
pe4
i4,p−1 + zp

e1

i1,p−1z
pe4
i4,p

)

×(zp
e2

i2,p−2z
pe3
i3,p

+ zp
e2

i2,p
zp

e3

i3,p−2 − zp
e2

i2,p−1z
pe3
i3,p−1 + zp

e2

i2,p
zp

e3

i3,p−1)
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−(zp
e1

i1,p−2z
pe2
i2,p

+ zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2 − zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p−1 + zp

e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

)

×(zp
e3

i3,p−1z
pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−1)

−(zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1)(z
pe3
i3,p−1z

pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−1)

−zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p
(zp

e3

i3,p−1z
pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−1).

Доказательство. Так как

f1 = zp
e1

i1,1
zp

e2

i2,p−1z
pe3
i3,p−2z

pe4
i4,p−1, f2 = zp

e1

i1,1
zp

e2

i2,p−1z
pe3
i3,p−1z

pe4
i4,p−2

то
S
(4)

H̃
(f1)− S

(4)

H̃
(f2)

=
∑
α∈Fp

(
zi1,1 +

(
α

1

)
zi1,2 + · · ·+

(
α

p− 1

)
zi1,p

)pe1 (
zi2,p−1 +

(
α

1

)
zi2,p

)pe2

×
(
zi3,p−2 +

(
α

1

)
zi2,p−1 +

(
α

2

)
zi3,p

)pe3 (
zi4,p−1 +

(
α

1

)
zi4,p

)pe4

−
∑
α∈Fp

(
zi1,1 +

(
α

1

)
zi1,2 + · · ·+

(
α

p− 1

)
zi1,p

)pe1 (
zi2,p−1 +

(
α

1

)
zi2,p

)pe2

×
(
zi3,p−1 +

(
α

1

)
zi3,p

)pe3 (
zi4,p−2 +

(
α

1

)
zi4,p−1 +

(
α

2

)
zi4,p

)pe4

и, следовательно,
S
(4)

H̃
(f1)− S

(4)

H̃
(f ′1)∑

α∈Fp

(
zi1,1 +

(
α

1

)
zi1,2 + · · ·+

(
α

p− 1

)
zi1,p

)pe1 (
zi2,p−1 +

(
α

1

)
zi2,p

)pe2

×
(
z
(e3,e4)
(i3,i4),p−2 +

(
α

1

)
z
(e3,e4)
(i3,i4),p−1 +

(
α+ 1

2

)
z
(e3,e4)
(i3,i4),p

)
.

Аналогично, так как

f2 = zp
e1

i1,1
zp

e2

i2,p−2z
pe3
i3,p−2z

pe4
i4,p
, f ′2 = zp

e1

i1,1
zp

e2

i2,p−2z
pe3
i3,p
zp

e4

i4,p−2,

то мы имеем

S
(4)

H̃
(f2)− S

(4)

H̃
(f ′2)

∑
α∈Fp

(
zi1,1 +

(
α

1

)
zi1,2 + · · ·+

(
α

p− 1

)
zi1,p

)pe1

×
(
zi2,p−2 +

(
α

1

)
zi2,p−1 +

(
α

2

)
zi2,p

)pe2 (
z
(e3,e4)
(i3,i4),p−1 +

(
α

1

)
z
(e3,e4)
(i3,i4),p

)
.
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Полагая теперь

z
(e2,e3,e4)
(i2,i3,i4),p−2 = zp

e2

i2,p−2z
(e3,e4)
(i3,i4),p−1 − zp

e2

i2,p−1z
(e3,e4)
(i3,i4),p−2,

z
(e2,e3,e4)
(i2,i3,i4,p−1 = zp

e2

i2,p−2z
(e3,i4)
(i3,i4),p

− zp
e2

i2,p
z
(e3,e4)
(i3,i4),p−2,

z
(e2,i3,e4)
(i2,i3,i4),p

= zp
e2

i2,p−1z(i3,i4),p − zp
e2

i2,p
z
(e3,e4)
(i3,i4),p−1,

мы получаем

S
(4)

H̃
(f2)− S

(4)

H̃
(f ′2)− S

(4)

H̃
(f1) + S

(4)

H̃
(f ′1)

=
∑
α∈Fp

(
zi1,1 +

(
α

1

)
zi1,2 + · · ·+

(
α

p− 1

)
zi1,p

)pe1

×
(
z
(e2,e3,e4)
(i2,i3,i4),p−2 +

(
α

1

)
z
(e2,e3,e4)
(i2,i3,i4),p−1 +

(
α+ 1

2

)
z
(e2,e3,e4)
(i2,i3,i4),p

)

−
∑
α∈Fp

(
α

1

)(
zi1,1 +

(
α

1

)
zi1,2 + · · ·+

(
α

p− 1

)
zi1,p

)pe1

×
(
zi2,p−1 +

(
α

1

)
zi2,p

)pe2

z
(e3,e4)
(i3,i4),p

= (zp
e1

i1,p−2z
pe3
i3,p

+ zp
e3

i1,p
zp

e3

i3,p−2 − zp
e1

i1,p−1z
pe3
i3,p−1 + zp

e1

i1,p−1z
pe3
i3,p

)

×(zp
e2

i2,p−2z
pe4
i4,p

+ zp
e2

i2,p
zp

e2

i4,p−2 − zp
e2

i2,p−1z
pe4
i4,p−1 + zp

e2

i2,p
zp

e4

i4,p−1)

−(zp
e1

i1,p−2z
pe4
i4,p

+ zp
e1

i1,p
zp

e4

i4,p−2 − zp
e1

i1,p−1z
pe4
i4,p−1 + zp

e1

i1,p−1z
pe4
i4,p

)

×(zp
e2

i2,p−1z
pe3
i3,p

+ zp
e2

i2,p
zp

e3

i3,p−2 − zp
e2

i2,p−1z
pe3
i3,p−1 + zp

e2

i2,p
zp

e3

i3,p−1)

−(zp
e2

i1,p−2z
pe2
i2,p

+ zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2 − zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p−1 + zp

e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

)

×(zp
e3

i3,p−1z
pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−1)

−(zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1)(z
pe3
i3,p−1z

pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−1)

−zp
e1

i1,p
(zp

e3

i3,p−1z
pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−1).

Этим предложение доказано.

3. ЛИНЕЙНЫЕ КОМБИНАЦИИ ОРБИТАЛЬНЫХ СУММ

Нашей следующей целью является изучение структуры тех H-инвариантов, которые явля-
ются Fp-линейными комбинациями гладких орбитальных сумм, включающих в себя по мень-
шей мере одну из переменных zi,j , для 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ p− 3.
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Пусть

fk =

η∏
e=0

m′∏
i=1

p∏
j=1

(zp
e

i,j)
s
(e)
i,j,k , s

(e)
i,j,k ∈ {0, 1}, 1 ≤ k ≤ K,

– гладкие мономы от переменных zi,j одной и той же степени δ относительно z
(e)
i,j = zp

e

i,j , и
пусть

u =
K∑
k=1

akS
(µk)

H̃
(fk), ak ̸= 0, (15)

– Fp-линейная комбинация орбитальных сумм S(µk)

H̃
(fk). Предположим, что каждый из гладких

мономов fk, 1 ≤ k ≤ K, имеет вид

f =

δ∏
r=1

zp
er

ir,jr
, 1 ≤ i1 < · · · < iδ ≤ m′, j1, . . . , jδ ∈ {1, 2, . . . , p},

и что каждая из орбитальных сумм S
(µk)

H̃
(fk) включает в себя по меньшей мере одну перемен-

ную zir,jr , для 1 ≤ ir ≤ m′, 1 ≤ jr ≤ p − 3. Если Fp-линейная комбинация (15) инвариантна
относительно действия группы H, то теорема 7 показывает, что многочлен u не зависит ни
от одной переменныхzir,jr , для 1 ≤ ir ≤ m′, 1 ≤ jr ≤ p − 3. Заметим также, что вес каждого
монома gk, входящего в многочлен S

(µk)

H̃
(fk) ∈ Am′p, не превосходит p− 1 + µk, и что каждая

орбитальная сумма S(µk)

H̃
(fk) содержит по меньшей мере один моном g веса p − 1 + µk. Кро-

ме того, поскольку сумма S(µk)

H̃
(fk) зависит по меньшей мере от одной переменной zir,jr , где

1 ≤ ir ≤ m′, 1 ≤ jr ≤ p− 3, то следствие 3 показывает, что µk > 2. Пусть

f =

δ∏
r=1

zp
er

ir,jr
, 1 ≤ i1 < · · · < iδ ≤ m′, j1, . . . , jδ ∈ {1, 2, . . . , p},

– один из мономов fk, 1 ≤ k ≤ K, и пусть w(f) = p−1+µ ≥ p+2. Предположим, что линейная
комбинация u инвариантна относительно действия группы H и что

S
(µ)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

(
zp

er

ir,jr
+

(
α

1

)
z
per
ir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zp

er

ir,p

)

– одна из гладких орбитальных сумм S
(µk)

H̃
(fk), входящих в u. Если g – моном веса µ, со-

держащийся S
(µ)

H̃
(f), из сказанного выше следует, что g зависит по меньшей мере от одной

переменной zir,jr с условием, что 1 ≤ ir ≤ m′, 1 ≤ jr ≤ p − 3. С другой стороны, поскольку
инвариант u не зависит , ввиду теоремы 3, ни от одной из переменных zir,jr , где 1 ≤ ir ≤ m′ и
1 ≤ jr ≤ p− 3, то все переменные zir,jr , где 1 ≤ ir ≤ m′, 1 ≤ jr ≤ p− 3, должны сократиться в
u. Отсюда следует, в частности, что моном g должен также сократится с некоторым другим
мономом в линейной комбинации u. Но такое сокращение возможно лишь в том случае, когда
моном g появляется также в некоторой другой гладкой орбитальной сумме S(µ)

H̃
(f ′) того же

самого веса p − 1 + µ и той же самой степени δ, которая также входит в Fp-линейную ком-
бинацию u с ненулевым коэффициентом. Последнее возможно лишь в случае, когда моном f ′

получается из f с помощью преобразования вида

δ∏
r=1

zp
er

ir,jr
7→

δ∏
r=1

zp
er

ir,j′r
, (16)
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где (j′1, . . . , j
′
δ) ̸= (j1, . . . , jδ) и j′1 + · · ·+ j′δ = j1 + · · ·+ jδ.

Пусть снова

u =

δ∑
k=1

akS
(µk)

H̃
(fk), ak ̸= 0,

и пусть

f =

δ∏
r=1

zp
er

ir,jr
, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < iδ ≤ m′,

– один из мономов fk. Далее, пусть

S
(µ)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

,

– соответствующая гладкая сумма веса p − 1 + µ, которая появляется в инварианте u. Мы
можем предположить без уменьшения общности, что j1 ≤ j2 ≤ · · · ≤ jδ, и что that 1 ≤ j1 ≤
. . . ≤ jδ′ ≤ p− 3, p− 2 ≤ jδ′+1 ≤ . . . ≤ jδ ≤ p, для некоторого 1 ≤ δ′ ≤ δ.

Если g – моном веса µ, входящий в многочлен S
(µ)

H̃
(f), то g зависит по меньшей мере от

одной из переменных zi,j , где 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ δ. С другой стороны, так как инвариант u
не зависит от zir,jr , для 1 ≤ ir ≤ m′, 1 ≤ jr ≤ p− 3, то все переменные zir,jr , при 1 ≤ ir ≤ m′,
1 ≤ jr ≤ p − 3, должны некоторым образом исключаться из u. Отсюда следует, в частности,
что моном g также должен быть исключен из u. Но такое исключение возможно лишь в том
случае, когда моном g входит в некоторую другую гладкую орбитальную сумму S(µ)

H̃
(f ′) того

же самого веса p− 1+µ, которая также появляется в Fp-линейной комбинации u с ненулевым
коэффициентом. Последнее возможно лишь в том случае, когда моном f ′ получается из f при
помощи одного или нескольких преобразований (16) следующего специального вида

(ziρ,j , ziσ ,k) 7→ (ziρ,k, ziσ ,j), (17)

где 1 ≤ ρ < σ ≤ δ и 1 ≤ j < k ≤ p.
Теперь мы продолжим изложение следующим образом. Прежде всего, мы введем некоторую

итеративную процедуру исключения лишних переменных zi,j , где 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ p− 3, из
Fp-линейных комбинаций вида (15). После этого мы используем эту процедуру для определе-
ния класса тех Fp-линейных комбинаций (15), которые инвариантны относительно действия
группы H. Если ρ, σ - положительные целые числа, такие что 1 ≤ τ < ρ < σ ≤ δ, то процедура
исключения указанных выше переменных zi,j основывается на следующих последовательных
преобразованиях гладких орбитальных сумм S

(µ)

H̃
(f), для всевозможных µ > 2 и f ∈ Am′,p.

Преобразование (i). Пусть

S
(µ)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
ziρ,p−1 +

(
α

1

)
ziρ,p

)peρ

zp
eσ

iσ ,p
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и

S
(µ)

H̃
(f ′) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

zp
eρ

iρ,p

(
ziσ ,p−1 +

(
α

1

)
ziσ ,p

)peσ

– две гладкие орбитальные суммы одного и того же веса p− 1+µ > p+1, включающие в себя
по меньшей мере одну из переменных zij , для 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ p− 3. Тогда мы имеем

S
(µ)

H̃
(f)− S

(µ)

H̃
(f ′) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
zp

eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−1

)
и, следовательно,

S
(µ)

H̃
(f)− S

(µ)

H̃
(f ′) = S

(µ−1)

H̃
(f1),

где

f1 =

( δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

zp
er

ir,jr

)(
zp

eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−1

)
.

Полагая теперь
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

= zp
eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−1

и замечая, что

γ̃

(
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

)
= z

(eiρ,eiσ
)

(iρ,iσ),p
,

мы можем рассматривать S(µ−1)

H̃
(f1) как орбитальную сумму “монома”

f1 =

( δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

zp
er

ir,jr

)
z
(eiρ,eσ )

(iρ,iσ),p

веса p− 1 + (µ− 1) относительно zij и z(eρ,eσ)i(ρ,σ),p
.

Преобразование (ii). Пусть

S
(µ)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
ziρ,p−2 +

(
α

1

)
zir,p−1 +

(
α

2

)
ziρ,p

)peρ

zp
eσ

iσ ,p

и

S
(µ)

H̃
(f ′) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×zp
eρ

iρ,p

(
ziσ ,p−2 +

(
α

1

)
ziσ ,p−1 +

(
α

2

)
ziσ ,p

)peσ

.
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Тогда мы имеем

S
(µ)

H̃
(f)− S

(µ)

H̃
(f ′)

=
∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−1 +

(
α

1

)
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

)
,

где
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−1 = zp

eρ

iρ,p−2z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−2, z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

= zp
eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−1

– однородные многочлены, такие что

γ̃

(
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−1

)
= zp

(eρ,eσ)

(iρ,iσ),p−1 + z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

, γ̃

(
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ)

)
= z

(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

.

Это дает возможность рассматривать разность S(µ)

H̃
(f) − S

(µ)

H̃
(f ′) как орбитальную сумму

S
(µ−1)

H̃
(f1) “монома”

f1 =

( δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

zp
er

ir,jr

)
z
(eρ,eσ)
i(ρ,σ),p−1

веса p− 1 + (µ− 1) относительно переменных zij и z(eρ,eσ)(iρ,iσ),p−1.

Преобразование (iii). Пусть теперь

S
(µ)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
ziρ,p−2 +

(
α

1

)
ziρ,p−1 +

(
α

2

)
ziρ,p

)peρ (
ziσ ,p−1 +

(
α

1

)
ziσ ,p

)peσ

и

S
(µ)

H̃
(f ′) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

(
ziρ,p−1 +

(
α

1

)
ziρ,p

)peρ (
ziσ ,p−2 +

(
α

1

)
ziσ ,p−1 +

(
α

2

)
ziσ ,p

)peσ

.

– две гладкие орбитальные суммы одного и того же веса p− 1 + µ > p+ 1. В этом случае мы
имеем

S
(µ)

H̃
(f)− S

(µ)

H̃
(f ′)

=
∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
z
(eρ,eσ)
i(ρ,σ),p−2 +

(
α

1

)
z
(eρ,eσ)
i(ρ,σ),p−1 +

(
α+ 1

2

)
z
(eρ,eσ)
i(ρ,σ),p

)
,
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где

z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−2 = zp

eρ

iρ,p−2z
peσ

iσ ,p−1 − zp
eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p−2,

z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−1 = zp

eρ

iρ,p−2z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−2,

z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

= zp
eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−1

– однородные многочлены, такие что

γ̃

(
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−2

)
= z

(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−2 + z

(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−1 + z

(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

,

γ̃

(
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−1

)
= z

(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−1 + z

(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

,

γ̃

(
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

)
= z

(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

.

Отсюда следует, что разность S(µ)

H̃
(f) − S

(µ)

H̃
(f ′) может быть рассмотрена как орбитальная

сумма S(µ−1)

H̃
(f1) “монома”

f1 =

( δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

zp
er

ir,jr

)
z
(eρ,eσ)
i(ρ,σ),p−2

веса p− 1 + (µ− 1) относительно zij и z(eρ,eσ)(iρ,iσ),p−2.

Преобразование (iv). В более общей ситуации, пусть

S
(µ

H̃
)(f) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
ziρ,j +

(
α

1

)
ziρ,j+1 + · · ·+

(
α

p− j

)
ziρ,p

)peρ

×
(
ziσ ,k +

(
α

1

)
ziσ ,k+1 + · · ·+

(
α

p− k

)
ziσ ,p

)peσ

и

S
(µ)

H̃
(f ′) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=rho,σ

(
ziρ,jr +

(
α

1

)
ziρ,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
ziρ,p

)per

(
ziρ,k +

(
α

1

)
ziρ,k+1 + · · ·+

(
α

p− k

)
ziρ,p

)peρ

×
(
ziσ ,j +

(
α
1

)
ziσ ,j+1 + · · ·+

(
α

p−j

)
ziσ ,p

)peσ
,

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 12 № 3 2012



МОДУЛЯРНЫЕ ИНВАРИАНТЫ ЦИКЛИЧЕСКИХ ГРУПП 283

где 1 ≤ j < k ≤ p. Тогда мы имеем

S
(µ)

H̃
(f)− S

(µ)

H̃
(f ′)

=
∑
α∈Fp

∏
r=1

r ̸=ρ,σ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),l

+ · · ·+ ap−1(α)z
(eρ,iσ)
(iρ,iσ),p−1 + ap(α)z

(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

)
,

где al(α), al+1(α), · · · , ap−1(α), ap(α) - некоторые многочлены из кольца Fp[α], и

z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),l

= zp
eρ

iρ,j
zp

eσ

iσ ,k
− zp

eρ

iρ,k
zp

eσ

iσ ,j
,

. . . . . . . . . . . .

z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−2 = zp

eρ

iρ,p−2z
peσ

iσ ,p−1 − zp
eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p−2,

z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−1 = zp

eρ

iρ,p−2z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−2,

z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

= zp
eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−1.

Теперь процедура исключения переменных zij , for 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ p − 3 может быть
описана рекурсивно следующим образом.

Случай (1). Пусть

f =
δ∏

r=1

zp
er

ir,jr
, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < iδ ≤ m′,

– гладкий многочлен из Am′p веса µ > 2, который не инвариантен под действием группы H̃, и
S
(µ)

H̃
(f) – соответствующая гладкая орбитальная сумма, входящая в Fp-линейную комбинацию

(15) с ненулевым коэффициентом a. Предположим, что моном f имеет вид

f =

( δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

zp
er

ir,jr

)
zp

eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p

где 1 ≤ r < ρ < σ ≤ p. Далее, предположим, что орбитальная сумма S(µ)

H̃
(f ′), где

f ′ =

( δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

zp
er

ir,jr

)
zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−1,

входит линейную комбинацию (15) с коэффициентом −a. Полагая

z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

= zp
eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−1

и используя преобразование (i), мы находим, что разность

S
(µ)

H̃
(f)− S

(µ)

H̃
(f ′) = S

(µ−1)

H̃
(f1),
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которая может быть рассмотрена как гладкая орбитальная сумма “монома”

f1 =

( δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

zp
er

ir,jr
n

)
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

веса p − 1 + (µ − 1), также входит в Fp-линейную комбинацию (15) с тем же самым коэффи-
циентом a.

Предположим теперь, что моном f1 имеет вид

f1 =

( δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,ρ1,σ1

zp
er

ir,jr

)
zp

eρ1

iρ1 ,p−1z
peσ1
iσ1,p

z
(eρ,eσ )
(iρ,iσ),p

.

Предположим, кроме того, что орбитальная сумма S(µ−1)

H̃
(f ′1), где

f ′1 =

( δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,ρ1,σ1

zp
er

ir,jr

)
zp

eρ1

iρ1 ,p
zp

eσ1

iσ1,p−1
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

,

также входит в Fp-линейную комбинацию (15) с коэффициентом −a. Тогда, полагая

z
(eρ1 ,eσ1 )

(iρ1 ,iσ1 ),p
= zp

eρ1

iρ1 ,p−1z
peσ1
iσ1 ,p

− zp
eρ1

iρ1 ,p
zp

eσ1

iσ1 ,p−1

и используя снова преобразование (i), мы находим, что эта Fp-линейная комбинация содержит
разность

S
(µ−1)

H̃
(f1)− S

(µ−1)

H̃
(f ′1) = S

(µ−2)

H̃
(f2),

которая может рассмотрена как орбитальная сумма гладкого “монома”

f2 =

( δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,ρ1,σ1

zp
er

ir,jr

)
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

z
(eρ1 ,eσ1 )

(iρ1 ,iσ1 ),p

веса p− 1 + (µ− 2).
Случай (2). C другой стороны, если

f =

( δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ

zp
er

ir,jr

)
zp

eρ

iρ,p−2z
peσ

iσ ,p
zp

eτ

iτ ,p

и

f ′ =

( δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ

zp
er

ir,jr

)
zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−2z
peτ

iτ ,p

– два многочлена одного и того же веса p− 1+µ, то используя преобразование (ii) мы можем
построить орбитальную сумму

S
(µ−1)

H̃
(f1) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−1 +

(
α

1

)
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

)
zp

eτ

iτ ,p
.
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Аналогично, начиная с многочленов

g =

( ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ

zp
er

ir,jr

)
zp

eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p
zp

eτ

iτ ,p−1

и

g′ =

( δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ

zp
er

ir,jr

)
zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−1z
peτ

iτ ,p−1

веса p− 1 + µ > p+ 1, мы можем построить орбитальную сумму

S
(µ−1)

H̃
(g1) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

× z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

(
ziτ ,p−1 +

(
α

1

)
ziτ ,p

)peτ

.

Из изложенного выше следует, что если линейная комбинация (15) содержит орбитальные
суммы S

(µ)

H̃
(f), S(µ)

H̃
(g′) и S

(µ)

H̃
(f ′), S(µ)

H̃
(g) с коэффициентами a и −a, соответственно, то эта

линейная комбинация содержит также орбитальную сумму

S
(µ−2)

H̃
(f2) = S

(µ−1)

H̃
(f1)− S

(µ−1)

H̃
(g1)

=
∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−1z

(eτ )
iτ ,p

− z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

z
(eτ )
iτ ,p−1

)
веса p− 1 + (µ− 2).

Таким же образом, предполагая что Fp-линейная комбинация (15) содержит орбитальные
суммы

S
(µ)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ,υ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
ziρ,p−1 +

(
α

1

)
ziρ,p

)peρ

zp
eσ

iσ ,p

×
(
ziτ ,p−2 +

(
α

1

)
ziτ ,p−1 +

(
α

2

)
ziτ ,p

)peτ

zp
eυ

iυ ,p
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и

S
(µ)

H̃
(f ′) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ,υ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)pe
r

×
(
ziρ,p−1 +

(
α

1

)
ziρ,p

)peρ

zp
eσ

iσ ,p

× zp
eτ

iτ ,p

(
ziυ ,p−2 +

(
α

1

)
ziυ ,p−1 +

(
α

2

)
ziυ ,p

)peυ

с коэффициентами a и −a, соответственно, мы получаем, что эта линейная комбинация содер-
жит также орбитальную сумму

S
(µ−1)

H̃
(f1) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ,υ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·

(
α

p− jr

)
zir,p

)pr

×
(
ziρ,p−1 +

(
α

1

)
ziρ,p

)peρ

zp
eσ

iσ ,p

(
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−1 +

(
α

1

)
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−1

) ,

где
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−1 = zp

eτ

iτ ,p−2z
peυ

iυ ,p
− zp

eτ

iτ ,p
zp

eυ

iυ ,p−2.

Предположим, кроме того, что Fp-линейная комбинация (15) содержит орбитальную сумму

S
(µ−1)

H̃
(f ′1) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ,υ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

zp
eρ

iρ,p

(
ziσ ,p−1 +

(
α

1

)
ziσ ,p

)peσ (
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−1 +

(
α

1

)
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p

)(eτ ,eυ)

с коэффициентом −a. Тогда эта линейная комбинация содержит также орбитальную сумму

S
(µ−2)

H̃
(f2) = S

(µ−1)

H̃
(f1)− S

(µ−1)

H̃
(f ′1)

=
∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ,υ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)pr

× u
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

(
u
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−1 +

(
α

1

)
u
(eτ ,eυ)
i(τ,iυ),p

)
с тем же самым коэффициентом a. Наконец, если мы предположим, что Fp-линейная комби-
нация (15) содержит орбитальную сумму

S
(µ−2)

H̃
(f ′2) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ,υ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
z
(eρ,ieσ)
(iρ,iσ),p−1 +

(
α

1

)
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

)
z
(eτ ,iυ)
(iτ ,iυ),p
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с коэффициентом −a, то она содержит также сумму

S
(µ−3)

H̃
(f3) = S

(µ−2)

H̃
(f2)− S

(µ−2)

H̃
(f ′2)

=
∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ,υ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)pr

×
(
z
(eρ,iσ)
(iρ,iσ),p−1z

(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p

− z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−1

)
веса p− 1 + (µ− 3).

Случай (3). Теперь мы предположим, что Fp-линейная комбинация (15) содержит орбиталь-
ные суммы

S
(µ)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ,υ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
ziρ,p−2 +

(
α

1

)
ziρ,p−1 +

(
α

2

)
ziρ,p

)peρ

zp
eσ

iσ ,p

×
(
ziτ ,p−2 +

(
α

1

)
ziτ ,p−1 +

(
α

2

)
ziτ ,p

)(
ziυ ,p−1 +

(
α

1

)
ziυ ,p

)peυ

и

S
(µ)

H̃
(f ′) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ,υ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
ziρ,p−2 +

(
α

1

)
ziρ,p−1 +

(
α

2

)
ziρ,p

)peρ

zp
eσ

iσ ,p

×
(
ziτ ,p−1 +

(
α

1

)
ziτ ,p

)peτ (
ziυ ,p−2 +

(
α

1

)
ziυ ,p−1 +

(
α

2

)
ziυ ,p

)peυ

с коэффициентами a и −a, соответственно. Тогда, используя преобразование (iii) мы находим,
что эта линейная комбинация содержит также сумму

S
(µ−1)

H̃
(f1) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ,υ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
ziρ,p−2 +

(
α

1

)
ziρ,p−1 +

(
α

2

)
ziρ,p

)peρ

zp
eσ

iσ ,p

×
(
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−2 +

(
α

1

)
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−1 +

(
α+ 1

2

)
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p

)
,
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где

z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−2 = zp

eτ

iτ ,p−2z
peυ

iυ ,p−1 − zp
eτ

iτ ,p−1z
peυ

iυ ,p−2,

z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−1 = zp

eτ

iτ ,p−2z
peυ

iυ ,p
− zp

eτ

iτ ,p
zp

eυ

iυ ,p−2,

uz(iτ ,iυ),p = zp
eτ

iτ ,p−1z
peυ

iυ ,p
− zp

eτ

iτ ,p
zp

eυ

iυ ,p−1.

Поскольку

γ(zi,p−2) = zi,p−2 + zi,p−1, γ(zi.p−1) = zi,p−1 + zi,p, γ(zi,p) = zi,p,

мы видим, что многочлены z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−2, z

(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ).p−1 и z(eτ ,eυ)(iτ ,iυ),p

удовлетворяют соотношениям

γ

(
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−2

)
= z

(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−2 + z

(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−1 + z

(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p

,

γ

(
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−1

)
= z

(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−1 + z

(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p

,

γ

(
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p

)
= z

(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p

.

Далее, предположим, что Fp-линейная комбинация (15) содержит также орбитальную сум-
му

S
(µ−1)

H̃
(f ′1) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ,υ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

× zp
eρ

iρ,p

(
ziσ ,p−2 +

(
α

1

)
ziσ ,p−1 +

(
α

2

)
ziσ ,p

)peσ

×
(
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−2 +

(
α

1

)
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−1 +

(
α+ 1

2

)
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p

)
с коэффициентом −a. Тогда она содержит также орбитальную сумму

S
(µ−2)

H̃
(f2) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ,υ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

))per

×
(
z
(eρiσ)
(iρ,iσ),p−1 +

(
α

1

)
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

)
(
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−2 +

(
α

1

)
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−1 +

(
α+ 1

2

)
z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p

)
.

Наконец, предполагая, что Fp-линейная комбинация (15) содержит орбитальную сумму
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S
(µ−2)

H̃
(f ′2) =

∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ,υ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−2 +

(
α

1

)
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−1 +

(
α+ 1

2

)
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

)

×
(
u
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−1 +

(
α

1

)
u
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p

)
с коэффициентом −a, мы получаем, что эта линейная комбинация содержит также орбиталь-
ную сумму

S
(µ−3)

H̃
(f3) = S

(µ−2)

H̃
(f2)− S

(µ−2)

H̃
(f ′2)

=
∑
α∈Fp

δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ,τ,υ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
z
(eρ,eσ ,eτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p−2 +

(
α

1

)
z
(eρ,eσ ,eτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p−1 +

(
α

2

)
z
(eρ,eσ ,eτ ,eυ)
iρ,iσ ,iτ ,iυ),p

)
веса p− 1 + (µ− 3), где

z
(eρ,eσ ,eτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p−2 = z

(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−2u

(eτ ,rυ)
(iτ ,iυ),p−1 − z

(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−1z

(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−2

z
(eρ,eσeτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p−1 = z

(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−2z

(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p

− z
(eρ,iσ)
(iρ,iσ),p

z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−2

z
(eρ,eσ ,eτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p

= z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−1z

(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p

− z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

z
(eτ ,eυ)
(iτ ,iυ),p−1 .

Легко проверить, что многочлены z
(eρ,eσ ,eτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p−2, z

(eρ,eσ ,eτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p−1 и z(eρ,eσ ,eτ ,eυ)(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p

удовлетворяют
соотношениям

γ

(
z
(eρ,eσ ,eτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p−2

)
= z

(eρ,eσ ,eτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p−2 + z

(eρ,eσ ,eτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p−1

γ

(
z
(eρ,eσ ,iτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p−1

)
= z

(eρ,eσ ,eτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p−1 + z

(eρ,eσ ,eτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p

γ

(
z
(eρ,eσ ,eτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p

)
= u

(eρ,eσ ,eτ ,eυ)
(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p

.

Приведенная выше конструкция может быть расширена следующим образом. Пусть

ĩσ = (i1, i2, . . . , iσ), ẽσ = (e1, e2, . . . , eσ) ,

где i1, . . . , iσ, e1, . . . , eσ - положительные целые, и 1 ≤ i1 < · · · < iσ ≤ m′, для 1 ≤ σ ≤ δ.
Рассмотрим

M = {̃iσ | 1 ≤ i1 < · · · < iσ ≤ m′, 1 ≤ σ ≤ δ′}
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как упорядоченное множество относительно полного упорядочения ” ≼ ”. Далее, определим
многочлены z

(ẽσ)

ĩσ ,p−2
, z(ẽσ)

ĩσ ,p−1
, z(ẽσ)

ĩσ ,p
рекурсивно, с помощью соотношений:

z
(ẽσ)

ĩσ ,p−2
= z

(ẽσ−1)

ĩσ−1,p−2
z
(eσ)
iσ ,p−1 − z

(ẽσ−1)

ĩσ−1,p−1
z
(eσ)
iσ ,p−2

z
(ẽσ)

ĩσ ,p−1
= z

(ẽσ−1)

ĩσ−1,p−2
z
(eσ)
iσ ,p

− z
(ẽσ−1)

ĩσ−1,p
z
(eσ)
iσ ,p−2

z
(ẽσ)

ĩσ ,p
= z

(ẽσ−1)

ĩσ−1,p−1
z
(eσ)
iσ ,p

− z
(ẽσ−1)

ĩσ−1,p
z
(eσ)
iσ ,p−1 ,

(18)

в случае, когда σ = 2 + 3l, l = 0, 1, 2, . . ., и

z
(ẽσ)

ĩσ ,p−2
= z

(ẽσ−2)

ĩσ−2,p−2
z
(eσ−1,eσ)
(iσ−1,iσ),p−1 − z

(ẽσ−2)

ĩσ−2,p−1
z
(eσ−1,eσ)
(iσ−1,iσ),p−2

z
(ẽσ)

ĩσ ,p−1
= z

(ẽσ−2)

ĩσ−2,p−2
z
(eσ−1,eσ)
(iσ−1,iσ),p

− z
(ẽσ−2)

ĩσ−2,p
z
(eσ−1,eσ)
(iσ−1,iσ),p−2

z
(ẽσ)

ĩσ ,p
= z

(ẽσ)

ĩσ−2,p−1
z
(eσ−1,eσ)
(iσ−1,iσ),p

− z
(ẽσ−2)

ĩσ−2,p
z
(eσ−1,eσ)
(iσ−1,iσ),p−1 ,

(19)

в случае, когда σ = 1+3l, l = 1, 2, . . .. Заметим также, что многочлены, определенные соотно-
шениями (18) и (19) удовлетворяют соотношениям

γ̃

(
z
(ẽσ)

ĩσ ,p−2

)
= z

(ẽσ)

ĩσ ,p−2
+ z

(ẽσ)

ĩσ ,p−1
+ z

(ẽσ)

ĩσ ,p

γ̃

(
z
(ẽσ)

ĩσ ,p−1

)
= z

(ẽσ)

ĩσ ,p−1
+ z

(ẽσ)

ĩσ ,p

γ̃

(
z
(ẽσ)

ĩσ ,p

)
= z

(ẽσ)

ĩσ ,p
,

(20)

для σ = 2 + 3l, σ ≥ 2, и

γ̃

(
z
(ẽσ)

ĩσ ,p−2

)
= z

(ẽσ)

ĩσ ,p−2
+ z

(ẽσ)

ĩσ ,p−1

γ̃

(
z
(ẽσ)

ĩσ ,p−1

)
= z

(ẽσ)

ĩσ ,p−1
+ z

(ẽσ)

ĩσ ,p

γ̃

(
z
(ẽσ)

ĩσ ,p

)
= z

(ẽσ)

ĩσ ,p
,

(21)

для σ = 1 + 3l, σ ≥ 4, соответственно.
В общем случае, если σ, τ ∈ {1+3l | l ≥ 0} или σ, τ ∈ {2+3l | l ≥ 0}, мы определим z

(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p−2
,

z
(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p−1
, z(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p
с помощью следующих рекуррентных соотношений

z
(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p−2
= z

(ẽσ)

ĩσ ,p−2
z
(ẽτ )

ĩτ ,p−1
− z

(ẽσ)

ĩσ ,p−1
z
(ẽτ )

ĩτ ,p−2

z
(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p−1
= z

(ẽσ)

ĩσ ,p−2
z
(ẽτ )

ĩτ ,p
− z

(̃iσ)

ĩσ ,p
z
(ẽτ )

ĩτ ,p−2

z
(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p
= z

(ẽσ)

ĩσ ,p−1
z
(ẽτ )

ĩτ ,p
− z

(ẽσ)

ĩσ ,p
z
(ẽτ )

ĩτ ,p−1

(22)
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и заметим, что

γ̃

(
z
(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p−2

)
= z

(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p−2
+ z

(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p−1

γ̃

(
z
(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p−1

)
= z

(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p−1
+ z

(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p

γ̃

(
z
(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p

)
= z

(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p
,

(23)

если σ, τ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}, и

γ̃

(
z
(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p−2

)
= z

(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p−2
+ z

(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p−1
+ z

(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p

γ̃

(
z
(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p−1

)
= z

(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p−1
+ z

(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p

γ̃

(
z
(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p

)
= z

(ẽσ+τ )

ĩσ+τ ,p
,

(24)

если σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}.
Случай 4. Наконец, предположим, что Fp-линейная комбинация (15) содержит орбитальные

суммы S
(µ)

H̃
(f) и S(µ)

H̃
(f ′), где

f =

 δ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

zp
er

ir,jr

 zp
eρ

iρ,j
zp

eσ

iσ ,k
and f ′ =

 ∏
r=1

r ̸=ρ,σ

zp
er

ir,jr

 zp
eρ

iρ,k
zp

eσ

iσ ,j
,

для 1 ≤ j < k ≤ p− 1. В этом случае мы имеем

S
(µ)

H̃
(f)− S

(µ)

H̃
(f)

=
δ∏

r=1
r ̸=ρ,σ

(
zir,jr +

(
α

1

)
zir,jr+1 + · · ·+

(
α

p− jr

)
zir,p

)per

×
(
z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),l

+ · · ·+ ap−1(α)z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−1 + ap(α)z

(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

)
,

где al(α), al+1(α), . . . , ap−1(α), ap(α) – многочлены из кольца Fp[α] и

z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),l

= zp
eρ

iρ,j
zp

eσ

iσ ,k
− zp

eρ

iρ,k
zp

eσ

iσ ,j
,

. . . . . . . . . . . . .

z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−2 = zp

eρ

iρ,p−2z
peσ

iσ ,p−1 − zp
eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p−2,

z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p−1 = zp

eρ

iρ,p−2z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−2,

z
(eρ,eσ)
(iρ,iσ),p

= zp
eρ

iρ,p−1z
peσ

iσ ,p
− zp

eρ

iρ,p
zp

eσ

iσ ,p−1 .
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Интегрируя подходящим образом указанный выше процесс исключения дополнительных
переменных и применяя этот процесс к каждой паре орбитальных сумм S

(µk)

H̃
(fk), S

(µl)

H̃
(fl),

входящих в Fp-линейную комбинацию (15), мы приходим к следующим двум возможным си-
туациям: либо

(i) результирующая Fp-линейная комбинация орбитальных сумм S
(µ∗

k)

H̃
(f∗k ) не содержит ни

одной из дополнительных переменных zij с 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ p− 3; либо
(ii) не существует никакого способа для исключения всех дополнительных переменных zil

с 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ p− 3 в выше упомянутой Fp-линейной комбинации.

В соответствии с теоремой 4, исходная Fp-линейная комбинация u орбитальных сумм S(µk)

H̃
(fk)

инвариантна относительно действия группы H в первом из указанных выше двух случаев и
не инвариантна во втором случае. Применяя теперь описанный выше итеративный процесс
исключения дополнительных переменных zij с 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ p − 3, основанный на
использовании преобразований (16) и (17), затем суммируя результаты предложений 2–4 и
учитывая соотношения (14), (18)–(24), мы получаем следующее утверждение:

Теорема 5. Пусть

u =

K∑
k=1

S
(µk)

H̃
(fk), ak ̸= 0 ,

– Fp-линейная комбинация гладких орбитальных сумм S
(µk)

H̃
(fk). Если эта линейная комби-

нация не зависит ни от одной из переменных zij, для 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ p − 3, то она
является многочленом над полем Fp от инвариантов

zi,p, 1 ≤ i ≤ m′ ;

zĩσ+τ ,p
= det

z(eσ)ĩσ ,p−1
z
(eτ )

ĩτ ,p−1

z
(eσ)

ĩσ ,p
z
(eτ )

ĩτ ,p

 ,

где либо σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}, либо σ, τ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ, τ ≤ m′, и ĩσ ≺ ĩτ ;

u
(ẽσ ,ẽτ )

(̃iσ ,̃iτ ),p
= det

z
(ẽσ)

ĩσ ,p−1
z
(ẽτ )

ĩτ ,p−1

z
(ẽσ)

ĩσ ,p
z
(ẽτ )

ĩτ ,p

 , (25)

где либо σ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}, τ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}, либо σ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0},
1 ≤ σ, τ ≤ m′, и ĩσ ≺ ĩτ ;

w
(ẽρ,ẽσ ,ẽτ )

(̃iρ ,̃iσ ,̃iτ ),p
= det



z
(ẽρ)

ĩρ,p−2
z
(ẽσ)

ĩσ ,p−2
z
(ẽτ )

ĩτ ,p−2

z
(ẽρ)

ĩρ,p−1
z
(ẽσ)

ĩσ ,p−1
z
(ẽτ )

ĩτ ,p−1

z
(ẽρ)

ĩρ,p
z
(ẽσ)

ĩσ ,p
z
(ẽτ )

ĩτ ,p


, (26)

где либо ρ, σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}, либо ρ, σ, τ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ, τ ≤ m′, и ĩρ ≺ ĩσ ≺ ĩτ ; а
также

v
(ẽσ ,ẽτ )

(̃iσ ,̃iτ ),p
= z

(ẽσ)

ĩσ ,p−2
z
(ẽτ )

ĩτ ,p
+ z

(ẽσ)

ĩσ ,p
z
(ẽτ )

ĩτ ,p−2
− z

(ẽσ)

ĩσ ,p−1
z
(ẽτ )

ĩτ ,p−1

+z
(ẽσ)

ĩσ ,p−1
z
(ẽτ )

ĩτ .p
,

(27)
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где σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ, τ ≤ m′ и ĩσ ≼ ĩτ .

Теперь мы изучим структуру инвариантов u(eσ ,eτ )(iσ ,iτ ),p
, u(eρ,eσ ,eτ )(iρ,iσ ,iτ ),p

, u(eρ,eσ ,eτ ,eυ)(iρ,iσ ,iτ ,iυ),p
, v(eσ ,eτ )(iσ ,iτ ),p

, w(eρ,eσ ,eτ )
(iρ,iσ ,iτ ),p

,
определенных соотношениями (14). Мы можем считать без уменьшения общности, что

eρ ≥ eσ ≥ eτ ≥ eυ ≥ 0, 1 ≤ ρ ≤ σ ≤ τ ≤ υ ≤ m ,

и что eρ ≥ 1. Прежде всего мы заметим, что

N
(0)

H̃
(zi,p−1) =

∏
α∈Fp

(
zi,p−1 +

(
α

1

)
zi,p

)
= zpi,p−1 − zi,p−1z

p−1
i,p

и
N

(0)

H̃
(zi,p) = zpi,p .

Это показывает, что если

f =

η∏
e=0

m′∏
i=1

(zp
e

i,p−1)
s
(e)
i,p−1(zp

e

i,p)
s
(e)
i,p ,

то

N
(0)

H̃
(f) =

η∏
e=0

m∏
i=1

(zp
e+1

i,p−1 − zp
e

i,p−1z
pe(p−1)
i,p )si,p−1(zp

e

i,p)
si,p .

Теперь мы положим

ζi,p−1 = zpi,p−2 − zi,p−2z
p−1
i,p , ζi,p = zpi,p−1 − zi,p−1z

p−1
i,p

ωi,p = ζpi,p−1 − ζi,p−1ζ
p−1
i,p

(28)

и заметим, что
γ̃(ζi,p−1) = ζi,p−1 + ζi,p, γ̃(ζi,p) = ζi,p, γ̃(ωi,p) = ωi,p,

ζi,p = N
(0)

H̃
(zi,p−1), ωi,p = N

(0)

H̃
(ζi,p−1) .

(29)

Из соотношений (28) мы имеем

zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p

= (ζi1,p + zi1,p−1z
p−1
i1,p

)p
e1−1

zp
e2

i2,p
− zp

e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1

= ζp
e1−1

i1,p
zp

e2

i2,p
+ (zp

e1−1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1−1

i1,p
zp

e2

i2,p−1)z
pe1−1(p−1)
i1,p

.

Итерируя теперь последнее соотношение относительно zi1,p−1, а затем относительно zi2,p−1,
мы получаем

zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1

= (zi1,p−1zi2,p − zi1,pzi2,p−1)z
pe1−1

i1,p
zp

e2−1

i2,p

+

(
e1∑

ε1=1

ζp
e1−ε1

i1,p
z
pe1−ε1+1(pε1−1−1)
i1,p

)
zp

e2

i2,p

−

(
e2∑

ε2=1

ζp
e2−ε2

i2,p
z
pe2−ε2+1(pe2−1−1)
i2,p

)
zp

e1

i1,p
.

(30)
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Аналогичным образом, соотношения (28) дают

(zp
e1

i1,p−2z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2)z
pe3
i3,p

− (zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1)z
pe3
i3,p−1

= [(ζi1,p−1 + zi1,p−2z
p−1
i1,p

)p
e1−1

zp
e2

i2,p
− zp

e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2]z
pe3
i3,p

−[(ζi1,p + zi1,p−1z
p−1
i1,p

)p
e1−1

zp
e2

i2,p
− zp

e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1]z
pe3
i3,p−1

= (ζp
e1−1

i1,p−1z
pe3
i3,p

− ζp
e1−1

i1,p
zp

e3

i3,p−1)z
pe2
i2,p

+(zp
e1−1

i1,p−2z
pe2
i2,p

− zp
e1−1

i1,p
zp

e2

i2,p−2)z
pe1−1(p−1)
i1,p

zp
e3

i3,p

−(zp
e1−1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1−1

i1,p
zp

e2

i2,p−1)z
pe1−1(p−1)
i1,p

zp
e3

i3,p−1 .

Итерируя последнее соотношение относительно zi1,p−2, zi1,p−1, ζi1,p−1, а затем относительно
zi2,p−2, zi1,p−1, ζi2,p−1 and zi3,p−1, ζi3,p−1, мы находим, что

(zp
e1

i1,p−2z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2)z
pe3
i3,p

− (zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1)z
pe3
i3,p−1

= [(zi1,p−2zi2,p − zi1,pzi2,p−2)zi3,p − (zi1,p−1zi2,p − zi1,pzi2,p−1)zi3,p−1]

×zp
e1−1

i1,p
zp

e2−1
i2,p

zp
e3−1

i3,p

(31)

+(zi1,p−1zi2,p − zi1,pzi2,p−1)Ai1,i2

+(ζi1,p−1zi3,p − ζi1,pzi3,p−1)Bi1,i2,i3 + (ζi2,p−1zi3,p − ζi2,pzi3,p−1)Bi2,i3

+Ci1,i2,i3 ,

где Ai1,i2 , Bi1,i2 , Bi2,i3 – многочлены над Fp относительно переменных

zi1,p, zi2,p, zi3,p, ζi1,p, ζi2,p, ζi3,p ,

а Ci1,i2,i3 – многочлен над Fp от переменных

zi1,p, zi2,p, zi3,p, ζi1,p, ζi2,p, ζi3,p, ωi1,p, ωi2,p .

Далее, используя (28), мы получаем, что

(zp
e1

i1,p−2z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2)(z
pe3
i3,p−1z

pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−1)

−(zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1)(z
pe3
i3,p−2z

pe4
i4,p

− zp
e3

i3,p
zp

e4

i4,p−2)

(32)
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является суммой H-инвариантов

(zi1,p−2zi2,p − zi1,pzi2,p−2)(zi3,p−1zi4,p − zi3,pzi4,p−1)

×zp
e1−1

i1,p
zp

e2−1
i2,p

zp
e3−1

i3,p
zp

e4−1
i4,p

−(zi1,p−1zi2,p − zi1,pzi2,p−1)(zi3,p−2zi4,p − zi3,pzi4,p−2)

zp
e1−1

i1,p
zp

e2−1
i2,p

zp
e3−1

i3,p
zp

e4−1
i4,p

,

(zi1,p−1zi2,p − zi1,pzi2,p−1)Ai1,i2 , (zi3,p−1zi4,p − zi3,pzi4,p−1)Ai3,i4 ,

(ζi1,p−1ζi3,p − ζi1,pζi3,p−1)Bi1,i3 , (ζi1,p−1ζi4,p − ζi1,pζi4,p−1)Bi1,i4 ,

(33)

(ζi2,p−1ζi3,p − ζi2,pζi3,p−1)Bi2,i3 , (ζi2,p−1ζi4,p − ζi2,pζi4,p−1)Bi2,i4 ;

H-инвариантов

[ζi1,p(zi3,p−2zi4,p − zi3,pzi4,p−2)− ζi1,p−1(zi3,p−1zi4,p − zi3,pzi4,p−1)]× Ci1,i3,i4 ,

[ζi2,p(zi3,p−2zi4,p − zi3,pzi4,p−2)− ζi2,p−1(zi3,p−1zi4,p − zi3,pzi4,p−1)]× Ci2,i3,i4 ,

[ζi3,p(zi1,p−2zi2,p − zi1,pzi2,p−2)− ζi3,p−1(zi1,p−1zi2,p − zi1,pzi2,p−1)]× Ci1,i2,i3 ,

(34)

[ζi4,p(zi1,p−2zi2,p − zi1,pzi2,p−2)− ζi4,p−1(ζi1,p−1zi2,p − zi1,pzi2,p−1)]× Ci1,i2,i4

и H-инвариантов Di1,i2,i3,i4 , где

Ai1,i2 , Ai3,i4 , Bi1,i3 , Bi1,i4 , Bi2,i3 , Bi2,i4 ,

Ci1,i3,i4 , Ci2,i3,i4 , Ci1,i2,i3 , Ci1,i2,i4 , Di1,i2,i3,i4

– многочлены над полем Fp от переменных

zi1,p, zi2,p, zi3,p, zi4,p, ζi1,p, ζi2,p, ζi3,p, ζi4,p,
ωi1,p, ωi2,p, ωi3,p, ωi4,p .

Учитывая снова соотношения (28), приходим к соотношению

zp
e1

i1,p−2z
pe2
i2,p

+ zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2 − zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p−1 + zp

e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

= (ζi1,p−1 + zi1,p−2z
p−1
i1,p

)p
e1−1

zp
e2

i2,p
+ zp

e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2

−(ζi1,p + zi1,p−1z
p−1
i1,p

)p
e1−1

zp
e2

i2,p−1 + (ζi1,p + zi1,p−1z
p−1
i1,p

)p
e1−1

zp
e2

i2,p

= (zp
e1−1

i1,p−2z
pe2
i2,p

+ zp
e1−1

i1,p
zp

e2

i2,p−2 − zp
e1−1

i1,p−1z
pe2
i2,p−1 + zp

e1−1

i1,p−1z
pe2
i2,p

)z
pe1−1(p−1)
i1,p

+(ζp
e1−1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− ζp
e1−1

i1,p
zp

e2

i2,p−1) + ζp
e1−1

i1,p
zp

e2

i2,p

= zp
e1−1

i1,p−2z
pe2−1

i2,p
+ zp

e1−1

i1,p
zp

e2−1

i2,p−2 − zp
e1−1

i1,p−1z
pe2−1

i2,p−1 + zp
e1−1

i1,p−1z
pe2−1

i2,p

+(zp
e1−1

i1,p
ζp

e2−1

i2,p−1 − zp
e1−1

i1,p−1ζ
pe2−1

i2,p
)z

pe2−1(p−1)
i2,p

+ ζp
e1−1

i1,p−1z
pe2
i2,p

+(ζp
e1−1

i1,p−1z
pe2−1

i2,p
− ζp

e2−1

i1,p
zp

e2−1

i2,p−1)z
pe2−1(p−1)
i2,p

+ ζp
e1−1

i1,p
ζp

e2−1

i2,p
.
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Итерируя это соотношение относительно zi1,p−2, zi1,p−1, ζi1,p−1, а затем относительно zi2,p−2,
zi2,p−1, ζi2,p−1, мы получаем равенство

zp
e1

i1,p−2z
pe2
i2,p

+ zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−2 − zp
e1

i1,p−1z
pe2
i2,p−1 + zp

e1

i1,p−1z
pe2
i2,p

= (zi1,p−2zi2,p + zi1,pzi2−2 − zi1,p−1zi2,p−1 + zi1,p−1zi2,p)z
pe1−1
i1,p

zp
e2−1

i2,p

(35)

+(zi1,pζi2,p−1 − zi1,p−1ζi2,p)Ai1,i2 + (ζi1,p−1zi2,p − ζi1,pzi2,p−1)Bi1,i2

+(ζi1,p−1ζi2,p − ζi1,pζi2,p−1)Ci1,i2 +Di1,i2 ,

где Ai1,i2 , Bi1,i2 , Ci1,i2 – многочлены над Fp относительно zi1,p, zi2,p, ζi1,p, ζi2,p, а Di1,i2 – мно-
гочлен относительно

zi1,p, zi2,p, ζi1,p, ζi2,p, ωi1,p, ωi2,p .

Наконец, ввиду (28) мы имеем

zp
e1

i1,p−2(z
pe2
i2,p−1z

pe3
i3,p

− zp
e2

i2,p
zp

e3

i3,p−1)− zp
e2

i2,p−2(z
pe1
i1,p−1z

pe3
i3,p

− zp
e1

i1,p
zp

e3

i3,p−1)

+zp
e3

i3,p−2(z
pe1
i1,p−1z

pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1)

= (ζi1,p−1 + zi1,p−2z
p−1
i1,p

)p
e1−1

(zp
e2

i2,p−1z
pe3
i3,p

− zp
e2

i2,p
zp

e3

i3,p−1)

−zp
e2

i2,p−2((ζi1,p + zi1,p−1z
p−1
i1,p

)p
e1−1

zp
e3

i3,p
− zp

e1

i1,p
zp

e3

i3,p−1)

+zp
e3

i3,p−2((ζi1,p + zi1,p−1z
p−1
i1,p

)p
e1−1

zp
e2

i2,p
− zp

e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1)

= ζp
e1−1

i1,p−1(z
pe2
i2,p−1z

pe3
i3,p

− zp
e2

i2,p
zp

e3

i3,p−1)− ζp
e2−1

i2,p−1(z
pe1
i1,p−1z

pe3
i3,p

− zp
e1

i1,p
zp

e3

i3,p−1)

+zp
e1−1

i1,p−2(z
pe2
i2,p−1z

pe3
i3,p

− zp
e2

i2,p
zp

e3

i3,p−1)z
pe1−1(p−1)
i1,p

−zp
e2

i2,p−2(z
pe1−1

i1,p−1z
pe3
i3,p

− zp
e1−1

i1,p
zp

e3

i3,p−1)z
pe1−1(p−1)
i1,p

+zp
e3

i3,p−2(z
pe1−1

i1,p−1z
pe2
i2,p

− zp
e1−1

i1,p
zp

e2

i2,p−1)z
pe1−1(p−1)
i1,p

.

Итерируя это соотношение относительно zi1,p−2, zi1,p−1 , а затем относительно zi2,p−2, zi2,p−1

и zi3,p−2, zi3,p−1, мы получаем, что

zp
e1

i1,p−2(z
pe2
i2,p−1z

pe3
i3,p

− zp
e2

i2,p
zp

e3

i3,p−1)− zp
e2

i2,p−2(z
pe1
i1,p−1z

pe3
i3,p

− zp
e1

e1,pz
pe3
e3,p−1) (36)

+zp
e3

i3,p−2(z
pe1
i1,p−1z

pe2
i2,p

− zp
e1

i1,p
zp

e2

i2,p−1)
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является суммой H-инвариантов

zi1,p−2(zi2,p−1zi3,p − zi2,pzi3,p−1)z
pe1−1
i1,p

zp
e2−1

i2,p
zp

e3−1
i3,p

−zi2,p−2(zi1,p−1zi3,p − zi1,pzi3,p−1)z
pe1−1
i1,p

zp
e2−1

i2
zp

e3−1
i3,p

+zi3,p−2(zi1,p−1zi2,p − zi1,pzi2,p−1)z
pe1−1
i1,p

zp
e2−1

i2,p
zp

e3−1
i3,p

;

(37)

H-инвариантов

[(zi1,p−2zi2,p − zi1,pzi2,p−2)ζi3,p − (zi1,p−1zi2,p − zi1,pzi2,p−1)ζi3,p−1)]×Ai1,i2 ,

[(zi1,p−2zi3,p − zi1,pzi3,p−2)ζi2,p − (zi1,p−1zi3,p − zi1,pzi3,p−1)ζi2,p−1]×Ai1,i3 ,

[(zi2,p−2zi3,p − zi2,pzi3,p−2)ζi1,p − (zi2,p−1zi3,p − zi2,pzi3,p−1)ζi1,p−1]×Ai2,i3

(38)

и H-инвариантов

(zi1,p−1zi2,p − zi1,pzi2,p−1)Bi1,i2 + (zi1,p−1zi3,p − zi1,pzi3,p−1)Bi2,i3

+(zi2,p−1zi3,p − zi2,pzi3,p−1)Bi2,i3

+(ζi1,p−1ζi2,p − ζi1,pζi2,p−1)Ci1,i2 + (ζi1,p−1ζi3,p − ζi1,pζi3,p−1)Ci1,i3

+(ζi2,p−1ζi3,p − ζi2,pζi3,p−1)Ci2,i3 +Di1,i2,i3 ,

(39)

где
Ai1,i2 , Ai1,i3 , Ai2,i3 , Bi1,i2 , Bi1,i3 , Bi2,i3 ,

Ci1,i2 , Ci1,i3 , Ci2,i3

– многочлены над Fp от переменных

zi1,p, zi2,p, zi3,p, ζi1,p, ζi2,p, ζi3,p

и Di1,i2,i3 – многочлен над Fp от переменных

zi1,p, zi2,p, zi3,p, ζi1,p, ζi2,p, ζi3,p, ωi1,p, ωi2,p, ωi3,p .

В более общей ситуации, если zĩσ ,p−2 и zĩσ ,p−1 - многочлены, определенные соотношениями
(18), (19) и (22) с ẽσ = (1, . . . , 1), мы положим

ζĩσ ,p−1 = zp
ĩσ ,p−2

− zĩσ ,p−2z
p−1

ĩσ ,p
, ζĩσ ,p = zp

ĩσ ,p−1
− zĩσ ,p−1z

p−1

ĩσ ,p
,

ωĩσ ,p
= ζp

ĩσ ,p−1
− ζĩσ ,p−1ζ

p−1

ĩσ ,p

(40)

и заметим, что

γ̃(ζĩσ ,p−1) = ζĩσ ,p−1 + ζĩσ ,p, γ̃(ζĩσ ,p) = ζĩσ ,p, γ̃(ωĩσ ,p
) = ωĩσ ,p

,

ζĩσ ,p = N
(0)

H̃
(zĩσ ,p−1), ωĩσ ,p

= N
(0)

H̃
(ζĩσ ,p−1) .

(41)

Если теперь вместо (14) и (28), (29) мы используем (25)–(27) и (40), (39), соответственно, а
затем воспользуемся теми же аргументами, которые были использованы в ходе доказательства
соотношений (30)–(42), то в результате мы получим следующую теорему:
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Теорема 6. Пусть

u =

K∑
k=1

akS
(µk)

H̃
(fk), ak ̸= 0,

– некоторая Fp-линейная комбинация гладких орбитальных сумм S
(µk)

H̃
(fk). Если эта линей-

ная комбинация инвариантна относительно действия группы H, то u является многочле-
ном от следующих H-инвариантов:

zi,p, 1 ≤ i ≤ m′ ;

zĩσ+τ ,p
= det

zĩσ ,p−1 zĩτ ,p−1

zĩσ ,p zĩτ ,p

 ,

где либо σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 1}, либо σ, τ ∈ {2 + 3l |≥ 1}, 1 ≤ σ,≤ τ ≤ m′, и ĩσ ≺ ĩτ ;

ζĩσ ,p = zp
ĩσ ,p−1

− zĩσ ,p−1z
p−1

ĩσ ,p
, ωĩσ ,p

= ζp
ĩ,p−1

− ζĩσ ,p−1ζ
p−1

ĩσ ,p
,

где ĩσ ∈ {1 + 3l | l ≥ 1} ∪ {2 + 3l | l ≥ 1} и 1 ≤ σ ≤ m′;

u(̃iσ ,̃iτ ),p = det


zĩσ ,p−1 zĩτ ,p−1

zĩσ ,p zĩτ ,p

 ,

где либо σ ∈ {1 + 3l | l ≥ 1}, τ ∈ {2 + 3l | l ≥ 1}, либо σ ∈ {2 + 3l | l ≥ 1}, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 1},
1 ≤ σ, τ ≤ m′, и ĩσ ≺ ĩτ ;

φ(̃iσ ,̃iτ ),p
= det

zĩσ ,p−1 ζĩτ ,p−1

zĩσ ,p ζĩτ ,p

 , ψ(̃iσ ,̃iτ ),p
= det


ζĩσ ,p−1 ζĩτ ,p−1

ζĩσ ,p ζĩτ ,p

 ,

где σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0} ∪ {2 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ, τ ≤ m′, and ĩσ ≺ ĩτ ;

v(̃iσ ,̃iτ ),p = zĩσ ,p−2zĩτ ,p + zĩσ ,pzĩτ ,p−2 − zĩσ ,p−1zĩτ ,p−1 + zĩσ ,p−1zĩτ ,p ,

где σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ, τ ≤ m′, ĩσ ≼ ĩτ ; и

w(̃iρ ,̃iσ ,̃iτ ),p
= det


zĩρ,p−2 zĩσ ,p−2 zĩτ ,p−2

zĩρ,p−1 zĩσ ,p−1 zĩτ ,p−1

zĩρ,p zĩσ ,p zĩτ ,p

 ,

где либо ρ, σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}, либо ρ, σ, τ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ ρ, σ, τ ≤ m′, и ĩρ ≺ ĩσ ≺ ĩτ .
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Последняя теорема описывает структуру техH-инвариантов u, которые являются Fp-линейными
комбинациями гладких орбитальных сумм S

(µk)

H̃
(fk), содержащих по меньшей мере одну до-

полнительную переменную zij , для 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ p − 3. Теперь мы изучим структуру
инвариантов N (0)

H̃
(f) и S(0)

H̃
(f), для всевозможных мономов вида

f =

η∏
e=0

m∏
i=1

(zp
e

i,p−2)
s
(e)
i,p−2(zp

e

i,p−1)
s
(e)
i,p−1 0 ≤ si,p−2, si,p−1 ≤ p− 1 .

Полагая ζi,p = N
(0)

H̃
(zi,p−1) и ϱi,p = N

(0)

H̃
(zi,p−2), где

N
(0)

H̃
(zi,p−1) = zpi,p−1 − zi,p−1z

p−1
i,p (42)

и

N
(0)

H̃
(zi,p−2) =

∏
α∈Fp

(
zi,p−2 +

(
α

1

)
zi,p−1 +

(
α

2

)
zi,p

)
(43)

= zpi,p−2 +
∑
α∈Fp

∏
si,p−2,si,p−1,si,p≥0

si,p−1+si,p−1+si,p=p

si,p−2+2si,p≥p−1

(
α

1

)si,p−1
(
α

2

)si,p

z
si,p−2

i,p−2 z
si,p−1

i,p−1 z
si,p
i,p ,

мы получаем

N
(0)

H̃
(f) =

η∏
e=0

m∏
i=1

(ϱp
e

i,p)
si,p−2(ζp

e

i,p)
si,p−1 .

Далее, полагая

η∑
e=0

s
(e)
i,p−2p

e = s
(0)
i,p−2 + s

(1)
i,p−2p,

η∑
e=0

s
(e)
i,p−1p

e = s
(0)
i,p−1 + s

(1)
i,p−2p,

мы находим

S
(0)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

η∏
e=1

m∏
i=1

(
zp

e

i,p−2 +

(
α

1

)
zp

e

i,p−1 +

(
α

2

)
zp

e

i,p

)s
(e)
i,p−2

×
(
zp

e

i,p−1 +

(
α

1

)
zp

e

i,p

)s
(e)
i,p−1

=
∑
α∈Fp

m∏
i=1

(
zi,p−2 +

(
α

1

)
zi,p−1 +

(
α

2

)
zi,p

)s
(0)
i,p−2

(
zi,p−1 +

(
α

1

)
zi,p

)s
(0)
i,p−1

×
(
zpi,p−2 +

(
α

1

)
zpi,p−1 +

(
α

2

)
zpi,p

)s
(1)
i,p−2

(
zpi,p−1 +

(
α

1

)
zpi,p

)s
(1)
i,p−1

,
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и принимая во внимание (28), получаем

S
(0)

H̃
(f) =

∑
α∈Fp

m∏
i=1

(
zi,p−2 +

(
α

1

)
zi,p−1 +

(
α

2

)
zi,p

)s
(0)
i,p−2

×
(
zi,p−1 +

(
α

1

)
zi,p

)s
(0)
i,p−1

×
((

ζi,p−1 +

(
α

1

)
ζi,p

)
+

(
zi,p−2 +

(
α

1

)
zi,p−1 +

(
α

2

)
zi,p

)
zp−1
i,p

)s
(1)
i,p−2

×
(
ζi,p +

(
zi,p−1 +

(
α

1

)
zi,p

)
zp−1
i,p

)s
(1)
i,p−1

.

Интегрируя теперь последнее соотношение, мы заключаем, что S(0)

H̃
(f) является Fp-линейной

комбинацией H-инвариантов

S
(0)

H̃
(f ′)

m∏
i=1

z
ρi,p
i,p ζ

σi,p

i,p ω
τi,p
i,p ,

где

S
(0)

H̃
(f ′) =

∑
α∈Fp

m∏
i=1

(
zi,p−2 +

(
α

1

)
zi,p−1 +

(
α

2

)
zi,p

)si,p−2

×
(
zi,p−1 +

(
α

1

)
zi,p

)si,p−1
(
ζi,p−1 +

(
α

1

)
ζi,p

)σi,p−1

и 0 ≤ si,p−2, si,p−1, σi,p−1 ≤ p− 1.

Теорема 7. Пусть

f =

η∏
e=0

m∏
i=1

(zp
e

i,p−2)
s
(e)
i,p−2(zp

e

i,p−1)
s
(e)
i,p−1

– моном из кольца Fp[zi,p−2, zi,p−1, zi,p | 1 ≤ i ≤ m] где 0 ≤ s
(e)
i,p−2, s

(e)
i,p−1 ≤ p− 1. Тогда

N
(0)

H̃
(f) =

η∏
e=0

m∏
i=1

(ϱp
e

i,p)
si,p−2(ζp

e

i,p)
si,p−1 ,

где ζi,p и ϱi,p являются H-инвариантами, определенные соотношениями (41)-(42) и (43), со-
ответственно. Кроме того, орбитальная сумма S(0)

H̃
(f) является Fp-линейной комбинацией

H-инвариантов вида

S
(0)

H̃
(f ′)

m∏
i=1

z
ρi,p
i,p ζ

σi,p

i,p ω
τi,p
i,p ,
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где

S
(0)

H̃
(f ′) =

∑
α∈Fp

m∏
i=1

(
zi,p−2 +

(
α

1

)
zi,p−1 +

(
α

2

)
zi,p

)si,p−2

×
(
zi,p−1 +

(
α

1

)
zi,p

)si,p−1
(
ζi,p−1 +

(
α

1

)
ζi,p

)σi,p−1

где 0 ≤ si,p−2, si,p−1, σi,p−1 ≤ p− 1, для 1 ≤ i ≤ m.

Как следствие теоремы 2, Следствия 2, Теоремы 4, Теоремы 6 and Теоремы 7, мы получаем
следующий результат.

Теорема 8. Пусть ĩσ = (i1, . . . , iσ), ĩτ = (i1, . . . , iτ ), где 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ iσ ≤ m и 1 ≤ i1 ≤
· · · ≤ iτ ≤ m. Каждый элемент u ∈ AH̃

m,p, инвариантный относительно действия группы H,
является многочленом над Fp от следующих H-инвариантов:

zi,p, где 1 ≤ i ≤ m ;

zĩσ+τ ,p
= det

zĩσ ,p−1 zĩτ ,p−1

zĩσ ,p zĩτ ,p

 ,

где либо σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}, либо σ, τ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ, τ ≤ m, и ĩσ ≺ ĩτ ;

ζĩσ ,p = zp
ĩσ ,p−1

− zĩσ ,p−1z
p−1

ĩσ ,p
, ωĩσ ,p

= ζp
ĩσ ,p−1

− ζĩσ ,p−1ζ
p−1

ĩσ ,p
,

где ĩσ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0} ∪ {2 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ ≤ m;

u(̃iσ ,̃iτ ),p = det

zĩσ ,p−1 zĩτ ,p−1

zĩσ ,p zĩτ ,p

 ,

где либо σ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}, τ ∈ {2 + 3l ≥ 0}, либо σ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}, τ ∈ {1 + 3l ≥ 0},
1 ≤ σ, τ ≤ m, и ĩσ ≺ ĩτ ;

φ(̃iσ ,̃iτ ),p
= det

zĩσ ,p−1 ζĩτ ,p−1

zĩσ ,p ζĩτ ,p

 , ψ(̃iσ ,̃iτ ),p
= det

ζĩσ ,p−1 ζĩτ ,p−1

ζĩσ ,p ζĩτ ,p

 ,

где σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0} ∪ {2 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ, τ ≤ m, иĩσ ≺ ĩτ ;

v(̃iσ ,̃iτ ),p = zĩσ ,p−2zĩτ ,p + zĩσ ,pzĩτ ,p−2 − zĩσ ,p−1zĩτ ,p−1 + zĩσ ,p−1zĩτ ,p ,

где σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ, τ ≤ m, и ĩσ ≼ ĩτ ;

w(̃iρ ,̃iσ ,̃iτ ),p
= det


zĩρ,p−2 zĩρ,p−2 zĩτ ,p−2

zĩρ,p−1 zĩσ ,p−1 zĩτ ,p−1

zĩρ,p zĩσ ,p zĩτ ,p

 ,

где ρ, σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0} ∪ {2 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ ρ, σ, τ ≤ m, и ĩρ ≺ ĩσ ≺ ĩτ ;
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ϱi,p =
∏
α∈Fp

(
zi,p−2 +

(
α

1

)
zi,p−1 +

(
α

2

)
zi,p

)
,

где 1 ≤ i ≤ m; а также

S
(0)

H̃
(f ′) =

∑
α∈Fp

m∏
i=1

(
zi,p−2 +

(
α

1

)
zi,p−1 +

(
α

2

)
zi,p

)si,p−2

×
(
zi,p−1 +

(
α

1

)
zi,p

)si,p−1
(
ζi,p−1 +

(
α

1

)
ζi,p

)σi,p−1

,

где 0 ≤ si,p−2, si,p−1, σi,p−1 ≤ p− 1.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1 И СЛЕДСТВИЯ 1

Если ϑ : Vi ↪→ Ṽi – вложение, определенное соотношениями (12), то отображение ϑ индуци-
рует соответствующий Fp-мономорфизм алгебр

ϑ : Am,3 → Am,p .

Пусть u – некоторый элемент алгебры AH
m,3 и v = ϑ(u) – его образ в Am,p. Тогда много-

член v инвариантен под действием группы H на Am,p, заданным соотношениями (13), и этот
многочлен инвариантен также под действием группы H̃ на алгебре Am,p. Далее, из теоремы 8
следует, что v является многочленом от определенных выше H-инвариантов

zi,p, zĩσ ,p, ζĩ,p, ωĩσ ,p
, u(̃iσ ,̃iτ ),p, φ(̃iσ ,̃iτ ),p

, ψ(̃iσ ,̃iτ ),p

v(̃iσ ,̃iτ ),p, w(̃iρ ,̃iσ ,̃iτ ),p
, ϱi,p, S

(0)

H̃
(f ′) .

Принимая во внимание вложение ϑ, отождествим теперь zĩσ ,p−2, zĩσ ,p−1 и zĩσ ,p с xĩσ ,1, xĩσ ,2
and xĩσ ,3, соответственно, для всех σ ∈ {1+3l | l ≥ 0}∪{2+3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ ≤ m. В результате,
мы получаем следующие H-инварианты:

xi,3, 1 ≤ i ≤ m ;

xĩσ+τ ,3
= det

xĩσ ,2 xĩτ ,2
xĩσ ,3 xĩτ ,3

 ,

где либо σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}, либо σ, τ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ, τ ≤ m, и ĩσ ≺ ĩτ ;

ζĩσ ,3 = xp
ĩσ ,2

− xĩσ ,2x
p−1

ĩσ ,3
,

ωĩσ ,3
= ζp

ĩσ ,2
− ζĩσ ,2ζ

p−1

ĩσ ,3
,

где σ ∈ {1 + 3l | l ≥ 1} ∪ {2 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ ≤ m;

u(̃iσ ,̃iτ ),3 = det

xĩσ ,2 xĩτ ,2
xĩσ ,3 xĩτ ,3

 ,
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где либо σ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0}, τ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}, либо σ ∈ {2 + 3l | l ≥ 0}, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0},
1 ≤ σ,≤ τ ≤ m, и ĩσ ≺ ĩτ ;

φ(̃iσ ,̃iτ ),3
= det

xĩσ ,2 ζĩτ ,2
xĩσ ,3 ζĩτ ,3

 , ψ(̃iσ ,̃iτ ),3
= det

ζĩσ ,2 ζĩτ ,2
ζĩσ ,3 ζĩτ ,3

 ,

где σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0} ∪ {2 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ,≤ τ ≤ m, и ĩσ ≺ ĩτ ;

v(̃iσ ,̃iτ ),3 = xĩσ ,1xĩτ ,3 + xĩσ ,3xĩτ ,1 − xĩσ ,2xĩτ ,2 + xĩσ ,2xĩτ ,3 ,

где σ, τ ∈ {1 + 5l | l ≥ 0}, 1 ≤ σ, τ ≤ m, и ĩσ ≼ ĩτ ;

w(̃iρ ,̃iσ ,̃iτ ),3
= det


xĩρ,1 xĩσ ,1 xĩτ ,1

xĩρ,2 xĩσ ,2 xĩτ ,2

xĩρ,3 xĩσ ,3 xĩτ ,3

 ,

где ρ, σ, τ ∈ {1 + 3l | l ≥ 0} ∪ {2 + 3l | l ≥ 0}, 1 ≤ ρ, σ, τ ≤ m, и ĩρ ≺ ĩσ ≺ ĩτ ;

ϱi,3 =
∏
α∈Fp

(
xi1 +

(
α

1

)
xi2 +

(
α

2

)
xi3

)
,

где 1 ≤ i ≤ m; и

SH(f ′) =
∑
α∈Fp

m∏
i=1

(
xi,1 +

(
α

1

)
xi,2 +

(
α

2

)
zi,3

)si,1

×
(
xi,2 +

(
α

1

)
xi,3

)si,2 (
ζi,2 +

(
α

1

)
ζi,3

)σi,2

,

где 0 ≤ si,1, si,2, σi,2 ≤ p− 1. Это доказывает теорему 1.
Теперь мы переходим к доказательству следствия 1. Рассмотрим орбитальную сумму

SH(f ′0) =
∑
α∈Fp

m∏
i=1

(
xi1 +

(
α

1

)
xi2 +

(
α

2

)
xi3

)p−1

и обозначим через BH
m,3 множество однородных многочленов

xi3, xĩσ ,3, ζĩσ ,3, ωĩσ ,3
, u(̃iσ ,̃iτ ),3, φ(̃iσ ,̃iτ ),3

ψ(̃iσ ,̃iτ ),3
,

v(̃iσ ,̃iτ ),3, w(̃iρ ,̃iσ ,̃iτ ),3
, ϱi,3, SH(f ′),

образующих полную систему порождающих элементов алгебры AH
m,3. Решающим моментом

доказательства является тот факт, что многочлен SH(f ′0) неразложим относительно системы
BH

m,3, то есть SH(f ′0) не может быть представлен в виде многочлена над Fp от элементов
u ∈ BH

m,3.
Предположим, наоборот, что многочлен SH(f ′0) представим в виде многочлена от элементов

системы BH
m,3, и обозначим через π(SH(f ′0) образ многочлена SH(f ′0) при следующей специа-

лизации переменных xij :

π(xij) = 0 (i, j) = (1, 1), (i, j) = (i, 2) 2 ≤ i ≤ m,

(i, j) = (i, 3) 1 ≤ i ≤ m .
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Ясно, что
π(SH(f ′0)) = −xp−1

12 xp−1
21 · · ·xp−1

m1 . (44)

С другой стороны, в виду соотношений (18), (19), (22) мы имеем

π(x(iσ ,iτ ),1) =

{
x12xi1, если (iσ, iτ ) = (i, 1), 2 ≤ i ≤ m,

0, в противном случае,

и
π(x(iσ ,iτ ),2) = 0, π(x(iσ ,iτ ),3) = 0 при 1 ≤ iσ ≤ iτ ≤ m .

Кроме того, соотношения (18), (19) и (22) влекут равенства

π(xĩσ ,3) = 0 для всех σ ≥ 3 .

Далее, учитывая (28), (40) и вышеуказанный результат, мы находим, что

π(ζi,2) =

{
0, если i = 1

xpi1, если 2 ≤ i ≤ m,
π(ζi,3) =

{
xp12, если i = 1

0, если 2 ≤ i ≤ m,

π(ωi,3) =

{
0, если i = 1

xp
2

i1 , если 2 ≤ i ≤ m.

Кроме того, мы имеем

π(ζ(iσ ,iτ ),2) =

{
(x12xi1)

p, если (iσ, iτ ) = (i, 1), 2 ≤ i ≤ m,

0, в противном случае,

π(ζ(iσ ,iτ ),3) = 0 при 1 ≤ iσ, iτ ≤ m ,

π(ω(iσ ,iτ ),3) =

{
(x12xi1)

p2 , если (iσ, iτ ) = (i, 1), 2 ≤ i ≤ m,

0 в противном случае,

и
π(ζĩσ ,2) = 0, π(ζĩσ ,3) = 0, π(ωĩσ ,3

) = 0 для σ ≥ 3 .

Теперь мы рассмотрим многочлены π(u(̃iσ ,̃iτ ),3), π(φ(̃iσ ,̃iτ ),3
) and π(ψ(̃iσ ,̃iτ ),3

) для всевозмож-
ных (̃iσ, ĩτ ). Сначала мы заметим, что π(u(̃iσ ,̃iτ ),3) = 0 для любых (̃iσ, ĩτ ), таких что σ, τ ≥ 1,

π(φ(iσ ,iτ ),3) =

{
xp+1
12 , если (iσ, iτ ) = (1, 1)

0, в противном случае,

и π(φ(̃iσ ,̃iτ ),3
) = 0 при σ + τ ≥ 3. Аналогичным образом, мы имеем

π(ψ(iσ ,iτ ),3) =

{
(x12xi1)

p, если (iσ, iτ ) = (i, 1), 2 ≤ i ≤ m,

0, в противном случае,

π(ψ(iσ ,iτ ,iτ ),3) =

{
(x212xi1)

p если (iσ, iτ , iτ ) = (i, 1, 1), 2 ≤ i ≤ m

0, в противном случае,
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и π(ψ(̃iσ ,̃iτ ),3
) = 0 для σ + τ ≥ 4. Далее, мы имеем

π(v(iσ ,iτ ),3) =

{
x212, если iσ = iτ = 1

0, в противном случае,

а также π(v(̃iσ ,̃iτ ),3) = 0, если σ > 1 или τ > 1. Наконец, мы видим, что

π(w(̃iρ ,̃iσ ,̃iτ ),3
) = 0

для любых (̃iρ, ĩσ, ĩρ), и

π(ϱi,3) =

{
0, если i = 1

xpi1, если i > 1.

Кроме того, если
f ′ = xs1212 x

s21
21 · · ·xsm1

m1 ,

где 0 ≤ s12, s21, . . . , sm1 ≤ p− 1, является делителем монома

f ′0 = xp−1
12 xp−1

21 · · ·xp−1
m1 ,

мы имеем

π(S
(0)

H̃
(f ′)) =

{
xp−1
12 xs2121 · · ·xsm1

m1 если s12 = p− 1

0, в противном случае,

Из сказанного следует, что имеется лишь несколько элементов системы BH
m,3, а именно,

φ1,3, φ(1,1),3, ω(i,1),3, ψ(i,1),3, ψ(i,1,1),3, ϱi,3, v(1,1),3 ,

для 2 ≤ i ≤ m, и

S
(0)

H̃
(f ′) =

∑
α∈Fp

(
x11 +

(
α

1

)
x12

)p−1 m∏
i=2

(
xi1 +

(
α

1

)
xi2

)si2

,

для 0 ≤ s21, . . . , sm2 ≤ p − 1, s21 + · · · + sm2 < (m − 1)(p − 1), чьи образы при отображении π

отличны от нуля . Так как степень многочлена S(0)

H̃
(f ′0) относительно каждой из переменных

xij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ 3, не превосходит p − 1, мы видим, что орбитальная сумма S(0)

H̃
(f ′0),

рассматриваемая как многочлен от элементов системы BH
m,3, не может содержать никакого

монома, включающего в себя ζ1,3, φ(1,1),3 и

ζ13, φ(1,1),3, ω(i,1),3, ψ(i,1),3, ψ(i,1,1),3, ϱi,3, 2 ≤ i ≤ m .

Далее, равенство (44) показывает, что если m > 1, то орбитальная сумма S
(0)

H̃
(f ′0), рас-

сматриваемая снова как многочлен от элементов системы Bm,3, не может содержать никакого
монома, включающего в себя v(1,1),3 и S(0)

H̃
(f ′). Tаким образом, предполагая, что орбитальная

сумма S(0)

H̃
(f ′0) является многочленом от элементов системы BH

m,3, мы не можем получить мо-

номы xp−1
12 xp−1

21 . . . zp−1
m1 , входящие в S(0)

H̃
(f ′0). Полученное противоречие доказывает следствие

1.
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Modular Vector Invariants of Cyclic Groups

Sergey A. Stepanov

Let F be a field, V = Fx1 + · · ·+ Fxn a vector space of dimension n over F , and G ≤ GL(n, F )

a finite group acting on V via F -linear transformations of the basis elements x1, . . . , xn. Let
V ⊕m = V ⊕ · · · ⊕ V be the m-fold direct sum of the space V with diagonal action of the group
G. Then the group G naturally acts on the symmetric graded algebra Amn = F [xi1, . . . , xin | 1 ≤
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i ≤ m]. Let AG
mn denote the subalgebra of invariants of the polynomial algebra Amn with respect

to G. A classical result of Emmy Noether [8], [9] implies that in the non-modular case, that is
when the characteristic p of F does not divide |G| (in particular, when char F = 0) the ring
AG

mn is generated as F -algebra by homogeneous polynomials of degree at most |G|, no matter
how large m is. On the other hand, it was proved by D. Richman [10]–[12] that this result is
no longer hold in the modular case when the characteristic p of F divides |G|. Let p > 2 be
a prime number, F = Fp a finite field with p elements, H a cyclic group of order p acting on
a linear Fp-space V of dimension n, and AH

mn the subalgebra of invariants of the polynomial
algebra Amn = Fp[xi1, . . . , xin | 1 ≤ i ≤ m] with respect to H. In this paper we give a further
development of the orbit sum method proposed by the author in [16] and determine explicitly
a complete system of generators of the algebra AH

mn in the case when n = 3. In addition, we
find a lower degree bound for the maximal possible degree of homogeneous invariants forming a
complete system of generators of the algebra AH

mn. These results extend the corresponding results
of D. Richman [10]–[12], a result of Campbell and Hughes [1] concerning the case n = 2, and also
a more general result of the author [16] concerning the case of cyclic groups.

KEYWORDS: vector space, cyclic groups, modular vector invariants.
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