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Аннотация—В работе рассматривается проблема построения системы асинхронного мно-
жественного доступа для многопользовательского Q-частотного канала с аддитивным бе-
лым гауссовским шумом (АБГШ). Для решения этой задачи предложена схема кодирова-
ния. Основным компонентом данной схемы является недвоичный код с малой плотностью
проверок (МПП-код). Для увеличения скорости передачи в систему добавлена вложенная
модуляция. Эффективность результирующей системы множественного доступа показана
с помощью имитационного моделирования.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: множественный доступ, асинхронный, недвоичный МПП-код, вло-
женная модуляция.

1. ВВЕДЕНИЕ

В работе рассматривается проблема построения системы множественного доступа для Q-
частотного гауссовского канала с S пользователями. Нас интересует асинхронный множествен-
ный доступ (терминология из работ [1, 2]), т.е. вид множественного доступа, при котором от-
дельные пользователи могут иметь доступ к системе независимо от других пользователей и
без системной координации. Этот факт позволяет нам рассматривать других пользователей
как шум (однопользовательский прием).

В данной работе предложен метод кодирования для данного канала. Этот медод основан на
идеях из [2], в то же самое время этот метод является обобщением наших предыдущих работ
[3–5]. В этих работах рассматривался идеализированный векторный дизъюнктивный канал
(канал ИЛИ). Предполагалось, что канал является бесшумным, т.е. единственное препятствие
правильной передаче информации в системе – это активность других пользователей. В этой
работе мы используем комплексные сигналы и также добавляем аддитивный шум. Таким
образом, эта модель канала гораздо точнее отражает реальное положение вещей.

Главными компонентами нашей схемы кодирования являются коды Каутса–Синглтона [6] и
недвоичные МПП-коды [7,8]. Для увеличения скорости передачи в систему добавлена вложен-
ная модуляция. Эффективность результирующей системы множественного доступа показана
с помощью имитационного моделирования. Отметим также, что предложенная система проста
в реализации и поэтому подходит для практического применения.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

2.1. Модель канала

Обозначим число активных пользователей через S, S ≥ 2. Входами канала в некоторый мо-
мент времени τ являются комплексные векторы xi = (x(i,1), x(i,2), . . . , x(i,Q)) ∈ CQ, i = 1, . . . , S,
1 Работа выполнена при частичной поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проекты
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длины Q (число частот или подканалов), а выход канала в момент времени τ – это вектор
y = (y1, y2, . . . , yQ) ∈ CQ,

yj =

S∑
i=1

x(i,j) + ξj , j = 1, . . . , Q,

где ξj = N(0, 2σ2) – двумерный (комплексный) аддитивный белый гауссовский шум (АБГШ)
с нулевым средним и дисперсией σ2 по каждой размерности.

2.2. Коды Каутса–Синглтона

Код Каутса–Синглтона (КС-код) – это каскадный код с внешним [n, k]-кодом над полем Fq

и следующим внутренним кодом. Занумеруем элементы поля Fq следующим образом

Fq =
{
α1, α2, . . . , αq

}
.

Внутренний код ставит в соответствие каждому элементу поля αi ∈ Fq двоичный вектор длины
q с одной единицей в i-ой позиции. Позиции в векторе пронумерованы числами от 1 до q.

Пример 1. Пусть c =
[
α2, α4, α6, α1, α2, α5

]
– это слово кода Рида–Соломона RS(6, 2) над

полем F7. Слову c соответствует такое слово C КС-кода

C =



0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0


.

2.3. Ранги

Положим, дана матрица A размера m×n над действительным полем. Матрица рангов A(R)

находится следующим образом

A(R)(i, j) = |{A(k, l) : A(k, l) < A(i, j)}| , 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l ≤ n.

Обозначим операцию вычисления рангов так

A(R) = ranks (A) .

Пример 2. Пусть

A =

[
0.5 0.4 0.7
0.1 0.3 0.2

]
,

тогда

A(R) =

[
4 3 5
0 2 1

]
.

3. ПЕРЕДАЧА

Для простоты мы рассмотрим сценарий, в котором все пользователи передают информацию
базовой станции (канал “вверх” или uplink).

Мы предполагаем, что все пользователи используют один и тот же алфавит – символы поля
Fq, q < Q. Мы также предполагаем наличие символьной синхронизации и отсутствие блочной
синхронизации. Рассмотрим процесс передачи сообщения i-м пользователем.
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3.1. Каскадный код

Обозначим через CO внешний [N,K = RN ] МПП-код над полем Fq. Обозначим через CI
внутренний [n, 1]-код над тем же полем. В этой работе, дабы упростить описание, мы будем
использовать код с повторением над полем Fq в качестве внутреннего кода. Обобщение на
случай другого внутреннего кода не представляет проблем.

На первой стадии мы кодируем K информационных символов поля Fq (K log2 q бит) с
помощью каскадного кода CO3CI и получаем слово c ∈ CO3CI длины Nn (в символах поля
Fq).

3.2. КС-код

На второй стадии мы кодируем слово c ∈ CO3CI КС-кодом и получаем матрицу C размера
q ×Nn.

3.3. Вложенная модуляция

Рассмотрим фазовую манипуляцию1 (ФМн) порядка M (M -ФМн). Обозначим через CE
двоичный [NE = Nn log2M,KE = RENE] МПП-код. На третьей стадии мы кодируем KE ин-
формационных бит кодом CE и получаем кодовое слово cE ∈ CE длины Nn log2M . Далее мы
модулируем cE при помощи модулятора M -ФМн и получаем последовательность комплекс-
ных величин t длины Nn. Затем мы ставим элементы t на позиции матрицы C, где стояли
единицы. Таким образом, получается матрица Ct с комплексными значениями.

Пример 3. Добавим вложенную модуляцию (8-ФМн) к матрице C из Примера 1. Получим,
например, такую матрицу

Ct =



0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0
0 1√

(2)
(1 + i) 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −i
0 0 i 0 0 0
0 0 0 0 0 0


.

3.4. Перестановка

На последней стадии формируется матрица T

T =

[
Ct

0

]
Q×Nn

.

Передача происходит последовательно вектор за вектором. Перед передачей каждого векто-
ра в канал выполняется перестановка его элементов (новая перестановка при передаче каждого
вектора). Далее мы предполагаем, что перестановки выбираются случайно и равновероятно
из множества всех возможных Q! перестановок.

Замечание 1. Заметим, что добавление вложенной модуляции существенно увеличивает
скорость передачи (в переданных битах за одно использование канала). Без вложенной моду-
ляции скорость передачи для одного пользователя равна R log2 q, с использованием вложенной
модуляции – R log2 q +RE log2M .
1 англ. phase-shift keying, PSK
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4. ПРИЕМ

На базовой станции каждому пользователю соответствует отдельный приемник. При при-
еме сообщения от пользователя другие пользователи рассматриваются как шум (однопользо-
вательский прием). Рассмотрим процесс приема сообщения, пришедшего от i-го пользователя.
Мы предполагаем, что приемники базовой станции синхронизированы с передатчиками поль-
зователей. Это означает, что позиции Nn столбцов, соответствующих кодовому слову, пере-
данному i-м пользователем, известны на приемнике. Кроме того известны и использовавшиеся
перестановки. При приеме каждого из столбцов выполняется обратная перестановка. Таким
образом, мы получаем матрицу R размера Q×Nn. Мы берем только q первых строк матрицы
R и формируем матрицу Y размера q × Nn, “содержащую” переданную i-м пользователем
матрицу Ct.

4.1. Внутренний код

Нам необходимо декодировать N внутренних кодов CI. Без ограничения общности рассмот-
рим лишь декодирование первого внутреннего кода. Пусть матрица Y1 размера q×n состоит из
первых n столбцов матрицы Y. Нам потребуются еще две матрицы. Пусть Y

(A)
1 – это матрица

абсолютных величин элементов Y1, т.е.

Y
(A)
1 (i, j) = |Y1(i, j)| , 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ n.

Пусть
Y

(R)
1 = ranks

(
Y

(A)
1

)
.

Декодирование внутреннего кода выполняется исчерпывающим поиском (см. Алгоритм 1).
Рассмотрим два метода декодирования внутреннего кода:

– В первом случае на вход Алгоритма 1 подается матрица Y
(A)
1 (сумма модулей, sum-abs);

– Во втором случае на вход Алгоритма 1 подается матрица Y
(R)
1 (сумма рангов, sum-ranks).

Замечание 2. Отметим, что декодирование по сумме рангов также использовалось в [9] для
немного отличного сценария.

Алгоритм 1. Декодирование внутреннего кода
Вход: матрица A, длина внутреннего кода n
Выход: вектор r, содержащий величины надежности по каждому кодовому слову CI
for all 1 ≤ i ≤ |CI| do

Построить ci ∈ CI
Построить слово C КС-кода по данному ci
ω ←

∑
i,j:C(i,j)=1 A(i, j)

r(i) = ω/n
end for

4.2. Внешний код

Рассмотрим два алгоритма декодирования внешнего недвоичного МПП-кода: мажоритар-
ный алгоритм декодирования с жестким решением [10] и алгоритм Сумма-Произведение (Sum-
Product, SP) с мягким решением [8]. Абсолютно ясно, как применить мажоритарный алгоритм.
Нужно просто принять жесткое решение по каждому из внутренних кодов и подать полученное
слово на вход мажоритарного алгоритма.
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Чтобы понять, как применить алгоритм Сумма-Произведение, кратко опишем входные
и выходные данные этого алгоритма. Для более детального описания см. [8, 11–13]. Пред-
положим, в канал было послано слово x = (x1, x2, . . . , xN ) ∈ FN

q и получено слово y =
(y1, y2, . . . , yN ). Введем понятие вектора априорных логарифмических распределений.

l = (l1, l2, . . . , lN ),

где

li =(lnPr(xi = α1|yi),
ln Pr(xi = α2|yi),
. . . ,

ln Pr(xi = αq|yi)), 1 ≤ i ≤ N.

После того, как декодирование закончено, мы получаем вектор апостериорных логарифми-
ческих распределений. Чтобы применить алгоритм Сумма-Произведение, мы устанавливаем
li = ri, 1 ≤ i ≤ N , где ri – это вектор, содержащий надежности по каждому кодовому слову
i-го внутреннего кода (см. предыдущий параграф). Здесь мы использовали тот факт, что внут-
ренние коды – это коды с повторением. Из-за этого мы напрямую получили распределения по
каждому из символов внешнего кода.

4.3. Вложенная модуляция

После декодирования каскадного кода мы знаем (если декодирование прошло успешно) Nn
позиций, где передавалось слово двоичного МПП-кода, модулированное M -ФМн. Из значений
матрицы Y на этих позициях мы формируем последовательность rE длины Nn. Элементы rE
искажены аддитивным шумом и интерференцией от других пользователей.

Под коллизией мы понимаем событие, когда m > 1 пользователей передавали в одной
позиции. Коллизия имеет кратность m, если в точности m пользователей передавали в одной
позиции. Легко проверить, что вероятность коллизии в конкретной позиции можно вычислить
так

pc = 1−
(
1− 1

Q

)S−1

,

а среднее число позиций rE , искаженных из-за коллизий, P = Nnpc.
Чтобы уменьшить число ошибок, возникающих из-за коллизий, мы вводим порог (εth). Мы

стираем (это означает, что мы подаем нули на декодер (SP) двоичного МПП-кода для бит,
соответствующих стертым позициям) символы rE , если их абсолютное значение больше либо
равно εth. Мы выбираем εth так

εth = argmin
t
{(1− pc) Pr(er|no col., t) + pc Pr(er|col., t)} .

После того, как множество стертых символов определено, мы демодулируем оставшиеся
символы и подаем получившиеся логарифмические отношения правдоподобия на вход декоде-
ра двоичного МПП-кода.

Блок-схема всей системы приведена на Рис. 1.

5. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В этой секции представлены полученные численные результаты. Приведем все параметры
здесь. Пусть Q = 1024.
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Рис. 1. Блок схема

Параметры кодов. Выберем код с повторением длины n = 6 над полем F8 в качестве внут-
реннего кода, [510, 260] МПП-код над полем F8 в качестве внешнего кода (код выбран регу-
лярным, а его матрица построена с помощью алгоритма из [14] (англ. progressive egde growth
(PEG) algorithm). Для мажоритарного алгоритма число единиц в столбцах проверочной мат-
рицы выбрано равным 6, для алгоритма Сумма-Произведение – 3. Для использования с вло-
женной модуляцией выберем двоичный [9180, 4590] регулярный МПП-код с тремя единицами
в столбце. В качестве вложенной модуляции выберем 8-ФМн, таким образом M = 8.

Модель мешающих пользователей. Из-за случайных перестановок мешающие пользователи
ставят свои сигналы в столбцы передаваемой матрицы равновероятно (т.е. с вероятностью 1/Q
в каждую из позиций столбца). Мы предполагаем наличие идеального контроля мощности.
Сигналы мешающих пользователей – это комплексные числа с единичным модулем и фазой,
равномерно распределенной на отрезке [0, 2π].

Вычисление отношения сигнал/шум (SNR). Мы вычисляем отношение сигнал/шум так

SNR = −10 log10(2σ2Q log2 q), внутренний и внешний коды

SNR = −10 log10(2σ2Q log2M), вложенная модуляция

5.1. Внутренний код

Результаты для алгоритмов декодирования sum-abs и sum-ranks приведены на Рис. 2. Число
пользователей S = 100. Мы видим, что декодер sum-ranks лучше. Этот алгоритм также более
надежен в случае отсутствия контроля мощности [9]. Далее мы будем использовать только
этот алгоритм.

5.2. Внешний код

Результаты для внешнего кода показаны на Рис. 3. Сплошные линии соответствуют ал-
горитму Сумма-Произведением (SP), пунктирные – мажоритарному алгоритму. Мы видим,
что система очень надежна, хорошие результаты получаются даже для S = 200. Также от-
метим, что алгоритм SP (даже с “нечестной” мягкой информацией) работает гораздо лучше
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Рис. 2. Декодирование внутреннего кода, S = 100

Рис. 3. Декодирование внешнего кода

мажоритарного алгоритма. Получен выигрыш порядка 3− 4 дБ. Далее мы используем только
алгоритм SP.

5.3. Вложенная модуляция

И наконец, результаты для вложенной модуляции 8-ФМн показаны на Рис. 4. Мы видим,
что результаты довольно хорошие даже для S = 100.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложена схема кодирования для Q-частотного гауссовского канала с S пользователя-
ми. Основным компонентом данной схемы являются коды Каутса–Синглтона и недвоичные
МПП-коды. Для увеличения скорости передачи в систему добавлена вложенная модуляция.
Эффективность результирующей системы множественного доступа показана с помощью ими-
тационного моделирования.
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Рис. 4. Декодирование вложенной модуляции
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A Coding Technique for Q-Frequency S-User Gaussian Channel

A.A. Frolov, V.V. Zyablov

The paper addresses the problem of constructing an asynchronous multiple access system for a multi-
user Q-frequency channel with additive white gaussian noise (AWGN). To solve the problem we propose a
coding scheme for the channel. The major component of the scheme is non-binary low-density parity-check
(LDPC) code. To increase the transmission rate we introduce the embedded modulation. The efficiency of
the resulting multiple-access system is shown by simulations.

KEYWORDS: multiple access, asynchronous, nonbinary LDPC code, embedded modulation.
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