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Аннотация—Одной из задач, возникающих при построении нелинейной регрессионной мо-
дели, является правильная (в определенном смысле) инициализации её параметров. В дан-
ной работе проводится сравнение некоторых широко распространенных методов и несколь-
ких новых подходов к инициализации параметров регрессионной модели, представляющей
из себя разложение по словарю параметрических функций специального вида (сигмои-
дов). В работе предложен общий детерминированный подход к инициализации, позволив-
ший добиться повторяемости результатов, сокращения времени обучения и в некоторых
случаях повышения точности регрессии; разработаны два новых алгоритма (на основе
кусочно-линейной аппроксимации и на основе локальных особенностей аппроксимируе-
мой зависимости) в рамках предложенного подхода; разработан рандомизированный ал-
горитм инициализации для эффективной аппроксимации зависимостей высокой размерно-
сти (сферическая инициализация); усовершенствован классический метод SCAWI (за счет
расположения центров сигмоидов в точках исходной выборки), что позволило повысить
точность регрессии на специфических классах зависимостей (гладкие функции и разрыв-
ные функции со множеством особенностей в области определения) при использования для
обучения алгоритма RProp; проведено сравнение классических и новых предложенных
методов иницализации, позволившее выявить наиболее эффективные алгоритмы.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Построение суррогатных моделей является одной из актуальнейших задач современного
анализа данных [1]. Возможность быстрой и точной аппроксимации сложных нелинейных
зависимостей может заменить или существенно сократить объемы сложных и/или дорого-
стоящих инженерных экспериментов и востребована в разнообразных областях современной
прикладной науки: машиностроение, биоинформатика, анализ экономических связей и т.д. В
последнее время было разработано множество алгоритмов нелинейной регрессии [2], включая
методы на основе нейронных сетей (Artifiacial Neural Networks), кригинга (Kriging), машины
опорных векторов (Support Vector Machine), k-ближайших соседей (k-Nearest Neighbours) и
др. Эти алгоритмы оказываются достаточно эффективными на некоторых задачах, однако,
часть вопросов, связанных с построением подобных нелинейных моделей, остается открытой.
В первую очередь большинство нелинейных моделей зависят от некоторых параметров, зна-
чения которых подстраиваются в процессе так называемого “обучения”. Как показывает прак-
тика и время построения и точность аппроксимации конечной модели существенно зависят от

1 Исследование выполнено в ИППИ РАН исключительно за счет гранта Российского научного фонда (проект
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выбора начальных значений этих параметров [3]. Вторым открытым вопросом несомненно яв-
ляется сам алгоритм подстройки параметров, то есть “обучения” модели. Однако, этот вопрос
значительно лучше освещён в литературе.

Большинство работ по инициализации посвящены рандомизированным алгоритмам [4–8].
Такие алгоритмы, несмотря на явные преимущества (простота реализации и небольшие вычис-
лительные затраты), обладают существенным недостатком: качество конечной аппроксимации
и время обучения на одних и тех же данных могут значительно отличаться при разных запус-
ках алгоритма инициализации. В некоторых задачах подобное поведение алгоритма аппрок-
симации является недопустимым и требуется исключить возможность случайного появления
аппроксимации заведомо низкого качества или ограничить время обучения модели. В ряде
работ делается попытка при инициализации использовать свойства исходной выборки данных
с целью сокращения времени обучения или уменьшения вариативности конечной аппроксима-
ции. Однако, предложенные в этих работах алгоритмы либо не подходят для данных высокой
размерностей в силу больших вычислительных затрат [9], либо используют некоторые апри-
орные свойства [10], которые не известны в общем случае.

В данной работе рассматривается аппроксимация на основе разложения по словарю па-
раметрических функций специального вида (сигмоидов) [11–13]. Предложены подходы к по-
строению детерминированных алгоритмов, максимально использующих информацию, содер-
жащуюся в исходной выборке, а также приведены основные алгоритмы рандомизированной
инициализации. Проведено сравнение эффективности всех описанных алгоритмов по качеству
конечной аппроксимации и времени подстройки параметров для двух вариантов алгоритма
обучения. Основной целью исследования являлось определение влияния инициализации пара-
метров на качество конечной модели и время её обучения, и определение наиболее эффектив-
ных алгоритмов выбора начальных значений параметров.

Работа состоит из трех частей. В первой части описана общая постановка задачи постро-
ения нелинейной регрессии, а также приведено краткое описание метода аппроксимации на
основе разложения по словарю параметрических функций. Также в этой части описана задача
инициализации и приведены два основных алгоритма подстройки параметров регрессионной
модели. Во второй части приведена классификация существующих алгоритмов инициализации
с кратким их описанием и предложены три новых алгоритма:

1. Сферическая инициализация параметров;
2. Инициализация на основе кусочно-линейного приближения;
3. Инициализация на основе локальных особенностей аппроксимируемой зависимости.

Третья часть посвящена описанию и анализу результатов численных экспериментов с различ-
ными алгоритмами инициализации. Там же приведены выводы о влиянии инициализации на
качество конечной аппроксимации и время обучения модели.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ АППРОКСИМАЦИИ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАВИСИМОСТИ

Пусть задана некоторая выборка данных1

S = {(Xi, yi), i = 1, . . . , N}, Xi ∈ Rn, yi ∈ R1,

порожденная неизвестной функцией y = f(X). Необходимо построить функцию f̂(X), которая
будет близка к исходной функции f(X) в смысле некоторой нормы (обычно это среднеквад-
ратичная ошибка). В общем случае функция f(X) нелинейная.
1 Предполагается, что значения функции заданы только в конечном наборе точек из неизвестного распределе-

ния и получение значения аппроксимируемой зависимости в других точках невозможно по причине большой
стоимости проведения соответствующих экспериментов или значительных временных затрат.
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Существует множество подходов к решению поставленной задачи. Наиболее известные из
них используют [2] нейронные сети, кригинг, машины опорных векторов, метод на основе k-
ближайших соседей и др. В данной работе рассмотрен алгоритм аппроксимации нелинейных
зависимостей на основе разложения по словарю параметрических функций специального вида
(сигмоидов), описанный в следующем подразделе.

2.1. Аппроксимация нелинейной зависимости на основе разложения по словарю
параметрических функций

Мы будем рассматривать аппроксимирующие функции вида

f̂(X, W) =
p∑

j=1
Vjσ(X × WT

j + bj) + V0, Wj ∈ Rn, (1)

представляющие собой разложение по словарю параметрических функций [11] (нейронная сеть
с двумя слоями). Здесь в качестве функции σ(·) выступают функции специального вида —
сигмоиды (гиперболический тангенс). Настраиваемые параметры модели: p, V0, Vj , Wj и bj ,
(j = 1, . . . , p). Веса Vj (j = 0, . . . , p) могут быть однозначно определены по остальным пара-
метрам модели с помощью решения линейной регрессионной задачи [14].

В дальнейшем будем считать, что выборка S поделена на два множества

S = Strain ∪ Sval, (2)

где выборка Strain мощностью Ntrain используется непосредственно для обучения, а Sval мощ-
ностью Nval — для валидации (оценки среднеквадратичной ошибки).

Инициализация модели

Таким образом, в контексте рассматриваемой проблемы инициализации модели необходимо
решать сразу две задачи:

1. Подбор количества p функций для словаря;
2. Инициализация параметров этих функций. При этом порядок решения этих задач может

быть разным.

К эффективному алгоритму инициализации предъявляются следующие требования:

– Качество построенной модели. Конечная модель (после обучения) должна быть приемле-
мой в смысле величины средней ошибки аппроксимации и величины 95% квантили абсо-
лютной ошибки аппроксимации2;

– Время обучения должно быть минимальным, то есть начальные значения параметров долж-
ны быть максимально близкими к оптимальным, что сократит время, требуемое на обучение
модели (подстройку параметров);

– Повторяемость результатов. Разброс ошибки аппроксимации на данных одного и того же
происхождения должен быть минимальным.

Таким образом, необходимо построить алгоритмы инициализации, отвечающие поставленным
требованиям, и провести сравнение эффективности этих алгоритмов с уже существующими
подходами.
2 Величина максимальной ошибки не является репрезентативной из-за случайной природы, поэтому более

правильно рассматривать, например, 95% квантиль ошибки, которая является более стабильной характери-
стикой.
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Подстройка параметров

Для подстройки параметров модели (1) обычно используются два алгоритма обучения [15]:
алгоритм эластичного обратного распространения ошибки (Resilient backpropagation, RProp)
и алгоритм Левенберга-Марквардта (Levenberg-Marquardt, LM).

Алгоритм RProp в отличии от стандартного алгоритма обучения моделей типа (1) — ал-
горитма обратного распространения ошибки, использует только знаки частных производных
для подстройки параметров (весовых коэффициентов), а само обучение происходит “по эпо-
хам”, то есть коррекция весов проводится после предъявления всех примеров из обучающей
выборки. Для определения величины коррекции используется следующее правило

∆̃(t)
i =

η+∆(t)
i , ∂E(t)

∂wi

∂E(t−1)

∂wi
> 0,

η−∆(t)
i , ∂E(t)

∂wi

∂E(t−1)

∂wi
< 0,

где 0 < η− < 1 < η+, E = 1
2
∑N

k=1

(
yk − f̂ (Xk, W)

)2
— среднеквадратичная ошибка аппрокси-

мации.
Для вычисления значения коррекции весов используется правило

∆wi(t) =


−∆̃i,

∂E(t)

∂wi
> 0,

+∆̃i,
∂E(t)

∂wi
< 0,

0, ∂E(t)

∂wi
= 0.

Затем веса подстраиваются согласно формуле wi(t + 1) = wi(t) + ∆i(t).
Алгоритм LM основан на следующей идее: чтобы минимизировать ошибку аппроксимации

E, нужно найти такие параметры модели, при которых производные ∂E
∂wi

были бы минималь-
ными. Рассмотрим линейную аппроксимацию функции f(X, W) вблизи точки W(t), соответ-
ствующей значениям параметров модели на t-ой итерации алгоритма LM

f̃(X, W) = f(X, W(t)) +
∑

i

(wi − wi(t))
∂f(X, W(t))

∂wi
. (3)

Обозначим J =
{

∂f(X,W(t))
∂W

} ∣∣
W=W(t) – якобиан функции f(X, W), ∆wi = wi − wi(t). Под-

ставляя выражение (3) в формулу для подсчета ошибки аппроксимации и дифференцируя по
∆w, получаем систему

JT J∆w = JT (Y − f(X, W)).

Данная система линейных уравнений может быть разрешена относительно величины ∆w,
которая затем используется для адаптации вектора параметров в ходе процесса обучения ре-
грессионной модели.

3. ПОДХОДЫ К ИНИЦИАЛИЗАЦИИ НЕЛИНЕЙНЫХ РЕГРЕССИОННЫХ МОДЕЛЕЙ

В данной работе в рамках решения поставленной задачи рассмотрены два принципиально
разных подхода:

– Рандомизированные методы инициализации, широко используемые в подобных задачах [4,
16–18], предполагают случайную инициализацию параметров модели из некоторого распре-
деления;

– Детерминированные методы инициализации, учитывающие характерные особенности ап-
проксимируемой выборки, являются более предпочтительными в смысле повторяемости
результатов.
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Рандомизированные алгоритмы имеют следующие преимущества: простота реализации и незна-
чительные вычислительные затраты. Благодаря этому они получили широкое распростране-
ние [16]. Однако, если при использовании рандомизированной инициализации качество ко-
нечной модели и время, затраченное на обучение, оказываются приемлемыми, то получение
повторяемости результатов даже на одних и тех же данных не представляется возможным3.

3.1. Рандомизированная инициализация параметров

Широкое распространение для инициализации моделей типа (1) получили алгоритмы ран-
домизированной инициализации. В этом разделе будут рассмотрены некоторые наиболее из-
вестные из них.

Инициализация Нгуена-Видроу

Самым распространенным способом инициализации нелинейных моделей типа (1) явля-
ется рандомизированный алгоритм NW, предложенный Нгуеном и Видроу [17]. Параметрам
Wj и bj присваиваются начальные значения так, чтобы активные области соответствующих
сигмоидов были распределены примерно равномерно в пространстве регрессоров [18]. Таким
образом каждый элемент матрицы параметров W инициализируется числом из равномерного
распределения4:

Wj ∼ U [−I, I]n, (4)

где I = p
1

Ntrain . Компоненты вектора b также выбираются из равномерного распределения
U [−I, I].

Инициализация Драго и Риделла

Подход к инициализации параметров модели, используемый Драго и Риделла5 [4], напоми-
нает алгоритм NW, но с другой границей значений:

Wj ∼ U [−I, I]n, (5)

где I = 1.3√
1+Nν2 , ν2 — среднее значение квадратов входных переменных:

ν2 = 1
n N

N∑
i=1

n∑
j=1

x2
ij .

Такая инициализация позволяет гарантировать, что значения аргументов сигмоидов будут
находится в области ненасыщения сигмоида, при этом оказываясь значительно отличными от
нуля. Компоненты вектора b выбираются аналогично предыдущему методу из равномерного
распределения.

Сферическая инициализация

Для многомерных пространств покомпонентная случайная генерация векторов параметров
Wj приводит к их кластеризации, тем самым порождая кластеризацию направлений сигмои-
дов. Существуют теоретические результаты [19], согласно которым наилучшая аппроксимация
получается в случае равномерного распределения направлений по сфере.
3 Как показали численные эксперименты, средняя ошибка аппроксимации на одних и тех же данных может

отличаться на несколько порядков для одинаковых моделей с разными начальными параметрами.
4 Здесь и далее будем считать, что в ходе предварительной обработки данных пространство регрессоров огра-

ничено гиперкубом [−1, 1]n.
5 Алгоритм также известен под названием SCAWI (Statistically Controlled Activation Weight Initialization).
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Представим параметры модели (1) в виде Wj = RjSj , где Sj — случайный вектор, рас-
положенный на единичной сфере, а Rj — некоторый радиус. Предлагается использовать сле-
дующую схему сферической инициализации параметров модели. На первом этапе получаем
значения углов ϕk (k = 1, . . . , n − 1) из случайного равномерного распределения U [−π, π]n−1

(используя для этого равномерное заполнение пространства с помощью оптимизированных
латинских гиперкубов), а затем переходим в декартовы координаты:

wj,1 = R cos(ϕ1),
wj,2 = R sin(ϕ1) cos(ϕ2),

. . .
wj,n−1 = R sin(ϕ1) · . . . · sin(ϕn−2) cos(ϕn−1),
wj,n = R sin(ϕ1) · . . . · sin(ϕn−2) sin(ϕn−1).

Радиус по аналогии с алгоритмом SCAWI предлагается выбирать равным R = 1.3√
1+Nν2 . Векто-

ра, полученные таким образом, оказываются распределенными более равномерно в многомер-
ных пространствах. Компоненты вектора b выбираются аналогично методу Нгуена-Видроу из
равномерного распределения.

Подбор числа сигмоидов

Приведенные алгоритмы не позволяют ответить на вопрос, сколько сигмоидов p необходимо
для построения аппроксимации. Предлагается два варианта решения этой проблемы:

– подбор числа сигмоидов по сетке (по минимальной ошибке на валидационном множестве
(2));

– жадный отбор сигмоидов [20] по критерию минимальной ошибки (до тех пор пока ошиб-
ка аппроксимации на валидационном множестве не начнет возрастать) или по критерию
наибольшей корреляции.

Один из возможных методов подобного рода описан в общем виде в алгоритме 1.

Алгоритм 1. Жадный отбор регрессоров

Цель: Аппроксимировать решение задачи minx ∥x∥0 при условии Ax = d.
Параметры: Заданы матрица A, вектор d и начальный порог ошибки ϵ0.
Инициализация: Присвоить k = 0 и задать

– начальное решение x0 = 0,
– начальные остатки r0 = d − Ax0 = d,
– начальный носитель решения S0 = supp{x0} = ∅.

Главная итерация: Увеличить k на 1 и выполнить следующие шаги:
– Вычислить ошибки ϵ(j) = minzj ∥ajzj −rk−1∥2

2 для всех j, используя оптимальный выбор
параметра z∗

j = aT
j rk−1/∥aj∥2

2.
– Найти j0: ∀j /∈ Sk−1, ϵ(j0) ≤ ϵ(j) и обновить Sk = Sk−1 ∪ {j0}.
– Вычислить xk = arg min ∥Ax − d∥2

2 при условии supp{x} = Sk.
– Вычислить rk = d − Axk.
– Если ∥rk∥2

2 < ϵ0, остановить алгоритм. В противном случае перейти к следующей итера-
ции.

Выход: Решение xk, полученное после k-ой итерации.

При использовании алгоритма 1 роль вектора d играют значения yi, роль вектора x – значения
Vj , а матрица A формируется из значений сигмоидов на точках обучающей выборки.
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Выбор начального положения центров сигмоидов

Во всех описанных ранее алгоритмах центры сигмоидов выбираются случайно (из-за слу-
чайности выбора вектора b). Однако в силу того, что аппроксимируемая функция задана в
ограниченном числе точек, разумно предположить, что мы сможем построить эффективное
приближение функции только вблизи этих точек. Ничего неизвестно о поведении искомой
функции в областях, где не заданы точки выборки, поэтому правильно было бы располагать
активные области сигмоидов рядом с точками выборки. Таким образом, предлагается ставить
начальные центры сигмоидов так, чтобы линия нулевого значения проходила через точки вы-
борки. Это легко сделать, если переписать функцию активации в следующем виде:

σ(XWT
j + bj) = σ((X − X0)WT

j ), (6)

где bj = X0WT
j , а X0 – некоторая точка выборки.

3.2. Детерминированная инициализация параметров

Рандомизированные алгоритмы инициализации имеют существенный недостаток: качество
и время обучения могут существенно отличаться для двух разных запусков на одних и тех же
данных. В этом разделе приведено описание разработанных детерминированных алгоритмов
инициализации, позволяющих решить эту проблему.

Детерминированная инициализация на основе латинских гиперкубов

Самый простой способ перехода к детерминированный инициализации — замена случай-
ного равномерного распределения в рандомизированных алгоритмах на некоторое фиксиро-
ванное равномерное разбиение пространства, например, латинские гиперкубы [21]. Такой под-
ход рождает сразу три детерминированных алгоритма: для инициализации Нгуена-Видроу,
Драго-Риделла и сферической инициализации. Однако единственное отличие этих методов от
рандомизированных состоит в том, что они дают одинаковые результаты на одних и тех же
данных. Поэтому будем считать их псевдодетерминированными в отличии от описанных ниже
алгоритмов, которые при инициализации используют информацию, заложенную в исходных
данных.

Инициализация на основе кусочно-линейной аппроксимации

Более сложный подход предполагает построение начальной аппроксимации заданной вы-
борки с помощью кусочно-линейных сигмоидов вида6:

σh(X̃, W+, W−, Wlin) =


W+, X̃WT

lin > W+,

X̃WT
lin, X̃WT

lin ∈ [W−, W+],
W−, X̃WT

lin < W−.

(7)

Для этого минимизируется ошибка аппроксимации [22]

E = 1
2

N∑
i=1

(
yi − σh

(
X̃i, W+, W−, Wlin

))2
.

6 X̃ = [1 X] – расширенный вектор признаков

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 15 № 3 2015



286 БУРНАЕВ, ЕРОФЕЕВ

Выражение для ошибки может быть разбито на три части за счет разбиения обучающего
множества на три подмножества:

E = 1
2
∑

i∈S−

(yi − W−)2 + 1
2
∑

i∈S+

(yi − W+)2 + 1
2
∑

i∈Slin

(
yi − X̃WT

lin

)2
,

где S− = {(Xi, yi) ∈ S : X̃WT
lin < W−}, аналогичным образом определяются S+ и Slin.

При дальнейшем упрощении полученного выражения получаем задачу квадратичного про-
граммирования:

min 1
2

WT RλW − WT r при условии AW ≤ 0, (8)

Rλ =


∑

i∈Slin
X̃iX̃T

i 0 0
0 N+ 0
0 0 N−

 ; r =


∑

i∈Slin
X̃iyi

s+
y

s−
y

 ; W =

Wlin

W+
W−

 ,

где N+ – число точек выборки в области S+, N− – число точек в области S−, s+
y =

∑
S+ yi,

s−
y =

∑
S− yi, матрица

A =


A+
Al+
Al−
A−


задает ограничения, а ее строки A+, Al+, Al−, A− выглядят соответственно следующим обра-
зом:

AT
+ = [−X̃T

i 1 0], Xi ∈ S+,

AT
l+ = [X̃T

i − 1 0], Xi ∈ Slin,

AT
l− = [−X̃T

i 0 1], Xi ∈ Slin,

AT
− = [X̃T

i 0 − 1], Xi ∈ S−.

Решая задачу (8) (см. [22]) мы получаем один кусочно-линейный сигмоид вида (7), прибли-
жающий заданную выборку. Повторяя последовательно эту операцию применительно к остат-
кам, полученным на каждом предыдущем шаге, мы получаем кусочно-линейную аппрокси-
мацию начальной выборки. Затем необходимо выполнить переход к непрерывным сигмоидам.
Предлагается осуществлять этот переход так, чтобы производные кусочно-линейного и непре-
рывного сигмоидов в нуле совпадали. Формальное описание метода приведено в алгоритме
2.

Алгоритм 2. Инициализация на основе кусочно-линейного приближения

Вход: выборка S = {(Xi, yi)}N
i=1, число сигмоидов p.

Выход: матрица параметров W и вектор b.
Шаг 1. Кусочно-линейная аппроксимация:

– инициализируем остатки R = [y1, . . . , yN ]T ;
– выполняем k-ю итерацию

• решая задачу (8) для приближения текущих остатков R, получаем значения пара-
метров W(j)

lin, W
(j)
+ и W

(j)
− ;

• вычисляем новые остатки

R = R − [σh(X1, W
(j)
+ , W

(j)
− , W(j)

lin), . . . , σh(XN , W
(j)
+ , W

(j)
− , W(j)

lin)]T ;
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• вычисляем норму полученных остатков Rk = ∥R∥2

– итерируем пока (норма Rk не станет увеличиваться 5 раз подряд) и (k < p)
Шаг 2. Переход к непрерывным сгмоидам:

– для каждого кусочно линейного сигмоида определяем: Wj = [W(j)
2,lin, . . . W(j)

n+1,lin], α =
1
2 (W+ − W−), β = 1

2 (W+ − W−), bj =
(
W(j)

1,lin − β
)

/α;
– составляем матрицу параметров W = [WT

1 , . . . , WT
k ]T .

Инициализация на основе локальных особенностей исходных данных

В основе этого алгоритма лежит идея о том, что исходно сигмоиды необходимо располагать
в тех областях, где аппроксимируемая функция имеет локальные особенности.

Алгоритм состоит из двух основных частей.

– Локальная аппроксимация. На этом шаге для каждой точки Xi ∈ Strain исходной обуча-
ющей выборки (2) строится локальная аппроксимация с помощью одного сигмоида. Для
этого формируется матрица весов P = [pjk]Nj,k=1

pjk =


exp
(

−
∑n

m=1
(xkm−xjm)2

h2
m

)
∑N

l=1 exp
(

−
∑n

m=1
(xkm−xlm)2

h2
m

) , j ̸= k

0, j = k,

(9)

где hm — ширина ядра, которая может быть оценена по классической формуле Боумана-
Аззалини [23]:

hm = sm

{ 4
(n + 2) · N

} 1
n+4

, (10)

в которой sm — оценка стандартного отклонения по m-ой компоненте входных векторов
обучающей выборки. Затем решается задача линейной аппроксимации:

min
Wi

N∑
j=1

p2
ji

∥∥∥∥σ−1
(

yj

Vi

)
− (Xj−Xi)WT

i

∥∥∥∥2

2
, (11)

где значение Vi подбирается по равномерной сетке. Таким образом, в каждую точку обуча-
ющей выборки ставится свой сигмоид, описывающий локальные особенности аппроксими-
руемой функции вблизи этой точки.

– Отбор сигмоидов. После того, как построены все сигмоиды, из них необходимо выбрать
наиболее коррелированные с заданными целевыми переменными. Если задан параметр p, то
путем жадного набора, предложенного в разделе 3.1, формируется словарь из p сигмоидов.
Если этот параметр не задан, то подбирается оптимальное (по ошибке на валидационном
множестве) число сигмоидов для начальной аппроксимации.

Формальное описание метода приведено в алгоритме 3. Предложенный алгоритм имеет недо-
статки. При построении очередного сигмоида не учитываются уже существующие в словаре.
Также, как показали опыты, качество конечной аппроксимации существенно зависит от ши-
рины ядра hm (см. рис. 1): небольшие изменения ширины ядра hm могут привести к значи-
тельному изменению качества аппроксимации.

Алгоритм 3. Инициализация на основе локальных особенностей аппроксимируемой зависи-
мости
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Вход: выборка S = {(Xi, yi)}N
i=1, число сигмоидов p (опционально).

Выход: матрица параметров W и вектор b.
Шаг 1. Локальная аппроксимация:

– задается ширина ядра hm в соответствии с (10);
– строится матрица весов P (9) и для каждой точки выборки Xi решается задача (11);
– в итоге получаем словарь из N сигмоидов с параметрами Wi и bi = −XiWT

i , i = 1, . . . , N ;
Шаг 2. Отбор сигмоидов:

– осуществляется жадный набор сигмоидов из множества сигмоидов, полученных на пер-
вом шаге в соответствии с алгоритмом, описанным в разделе 3.1;

– из отобранных сигмоидов составляется матрица параметров W и вектор b.

Рис. 1. Зависимость качества конечной аппроксимации от ширины ядра для алгоритма инициализации
на основе локальных особенностей функции (алгоритм обучения RProp).

4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Для сравнения эффективности методов, описанных в предыдущих разделах, были прове-
дены численные эксперименты на искусственных данных. Алгоритмы инициализации обозна-
чены следующим образом:

– NWWI – алгоритм Нгуена-Видроу;
– SCAWI(1) – модифицированный алгоритм Драго-Риделла с расстановкой центров сигмои-

дов в точках выборки (см. раздел 3.1);
– SCAWI(2) – оригинальный алгоритм Драго Риделла;
– SWI – сферическая инициализация весов (см. раздел 3.1);
– PLWI – инициализация на основе приближения кусочно-линейными сигмоидами (см. раздел

3.2);
– LFWI – инициализация на основе локальных особенностей аппроксимируемой зависимости

(см. раздел 3.2).
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4.1. Постановка экспериментов

Для сравнения выбранных моделей были использованы данные, сгенерированные с помо-
щью стандартных искусственных функций. В двумерном случае (xi ∈ [−1, 1], i = 1, 2) исполь-
зовались следующие функции:

f1(x1, x2) =
sin2

(∑2
i=1 (xi + 0.6)2 − 0.3

)
tanh

[∑2
i=1 ((xi + 0.6) 2 − 0.3)2 + 0.4

] ;

f2(x1, x2) = x1 + x2
1 + 4

(
x2

1 + x2
2
) ;

f3(x1, x2) =
2∑

i=1
xi + 1 ·

( 2∑
i=1

x2
i < 0.25

)
− 2 ·

( 2∑
i=1

(xi − 0.7)2 < 1
)

;

f4(x1,x2) = ((6x1)2 + 6x2 − 11)2 + (6x1 + (6x2)2 − 7)2;

f5(x1, x2) = exp
[
−10

(
x1
2

+ 1
4

)2
+
(

x2
2

+ 1
4

)2
]

+ 2 exp
[
−20

(
x1
2

− 1
4

)2
+
(

x2
2

)]
;

f6(x1,x2) =
(

x2 − 5.1x2
1

4π2 + 5x1
π

− 6
)2

+ 10
(

1 − 1
8π

)
cos (x1) + 10;

f7(x1,x2) = 2 + 0.01
(
x2 − x2

1

)2
+ (1 − x1)2 + 2 (2 − x2)2 + 7 sin (0.5x1) sin (0.7x1x2) ;

f8(x1,x2) = sin (x1) sin
(
x2

1/π
)

+ sin (x2) sin
(
2x2

2/π
)

;

f9(x1,x2) =
(
sin (x1) sin

(
x2

1/π
)

+ sin (x2) sin
(
2x2

2/π
))2

;

f10(x1,x2) = 100
(
x2 − x2

1

)2
+ (1 − x1)2 ;

f11(x1,x2) = x2
1 + 2x2

2;
f12(x1,x2) = 20 + (x1 − 10 cos (2πx1)) + (x2 − 10 cos (2πx2)) ;

f13(x1,x2) = x1 sin
(√

|x1|
)

− x2 sin
(√

|x2|
)

;

f14(x1,x2) =
(
x2

1 + x2 − 11
)2

+
(
x1 + x2

2 − 7
)2

;

f15(x1,x2) = min(x2
1 + x2

2, 2x2
1, 2).

Эксперименты проводились следующим образом. Для каждой функции генерировалось 10
выборок, состоящих из 300 случайных точек в диапазоне [−1, 1] × [−1, 1]. Каждый рандоми-
зированный алгоритм инициализации запускался 10 раз на каждой выборке.

Для тестирования алгоритмов инициализации для аппроксимации зависимостей высокой
размерности n ≫ 1 были использованы следующие функции:

ϕ1(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

(
100

(
x2

i − xj
)2 + (1 − xj)2

)2

4000
− cos

(
100

(
x2

i − xj

)2
+ (1 − xj)2

)
+ 1;

ϕ2(x1, . . . , xn) =
n−1∑
i=1

(
e0.2

√
x2

i + x2
i+1 + 3 (cos (2xi) + sin (2xi+1))

)
;

ϕ3(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1
ix2

i .
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В этом случае каждый рандомизированный алгоритм инициализации запускался 20 раз на
каждой выборке.

4.2. Результаты

В качестве индикаторов эффективности конечной аппроксимации были выбраны четыре
ошибки: средняя абсолютная ошибка, среднеквадратичная ошибка, 95% квантиль и 99% кван-
тиль абсолютной ошибки. В качестве показателя скорости обучения было выбрано число ите-
раций в алгоритме обучения после инициализации.

Нас интересует сравнение работы алгоритмов в среднем. Поэтому для каждого алгоритма
были взяты медианы всех четырех ошибок по всем запускам для каждой функции. Конеч-
ным индикатором эффективности алгоритма будем считать десятичный логарифм отношения
соответствующих медиан ошибок к медианам ошибок эталонного алгоритма7. Аналогично с
показателями скорости обучения. Эталонным будем считать алгоритм, предложенный Нгу-
еном и Видроу (NWWI) в силу того, что этот алгоритм наиболее часто используется при
построении нелинейных моделей вида (1).

Результаты для двумерных функций приведены в таблицах 1-8, для многомерных — в таб-
лице 9.

В первую очередь нужно отметить, что алгоритмы псевдодетерминированной инициали-
зации по точности конечной аппроксимации и по времени обучения модели практически не
отличаются от соответствующих рандомизированных алгоритмов.

Рассмотрим результаты, полученные после обучения алгоритмом RProp (см. раздел 2.1).
Алгоритмы детерминированной инициализации оказались неэффективными в этом случае (см.
таблицы 1-4). При этом время обучения при использовании детерминированных алгоритмов
существенно сократилось по сравнению со временем обучения при использовании рандомизи-
рованных алгоритмов. Также важно отметить, что усовершенствованный алгоритм SCAWI с
расстановкой центров сигмоидов в точках выборки позволил получить небольшое, но стабиль-
ное улучшение качества аппроксимации по сравнению с оригинальным алгоритмом.

Теперь обратимся к результатам, полученным при обучении модели с помощью алгорит-
ма LM (см. раздел 2.1). Качество модели при использовании детерминированных алгоритмов
инициализации и обучения с помощью алгоритма LM во всех тестах оказалось не хуже, чем
при рандомизированном подходе, а в подавляющем большинстве существенно лучше. Важно
отметить, что квантили абсолютных ошибок и разброс значений ошибок заметно уменьшился
при использовании детерминированных алгоритмов инициализации по сравнению с рандо-
мизированными. При этом при использовании детерминированных алгоритмов значительно
сокращается число итераций, необходимое для подстройки параметров.

Второй блок результатов относится к данным высокой размерности n ≫ 1 (см. таблицу 9).
Здесь следует отметить, что на рассмотренных многомерных искуственных функциях ошибки
аппроксимации в среднем и максимальные ошибки при использовании предложенной в работе
сферической инициализации оказались существенно ниже, чем при стандартных методах ини-
циализации Нгуена Видроу (NWWI) и Драго-Риделла (SCAWI). Этот результат полностью
соответствует изначальной идее сферической инициализации.

7 Таким образом, если это значение близко к 0, то данная инициализация не отличается от эталонной, по данной
характеристике; если значение имеет порядок 1, то данная инициализация имеет ошибку аппроксимации (или
время обучения), которая на порядок больше, чем при эталонной инициализации; если значение близко к
−1, то инициализация имеет ошибку аппроксимации (или время обучения), которая на порядок меньше, чем
при эталонной инициализации.
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4.3. Анализ полученных результатов

Алгоритм обучения Левенберга-Маквардта (LM) является более робастным, чем алгоритм
RProp – небольшое изменение в начальных параметрах не вызывает сильных отклонений в
конечной аппроксимации. Это объясняет полученные результаты. И, хотя для рандомизиро-
ванных алгоритмов инициализации конечная аппроксимация при обучении с помощью LM
оказалась хуже, чем при обучении с помощью RProp, результат работы LM при использо-
вании детерминированных алгоритмов по качеству аппроксимации не уступает результатам
работы RProp при использовании рандомизированных алгоритмов. Этот результат позволяет
рекомендовать использование на небольших размерностях данных комбинацию детерминиро-
ванной инициализации и алгоритма обучения модели LM. Такой подход приведет к повто-
ряемости результатов на одних и тех же данных, сокращению времени обучения модели и
меньшему разбросу в результатах для данных одной природы. Однако методы детерминиро-
ванной инициализации не подходят для случая данных высокой размерности в силу быстрого
роста вычислительных затрат при увеличении размерности.

Алгоритм сферической инициализации оказался эффективным на больших размерностях,
что подтверждает теоретические выводы, сделанные в [19]. Поэтому на данных больших раз-
мерностей рекомендуется использовать именно этот алгоритм иницализации.

Таблица 1. Логарифмы отношения медиан абсолютных ошибок аппроксимации к соотвествующим ошиб-
кам эталонной аппроксимации Нгуена-Видроу (алгоритм обучения RProp).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе был проведен анализ влияния выбора алгоритма инициализации парамет-
ров на время обучения и качество конечной аппроксимации нелинейной регрессионной модели
на основе разложения по словарю параметрических функций специального вида.

В первую очередь было выявлено заметное влияние инициализации на качество конечной
аппроксимации. Было определено, что на рассмотренных классах функций (гладких и разрыв-
ных) выбор алгоритма инициализации зависит от выбора алгоритма последующей подстройки
параметров (обучения модели). В случае обучения модели с помощью алгоритма RProp пред-
почтительным является алгоритм инциализации SCAWI с начальными центрами сигмоидов,
находящимися в точках выборки. В случае обучения с помощью LM — детерминированные
алгоритмы, основанные на кусочно-линейной аппроксимации или локальных особенностях ис-
следуемой зависимости.
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Таблица 2. Логарифмы отношения медиан среднеквадртичных ошибок аппроксимации к соотвествую-
щим ошибкам эталонной аппроксимации Нгуена-Видроу (алгоритм обучения RProp).

Таблица 3. Логарифмы отношения медиан 95% квантилей абсолютных ошибок аппроксимации к соот-
вествующим ошибкам эталонной аппроксимации Нгуена-Видроу (алгоритм обучения RProp).

Таблица 4. Логарифмы отношения медиан 99% квантилей абсолютных ошибок аппроксимации к соот-
вествующим ошибкам эталонной аппроксимации Нгуена-Видроу (алгоритм обучения RProp).
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Таблица 5. Логарифмы отношения медиан абсолютных ошибок аппроксимации к соотвествующим ошиб-
кам эталонной аппроксимации Нгуена-Видроу (алгоритм обучения LM).

Таблица 6. Логарифмы отношения медиан среднеквадртичных ошибок аппроксимации к соотвествую-
щим ошибкам эталонной аппроксимации Нгуена-Видроу (алгоритм обучения LM).

Таблица 7. Логарифмы отношения медиан 95% квантилей абсолютных ошибок аппроксимации к соот-
вествующим ошибкам эталонной аппроксимации Нгуена-Видроу (алгоритм обучения LM).
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Таблица 8. Логарифмы отношения медиан 99% квантилей абсолютных ошибок аппроксимации к соот-
вествующим ошибкам эталонной аппроксимации Нгуена-Видроу (алгоритм обучения LM).

Таблица 9. Логарифмы ошибок аппроксимации по отношению к эталонному алгоритму Нгуена-Видроу
(NWWI) для многомерных функций.

Функция ϕ1 ϕ2 ϕ3

Размерность 6 5 6
Мощность выборки 1000 160 160

Логарифмы отношения абсолютных ошибок
SCAWI(2) 0,096 -0,693 -0,098

SWI -0,285 -0,994 -0,146
Логарифмы отношения среднеквадратичных ошибок
SCAWI(2) 0,087 -0,660 -0,104

SWI -0,284 -0,989 -0,154
Логарифмы отношения 95% квантилей абсолютных ошибок

SCAWI(2) 0,077 -0,652 -0,103
SWI -0,288 -1,012 -0,159

Логарифмы отношения 99% квантилей абсолютных ошибок
SCAWI(2) 0,051 -0,600 -0,108

SWI -0,291 -0,965 -0,154
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Основные результаты работы:

1. Предложен общий детерминированный подход к инициализации моделей вида (1), позволя-
ющий добиваться повторяемости результатов, сокращения времени обучения и в некоторых
случаях повышения качества конечной аппроксимации;

2. Разработаны два новых алгоритма (на основе кусочно-линейной аппроксимации и на основе
локальных особенностей аппроксимируемой зависимости) в рамках предложенного подхода;

3. Разработан рандомизированный алгоритм инициализации для эффективной аппроксима-
ции зависимостей высокой размерности (сферическая инициализация);

4. Разработано усовершенствование классического метода SCAWI (за счет расположения цен-
тров сигмоидов в точках исходной выборки), позволившее повысить качество конечной
апроксимации специфических классов зависимостей (гладкие функции и разрывные функ-
ции со множеством особенностей в области определения) при использования для обучения
модели алгоритма RProp;

5. Проведено сравнение классических и новых предложенных методов иницализации, позво-
лившее выявить наиболее эффективные алгоритмы.
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INFLUENCE OF INITIALIZATION ON LEARNING TIME AND ACCURACY OF
NONLINEAR REGRESSION MODEL

Burnaev E.V., Erofeev P.D.

Institute for Information Transmission Problems,
Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

In order to construct a nonlinear regression model we have to accurately (in some sense) initialize pa-
rameters of the model. In this work we performed comparison of several widely used methods and several
newly developed approached for initialization of parameters of a regression model, represented as a decom-
position in a linear dictionary of some parametric functions (sigmoids). We proposed a general deterministic
approach for initialization, providing repeatability of results, reduction of a learning time and in some cases
increase of a regression model accuracy; we developed two new algorithms (based on a piecewise-linear ap-
proximation and based on local properties of approximable dependency) in the framework of the proposed
approach; we developed randomized initialization algorithm (spherical initialization) for effective approxima-
tion of high-dimensional dependencies; we improved the classical initialization method SCAWI (by locating
centers of sigmoids in sample points), providing a regression model accuracy improvement on specific classes
of dependencies (smooth functions and discontinuous functions with a number of local peculiarities in an
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input domain) when using RProp algorithm for learning; we performed comparison of classical and newly
proposed initialization methods and highlighted the most efficient ones.

KEYWORDS: nonlinear regression, neural networks, parameters initialization, SCAWI algo-
rithm, RProp algorithm, Levenberg-Marquardt algorithm, backpropagation algorithm.
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