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Аннотация—В работе рассматривается задача построения суррогатной модели в случае
наличия данных низкой и высокой точности. Данные низкой точности могут быть получе-
ны, например, в результате проведения компьютерного моделирования, а данные высокой
точности – в результаты проведения экспериментов в аэродинамической трубе. Для мо-
делирования разноточных данных удобной оказывается модель регрессии на основе гаус-
совских процессов, с помощью которой можно эффективно восстанавливать нелинейные
зависимости и оценивать точность прогноза зависимости в заданной точке. Однако, для
выборок с размерами больше нескольких тысяч точек непосредственное применение ре-
грессии на основе гауссовских процессов становится невозможным из-за высокой вычисли-
тельной сложности алгоритма. В данной работе предложены алгоритмы, которые позволя-
ют обрабатывать выборки разноточных данных с помощью аппарата регрессии на основе
гауссовских процессов даже в случае выборок большого размера. Приводятся примеры
применения разработанных алгоритмов для решения задач суррогатного моделирования
сложных инженерных конструкций.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В инженерной практике весьма часто возникает задача консолидации разноточных данных:
нужно построить регрессионную моделей в случае, если помимо выборки значений точной
функции задана вторая выборка бо́льшего размера, содержащая значения грубой функции
(некоторого приближения точной функции) [1].

Например, точная функция – значения подъемной силы крыла самолета, измеренные в
аэродинамической трубе, а грубая функция – значения подъемной силы крыла самолета, по-
лученные с помощью численного моделирования. Эксперименты в аэродинамической трубе
позволяют получать точные значения подъемной силы, но при этом затратны по времени и
ресурсам в отличии от виртуальных экспериментов, проводимых на основе компьтерного мо-
делирования. Таким образом, если мы строим регрессионную модель зависимости подъемной
силы крыла самолета от геометрических параметров крыла, мы вынуждены работать с неболь-
шой выборкой данных, полученной с помощью аэродинамической трубы, и большой выборкой
данных, полученной с помощью менее точного численного моделирования.
1 Исследование выполнено в ИППИ РАН исключительно за счет гранта Российского научного фонда (проект

№ 14-50-00150)
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Для моделирования разноточных данных удобной оказывается модель регрессии на основе
гауссовских процессов [1–3], с помощью которой можно эффективно восстанавливать нелиней-
ные зависимости и оценивать точность прогноза зависимости в заданной точке [4–6].

Размер выборки, которая может использоваться для построения суррогатной модели с ис-
пользованием регрессии на основе гауссовских процессов, ограничен несколькими тысячами
точек, так как в процессе оценки параметров регрессии необходимо обращать матрицу кова-
риаций точек выборки [7]. Поэтому если имеется выборка данных только одной точности, но
большого размера, то для построения регрессии на основе гауссовских процессов используют
специальную аппроксимацию исходной ковариационной матрицы [7–9] (аппроксимация Ни-
стрема [10]) на основе некоторого подмножества базовых точек, которая позволяет существен-
но сократить сложность вычислений. Однако для построения регрессии на основе гауссовских
процессов по разноточным данным до настоящего времени не было предложено способа работы
с выборками размера больше нескольких тысяч точек. В то же время, для разноточных дан-
ных выборки большого размера встречаются чаще, поскольку “стоимость” вычисления одного
значения грубой функции обычно значительно ниже “стоимости” вычисления одного значе-
ния точной функции [4], и по этой причине выборка данных низкой точности может иметь
большой размер.

В данной работе рассматривается подход, позволяющий применять регрессию на основе
гауссовских процессов для разноточных данных в случае выборок большого размера. Основ-
ная идея подхода заключается в использовании подвыборки исходной выборки точек для ап-
проксимации ковариационной матрицы выборки [9]. В работе получены: оценки апостериор-
ного среднего регрессии, которое используется в качестве прогноза значения точной функции,
и апостериорной дисперсии регрессии, которая используется для оценки неопределенности
прогноза значения точной функции; оценки вычислительной сложности предложенного алго-
ритма.

Работа содержит следующие разделы: в разделе 2 описывается регрессия на основе гаус-
совских процессов; в разделе 3 показано, как использовать регрессию на основе гауссовских
процессов для моделирования разноточных данных; в разделе 4 описан предложенный алго-
ритм для построения суррогатной модели на основе разноточных данных в случае выборок
большого размера; раздел 5 содержит результаты экспериментов на искусственных и реальных
данных; выводы представлены в разделе 6.

2. РЕГРЕССИЯ НА ОСНОВЕ ГАУССОВСКИХ ПРОЦЕССОВ

Рассмотрим обучающую выборку D = (X, y) = {xi, yi = y(xi)}n
i=1, где точки x ∈ X ⊆ Rd

и значения функции y(x) ∈ R. Мы предполагаем, что y(x) = f(x) + ε, где функция f(x) –
реализация гауссовского процесса, а ε – гауссовский белый шум с дисперсией σ2. Необходимо
построить суррогатную модель для целевой функции f(x).

Среднее значение и ковариционная функция гауссовского процесса

k(x, x′) = cov(f(x), f(x′)) = E (f(x) − E(f(x)))
(
f(x′) − E(f(x′))

)
полностью определяют гауссовский процесс f(x). Для упрощения изложения будем считать
его среднее значение равным нулю. Мы предполагаем, что ковариационная функция лежит
в параметрическом семействе {kθ(x, x′), θ ∈ Θ ⊆ Rp}, то есть k(x, x′) = kθ(x, x′) для некото-
рого θ ∈ Θ. Тогда y(x) будет гауссовским процессом с нулевым средним и ковариационной
функцией cov(y(x), y(x′)) = kθ(x, x′) + σ2δ(x − x′), где δ(x − x′) – дельта функция. Широко
используемым классом ковариационных функций является, например, квадратичная экспо-
ненциальная ковариационная функция [3] kθ(x, x′) = θ2

0 exp
(
−
∑d

k=1 θ2
k(xk − x′

k)2
)
.
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Параметры ковариационной функции θ и дисперсия шума σ2 задают модель регрессии. Мы
используем метод максимального правдоподобия для оценки параметров θ и σ2 [3]:

log p(y|X, θ, σ2) = −1
2

(
n log 2π + log |K| + yT K−1y

)
→ max

θ,σ2
, (1)

где K = {kθ(xi, xj) + σ2δ(xi − xj)}n
i,j=1 – матрица ковариаций между значениями целевой

функции y(X) в обучающей выборки, и |K| – детерминант матрицы K. В регрессии на основе
гауссовских процессов σ2 играет роль параметра регуляризации для ковариационной матри-
цы {kθ(xi, xj)}n

i,j=1 значений f(X). Теоретические результаты, полученные в работах [11], и
более прикладных исследования [12] показывают, что таким образом полученные оценки пара-
метров θ̂ точны даже если размер выборки невелик, а модель, определяемая ковариационной
функцией, неправильно специфицирована.

Используя оценки параметров θ и σ2 можно вычислить апостериорное среднее и дисперсию
y(x) в новых точках, которые используются для прогноза значений функции и оценки неопре-
деленности прогноза. Апостериорное среднее E(y(X∗)|y(X)) в новых точках X∗ = {x∗

i }n∗
i=1

имеет вид
ŷ(X∗) = K(X∗, X)K−1y, (2)

где K(X∗, X) = {k(x∗
i , xj)}i=1,...,n∗,j=1,...,n – ковариации между y(X∗) в новых точках и зна-

чениями y(X) в точках из обучающей выборки. Апостериорная ковариационная матрица
V (X∗) = E

[
(y(X∗) − Ey(X∗))T (y(X∗) − Ey(X∗)) | y(X)

]
в новых точках имеет вид

V (X∗) = K(X∗, X∗) − K(X∗, X)K−1(K(X, X∗))T , (3)

где K(X∗, X∗) = {k(x∗
i , x∗

j )+σ2δ(x∗
i −x∗

j )}n∗
i,j=1 – матрица ковариаций между значениями y(X∗).

3. РЕГРЕССИЯ НА ОСНОВЕ ГАУССОВСКИХ ПРОЦЕССОВ ДЛЯ РАЗНОТОЧНЫХ
ДАННЫХ

Теперь рассмотрим случай разноточных данных: пусть задана выборка значений грубой
функции Dl = (Xl, yl) =

{
xl

i, yl(xl
i)
}nl

i=1
и выборка значений точной функции Dh = (Xh, yh) ={

xh
i , yh(xh

i )
}nh

i=1
с xl

i, xh
i ∈ Rd, yl(x), yh(x) ∈ R. Грубая функция yl(x) и точная функция yh(x)

моделируют одно и то же физическое явление, но с разной точностью.
Используя выборки значений грубой и точной функции, необходимо построить как можно

более точную суррогатную модель ŷh(x) ≈ yh(x) точной функции. Кроме того, мы хотим
получить оценку неопределенности прогноза значений точной функции в новых точках.

Для моделирования данных разной точности необходима специальная модель. Мы исполь-
зуем широко распространенную модель кокригинга [4]:

yl(x) = fl(x) + εl, yh(x) = ρyl(x) + yd(x),

где yd(x) = fd(x) + εd, fl(x), fd(x) – независимые гауссовские процессы с нулевыми средни-
ми и ковариационными функциями kl(x, x′) и kd(x, x′) соответственно, и εl, εd – гауссовский

белый шум с дисперсиями σ2
l и σ2

d, соответственно. Обозначим X =
(

Xl

Xh

)
, y =

(
yl

yh

)
. Тогда

апостериорное среднее для значений точной функции в новых точках имеет вид

ŷh(X∗) = K(X∗, X)K−1y, (4)

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 15 № 1 2015
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где

K(X∗, X) =
(

ρKl(X∗, Xl)
ρ2Kl(X∗, Xh) + Kd(X∗, Xh)

)
,

K(X, X) =
(

Kl(Xl, Xl) ρKl(Xl, Xh)
ρKl(Xh, Xl) ρ2Kl(Xh, Xh) + Kd(Xh, Xh)

)
,

Kl(Xa, Xb), Kd(Xa, Xb) – матрицы попарных ковариаций гауссовских процессов yl(x) и yd(x)
в точках из некоторых множеств Xa and Xb соответственно. Апостериорная ковариационная
матрица имеет вид:

V (X∗) = ρ2Kl(X∗, X∗) + Kd(X∗, X∗) − K(X∗, X)K−1 (K(X∗, X))T . (5)

Для оценки параметров ковариационных функций гауссовских процессов fl(x) и fd(x) при-
меняется следующий алгоритм [1]:

1. Оценить параметры ковариационной функции kl(x, x), используя алгоритм для обычной
регрессии на основе гауссовских процессов, описанный в разделе 2 с выборкой D = Dl,

2. Подсчитать оценки апостериорного среднего ŷl(x) для гауссовского процесса yl(x) и x ∈ Xh,
3. Оценить параметры гауссовского процесса yd(x) с ковариационной функцией kd(x, x′) и

параметр ρ, максимизируя правдоподобие (1) с D = Ddiff = (Xh, yd = yh − ρŷl(Xh)) и
k(x, x′) = kd(x, x′).

4. РАЗРЕЖЕННАЯ РЕГРЕССИЯ НА ОСНОВЕ ГАУССОВСКИХ ПРОЦЕССОВ ДЛЯ
РАЗНОТОЧНЫХ ДАННЫХ

Эффективное использование регрессии на основе гауссовских процессов для разноточных
данных возможно только для выборок с размером не больше нескольких тысяч точек: в про-
цессе обучения модели и ее использования приходится обращать ковариационную матрицу
размера n×n, где n = nh +nl. Вычислительная сложность такой процедуры составляет O(n3).

Мы предлагаем новый подход для регрессии на основе гауссовских процессов в случае выбо-
рок разноточных данных большого размера. Подход основан на использовании аппроксимации
Нистрема матриц K(X∗, X), K и K(X∗, X∗) с использованием подвыборки базовых точек ис-
ходной выборки. Представленные результаты являются обобщением результатов работы [9] на
случай разноточных данных.

Зададим подвыборку D1 = (X1, y1), X1 =
(

X1
l

X1
h

)
, y1 =

(
yl(X1

l )
yh(X1

h)

)
базовых точек из исход-

ной выборки такого размера n1 = n1
h +n1

l , что для заданной подвыборки имеющиеся вычисли-
тельные ресурсы позволяют обратить соответствующие ковариационные матрицы и оценить
параметры гауссовскго процесса за разумное время. Достаточно надежный метод задания
подвыборки базовых точек состоит в случайном выборе без повторения точек из исходной
выборки.

Тогда используя подвыборку базовых точек и положив

K11 =
(

Kl(X1
l , X1

l ) ρKl(X1
l , X1

h)
ρKl(X1

h, X1
l ) ρ2Kl(X1

h, X1
h) + Kd(X1

h, X1
h)

)
,

K1 =
(

Kl(X1
l , Xl) ρKl(X1

l , Xh)
ρKl(X1

h, Xl) ρ2Kl(X1
h, Xh) + Kd(X1

h, Xh)

)
, K∗

1 =
(

ρKl(X∗, X1
l )

ρ2Kl(X∗, X1
h) + Kd(X∗, X1

h)

)

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 15 № 1 2015
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для новых точек X∗ = {x∗
i }n∗

i=1, получаем аппроксимации матриц K(X∗, X), K и K(X∗, X∗)
соответственно:

K̂(X∗, X) = K∗
1K−1

11 K1, K̂ = (K1)T K−1
11 K1, K̂(X∗, X∗) = K∗

1K−1
11 (K∗

1 )T .

Определим

R =

 1
σl

Inl
0

0 1√
ρ2σ2

l
+σ2

d

Inh

 ,

где Ik – единичная матрица размера k, C1 = RK1, и V = C1V −T
11 , V11 – разложение Холецко-

го [13] матрицы K11.

Утверждение 1. Для апостериорного среднего аппроксимация Нистрема имеет вид:

ŷh(X∗) ≈ K∗
1V11(In1 + V T V )−1V T y, (6)

Доказательство. Действительно,

ŷh(x∗) ≈ K∗
1K−1

11 KT
1 (K1K−1

11 KT
1 + R−2)−1y = K∗

1K−1
11 KT

1 R(RK1K−1
11 KT

1 R + In)−1Ry =
= K∗

1K−1
11 CT

1 (C1K−1
11 CT

1 + In)−1Ry = K∗
1K−1

11 (CT
1 C1K−1

11 + In1)−1CT
1 Ry =

= K∗
1 (CT

1 C1 + K11)−1CT
1 Ry = K∗

1 (CT
1 C1 + V T

11V11)−1CT
1 Ry =

= K∗
1V −1

11 (V −T
11 CT

1 C1V −1
11 + In1)−1V −T

11 CT
1 Ry = K∗

1V −1
11 (V T V + In1)−1V T Ry.

Для оценки неопределенности прогноза результат будет зависеть от используемого прибли-
жения ковариационных матриц. Рассмотрим три возможных варианта приближения, приве-
денных в таблице 1.

Вариант приближения k(x∗, x∗) k(x∗, X) k(X, X)
1 K∗

1 K−1
11 K∗T

1 K∗
1 K−1

11 KT
1 R−2 + K1K−1

11 KT
1

2 k(x∗, x∗) K∗
1 K−1

11 KT
1 K1K−1

11 KT
1

3 k(x∗, x∗) K∗
1 K−1

11 KT
1 R−2 + K1K−1

11 KT
1

Таблица 1. Аппроксимация ковариационных матриц для разных оценок апостериорной дисперсии прогноза

Утверждение 2. Для апостериорной дисперсии в случае использования вариантов прибли-
жений 1, 2 и 3 из таблицы 1 аппроксимации Нистрема будут иметь следующий вид:

σ̂2
1(x∗) = K∗

1V −1
11 (I + V T V )−1V −T

11 K∗T
1 , (7)

σ̂2
2(x∗) = k(x∗, x∗) − K∗

1V −1
11 V −T

11 K∗T
1 , (8)

σ̂2
3(x∗) = k(x∗, x∗) − K∗

1V −1
11 (I + V T V )−1(V T V )V −T

11 K∗T
1 . (9)

Доказательство. Используя первый набор приближений, получаем следующее выражение
для дисперсии:

σ̂2
1(x∗) ≈ K∗

1K−1
11 K∗T

1 − K∗
1K−1

11 KT
1 (R−2 + K1K−1

11 KT
1 )−1K1K−1

11 K∗T
1 =

= K∗
1 (K−1

11 − K−1
11 KT

1 (R−2 + K1K−1
11 KT

1 )−1K1K−1
11 )K∗T

1

= K∗
1 (K11 + KT

1 R2K1)−1K∗T
1 =

= K∗
1 (V T

11V11 + CT
1 C1)−1K∗T

1 =
= K∗

1V −1
11 (I + V T V )−1V −T

11 K∗T
1 .
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Приведенное выше выражение сходно с тем, которое получается в [9].
Получим теперь результат с использованием второго варианта приближений для ковариа-

ционных матриц:

σ̂2
2(x∗) = k(x∗, x∗) − k(x∗, X)k(X, X)−1k(x∗, X)T ≈

≈ k(x∗, x∗) − K∗
1K−1

11 KT
1 (K1K−1

11 KT
1 )−1K1K−1

11 K∗T
1 =

= k(x∗, x∗) − K∗
1K−1

11 K∗T
1 .

Полученная оценка дисперсии совпадает с оценкой дисперсии в случае, если мы используем
обычную регрессию на основе гауссовских процессов и выборку D1. Поэтому ясно, что она
обладает достаточно хорошими численными свойствами, но никак не учитывает информацию
о том, что для вычисления прогноза использовалась дополнительная выборка D \ D1.

Получим теперь выражение в случае использования третьего варианта приближений кова-
риационных матриц:

σ̂2
3(x∗) ≈ k(x∗, x∗) − K∗

1K−1
11 KT

1 (R−2 + K1K−1
11 KT

1 )−1K1K−1
11 K∗T

1 =
= k(x∗, x∗) − K∗

1K−1
11 KT

1 R(I + RK1K−1
11 KT

1 R)−1RK1K−1
11 K∗T

1 =
= k(x∗, x∗) − K∗

1K−1
11 CT

1 (I + C1K−1
11 CT

1 )−1C1K−1
11 K∗T

1 =
= k(x∗, x∗) − K∗

1K−1
11 (I + CT

1 C1K−1
11 )−1CT

1 C1K−1
11 K∗T

1 =
= k(x∗, x∗) − K∗

1 (K11 + CT
1 C1)−1CT

1 C1K−1
11 K∗T

1 =
= k(x∗, x∗) − K∗

1 (I + (CT
1 C1)−1K11)−1K−1

11 K∗T
1 =

= k(x∗, x∗) − K∗
1 (K11 + K11(CT

1 C1)−1K11)−1K∗T
1 .

Преобразуем полученное выражение с учетом введенных ранее обозначений:

σ̂2
3(x∗) ≈ k(x∗, x∗) − K∗

1 (K11 + K11(CT
1 C1)−1K11)−1K∗T

1 =
= k(x∗, x∗) − K∗

1 (V T
11V11 + V T

11V11(CT
1 C1)−1V T

11V11)−1K∗T
1 =

= k(x∗, x∗) − K∗
1 (V T

11V11 + V T
11(V T V )−1V11)−1K∗T

1 =
= k(x∗, x∗) − K∗

1V −1
11 (I + (V T V )−1)−1V −T

11 K∗T
1 =

= k(x∗, x∗) − K∗
1V −1

11 (I + V T V )−1V T V V −T
11 K∗T

1 .

Отметим, что если мы хотим избежать обращения матрицы (V T V )−1, обусловленность ко-
торой мы не можем напрямую контролировать, необходимо использовать выражение, несим-
метричное относительно входящих в него матриц. Стоит так же отметить, что если матрица
V T V существенно больше по масштабу единичной, то (I+V T V )−1(V T V ) ≈ I и σ̂2

3(x∗) ≈ σ̂2
2(x∗),

то есть эти два варианта оценки неопределенности в таком случае почти совпадают.

Утверждение 3. Вычислительная сложность подсчета в одной точке апостериорного сред-
него с использованием (6) и апостериорной дисперсии с использованием (7), (8) или (9) равна
O(nn2

1).

Доказательство. Сначала необходимо вычислить матрицы V11 и V = RK1V −T
11 . Матрица

V11 имеет размер n1 × n1, и чтобы подсчитать ее обратную матрицу нужно O(n3
1) операций.

Подсчет K1V −T
11 требует O(n2

1n) операций. Для того, чтобы теперь подсчитать V нужно O(n1n)
операций, так как матрица R – диагональная.

Для n∗ = 1 вычисление апостериорного среднего состоит в вычислении V11(In1+V T V )−1V T y.
Мы используем O(n2

1n) операций для подсчета V T V . Для того, чтобы обратить In1 + V T V
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нужно O(n3
1) операций, Чтобы подсчитать V11(In1 + V T V )−1V T необходимо O(n2

1n) операций.
Наконец, оценка апостериорного среднего требует еще O(n1n) операций. Следовательно, тру-
доемкость подсчета приближения Нистрема апостериорного среднего равна O(n2

1n) операций.
Для того, чтобы подсчитать V11(In1 + V T V )−1V −1

11 , нужно O(n2
1n) операций для вычисле-

ния (In1 + V T V )−1 и еще O(n3
1) операций для получения окончательного результата. Следова-

тельно, трудоемкость подсчета приближения апостериорной дисперсии с использованием (7)
требует O(n2

1n) операций. Аналогичным образом получаем трудоемкость для вычисления ап-
проксимации апостериорной дисперсии с использованием (8) и (9).

Таким образом, необходимо O(n2
1n) операций для вычисления требуемых матриц и O(n2

1n)
операций для вычисления апостериорного среднего и апостериорной дисперсии используя эти
матрицы. Следовательно, общая вычислительная сложность равна O(n2

1n).

5. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

В этом разделе мы рассмотрим решение нескольких искусственных тестовых задач и од-
ной реальной задачи с помощью предложенного подхода к разреженной регрессии на основе
гауссовских процессов для разноточных данных (Sparse Variable Fidelity Gaussian Processes
Regression – SVFGP). Предложеный подход сравнивается с регрессией на основе гауссовских
процессов (Gaussian Processes Regression – GP) для данных одной точности и регрессией на
основе гауссовских процессов для разноточных данных (Variable Fidelity Gaussian Processes
Regression – VFGP), для которой не используется аппроксимация Нистрема. В экспериментах
используется квадратичная экспоненциальная ковариационная функцая [3].

В качестве меры качества полученных суррогатных моделей мы используем ошибку RRMS,
которая оценивается с помощью скользящего контроля. Для тестовой выборки Dtest = {xtest

i , ytest
i =

fh(xtest
i )}nt

i=1 ошибка RRMS суррогатной модели ŷ(x) равна

RRMS(Dtest, ŷ) =
∑nt

i=1(ŷh(xtest
i ) − ytest

i )2∑nt
i=1(y − ytest

i )2 ,

здесь y = 1
nt

∑nt
i=1 ytest

i . Обычно значения ошибки RRMS лежат между 0 и 1. У точных сур-
рогатных моделей значения ошибки RRMS близки к нулю, у неточных суррогатных моделей
значения ошибки RRMS близки или превосходят 1.

5.1. Искусственные данные

Для тестирования предложенного нами подхода SVFGP мы используем искусственную
функцию с большим количеством локальных особенностей и входной размерностью d = 5.
Таким образом, для того, чтобы построить точную суррогатную модель, нам нужна выборка
большого размера. В качестве точной функции yh(x) и грубой функции yl(x) мы используем

yh(x) = 20 +
d∑

i=1
(x2

i − 10 cos(2πxi)) + εh, x ∈ [0, 1]d,

yl(x) = yh(x) + 0.2
d∑

i=1
(xi + 1)2 + εl, x ∈ [0, 1]d.

Точная функция была зашумлена гауссовским белым шумом εh с дисперсией 0.001, и грубая
функция была зашумлена гауссовским белым шумом εl с дисперсией 0.002. Мы генерируем
точки из гиперкуба [0, 1]d с использованием оптимальных латинских гиперкубов (OLHS, [14]).
Размер выборки точных данных равнялся nh = 100, размер подвыборки базовых точек для
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SVFGP равнялся n1
l = 1000 во всех экспериментах в данном разделе. Рассматривались зна-

чения размера выборки неточных данных nl = 1000, 2000, 3000, 40000, 5000. Результаты были
усреднены по 50 запускам для каждого значения nl.

Для вычислений использовался персональный компьютер с операционной системой Ubuntu,
4 ядрами Intel-Core i7 с тактовой частотой 3.4 ГГц и 8 гигабайтами оперативной памяти.
Полученные результаты представлены в таблицах:

– RRMS ошибки для VFGP и SVFGP представлены в таблице 2,
– время обучения суррогатных моделей для VFGP и SVFGP представлены в таблице 3.

Ошибки RRMS для SVFGP сравнимы с ошибками RRMS для VFGP для того же размера
обучающей выборки, но время обучения модели для SVFGP существенно меньше, особенно
для размеров выборок близких к 5000.

nl 1000 2000 3000 4000 5000
VFGP 0.0100 0.0086 0.0028 0.0031 0.0024
SVFGP 0.0100 0.0067 0.0049 0.0044 0.0044

Таблица 2. Сравнение ошибок RRMS для VFGP и SVFGP на искусственных данных

nl 1000 2000 3000 4000 5000
VFGP 23.83 254.4 758.2 2334 4496
SVFGP 23.36 26.07 28.89 29.49 35.33

Таблица 3. Сравнение времени обучения моделей в секундах для VFGP и SVFGP на искусственных данных

5.2. Оценки неопределенности прогноза для искусственных данных

Рассмотрим функцию Экли [15] для трехмерного пространства входов:

f(x) = exp(−0.2
√

x2
1 + x2

2) + 3(cos(2x1) + sin(2x2))+

+ exp(−0.2
√

x2
2 + x2

3) + 3(cos(2x2) + sin(2x3)).

Для обучения модели использовались точная и грубая функция, которые отличались дис-
персиями шума:

yh(x) = f(x)(1 + 2σ2
hε),

yl(x) = f(x)(1 + 2σ2
l ε),

ε – гауссовский белый шум с единичной дисперсией. Для точной функции дисперсия σ2
h рав-

нялась 0.1, а размер выборки равнялся 60. Для грубой функции дисперсия σ2
l равнялась 0.4,

а размер выборки равнялся 160.
Будем сравнивать качество оценок неопределенности на независимой тестовой выборке.

На рисунке 1 изображены функция распределения реальных ошибок прогнозов и функция
распределения оценок неопределенностей прогнозов, полученных с помощью формул (7), (8)
и (9) соответственно. Видно, что для оценок неопределенности (8) и (9) функции распреде-
ления почти совпадают и ближе к истинной функции распределения ошибок, чем функция
распределения оценок неопределенностей, полученных с помощью формулы (7), использова-
ние которой приводит к занижению значений ошибок.
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Рис. 1. Функция распределения логарифмов ошибок для реальных ошибок (True errors) и оценок неопре-
деленности с использованием (7) (First variant), (8) (Second variant) и (9) (Third variant)

Численные результаты о качестве оценок ошибок приведены в таблице 4 и позволяют прий-
ти к аналогичным выводам: формулы (8) и (9) обеспечивают более точные оценки неопределен-
ностей с точки зрения корреляции и критерия RRMS, подсчитанного по истинным значениям
ошибок и их прогнозам.

Формула для приближения корреляция RRMS ошибка
(7) -0.0274 1.2730
(8) 0.4756 0.6769
(9) 0.4757 0.6769

Таблица 4. Качество оценок неопределенности, полученных с помощью разных приближений

5.3. Задача о вращающемся диске

Вращающийся диск – важная деталь двигателя самолета. Необходимо построить точные
модели для прогноза максимального радиального смещения umax и максимальной нагрузки
smax, которые определяют надежность диска [16].

Мы параметризуем геометрию вращающегося диска используя 8 параметров: радиусы ri,
i = 1, . . . , 6, которые определяют, где происходят изменения толщины диска, и значения t1, t3,
t5, которые определяют собственно толщину диска. В рассматриваемой задаче мы фиксируем
радиусы r4, r5 и толщину t3 вращающего диска, поэтому размерность пространства параметров
диска равна 6. Геометрические параметры вращающего диска изображены на рисунке 2.

Мы рассматриваем следующие точные и грубые функции для вычисления целевых зна-
чений umax и smax: в качестве грубой функции мы используем солвер на основе обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, реализующий метод Рунге–Кутты [17], в качестве точ-
ной функции мы используем солвер на основе метода конечных элементов. Одно вычисление
грубой функции требует примерно 0.01 секунду, одно вычисление точной функции требует
примерно 300 секунд.

Примеры срезов грубой и точной функций представлены на рисунках 3, 4, 5 для выхода
smax. Грубая и точная функции похожи друг на друга, но в некоторых случаях грубая функция
не способна моделировать некоторые нелинейные эффекты
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Рис. 2. Параметризация вращающегося диска

Рис. 3. Срез smax по r1 для точной (high fidelity function) и грубой (low fidelity function) функций
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Рис. 4. Срез smax по r4 для точной (high fidelity function) и грубой (low fidelity function) функций

Рис. 5. Срез smax по t3 для точной (high fidelity function) и грубой (low fidelity function) функций
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Сравнение качества суррогатных моделей

nh 20 40 60 80 100
GP 0.3368 0.1826 0.1305 0.1091 0.0756

VFGP 0.1679 0.0998 0.0822 0.0564 0.0435
SVFGP 0.1018 0.0658 0.0494 0.0427 0.0339

Таблица 5. Ошибки RRMS в задаче о вращающемся диске. Выход umax

nh 20 40 60 80 100
GP 0.5261 0.3181 0.2164 0.2095 0.1643

VFGP 0.2336 0.2326 0.2058 0.1321 0.1088
SFGP 0.1674 0.1095 0.1023 0.0939 0.0812

Таблица 6. Ошибки RRMS в задаче о вращающемся диске. Выход smax

В этом разделе мы сравниваем SVFGP с двумя базовыми методами – GP и VFGP. Для
генерации точек выборки использовался метод оптимальных латинских гиперкубов. Для по-
строения суррогатных моделей использовалось nh подсчитанных значений точной функции,
1000 значений грубой функции для VFGP и 5000 значений грубой функции для SVFGP, из
которых случайно выбиралось n1

l = 1000 базовых точек; значение nh менялось от 20 до 100.
Для оценки качества модели использовался скользящий контроль по выборке из 140 зна-

чений точной функции (эта выборка содержала nh точек, использованных для построения
суррогатных моделей).

Результаты представлены в таблице 5 для выхода umax и в таблице 6 для выхода smax.
Видно, что SVFGP позволяет получить более точные результаты, чем VFGP, и GP, если срав-
нивать ошибки RRMS для этих методов.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы предложили новый подход к суррогатному моделированию разноточных данных, ко-
торый позволяет работать с выборками размера вплоть до нескольких десятков тысяч точек.
Подход основывается на аппроксимации исходных ковариационных матриц произведениями
матриц меньшего размера с помощью метода Нистрема. Получены оценка прогноза и оцен-
ка неопределенности прогноза значений точной функции. Проведено сравнение предложеного
подхода с повсеместно используемыми методами на ряде реальных и модельных задач. Ре-
зультаты сравнения позволяют сделать вывод о том, что с помощью предложенного подхода
можно построить более точные суррогатные модели, при этом непосредственно сам процесс
построения модели требует значительно меньше вычислительных затрат.
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4. A.I.J. Forrester, A. Sóbester, and A.J. Keane. Multi-fidelity optimization via surrogate modelling.
Proceedings of the Royal Society A: Mathematical, Physical and Engineering Science, 463(2088):3251–
3269, 2007.

5. M.C. Kennedy and A. O’Hagan. Predicting the output from a complex computer code when fast
approximations are available. Biometrika, 87(1):1–13, 2000.

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 15 № 1 2015



МОДЕЛИРОВАНИЕ РАЗНОТОЧНЫХ ДАННЫХ 109

6. S Koziel, S Ogurtsov, Ivo Couckuyt, and Tom Dhaene. Cost-efficient electromagnetic-simulation-driven
antenna design using co-kriging. Microwaves, Antennas & Propagation, IET, 6(14):1521–1528, 2012.

7. Edward Snelson and Zoubin Ghahramani. Sparse gaussian processes using pseudo-inputs. In Advances
in Neural Information Processing Systems, pages 1257–1264, 2005.
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Surrogate modeling of mutlifidelity data for large samples

Burnaev E.V., Zaytsev A.A.

Typically engineers model multifidelity data (data consisting of fine and coarse functions evaluations)
using Gaussian processes regression. However if the sample size exceeds few thousands points an exact infer-
ence for the Gaussian processes regression becomes computationally intractable. We propose an approximate
approach based on ideas of a subset selection: we approximate covariance matrices using a subsample of the
initial sample and the Nyström method. In this work we obtained formulas for a variable fidelity surrogate
model prediction and a prediction uncertainty estimate along with a computation complexity of the proposed
approach. Good performance for a number of real and artificial problems validates usage of the developed
approach.

KEYWORDS: Multifidelity data, uncertainty estimation, Gaussian process, covariance matrix
approximation, cokriging
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