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Аннотация—Описывается новый класс линейных асинхронных положительных систем
с дискретным временем, для которых задачи устойчивости и стабилизируемости допус-
кают конструктивное решение. Системы, образующие этот класс, могут рассматриваться
как естественное обобщение систем с так называемыми независимо переключающимися
координатами векторов состояния. Отличительной особенностью таких систем является
то, что образующие их асинхронные блоки допускают произвольное последовательно-
параллельное “пересоединение” без потери свойства “конструктивной разрешимости” про-
блем устойчивости или стабилизируемости системы. Показано также, что для таких систем
допустимо конструктивное построение индивидуальных “положительных” траекторий с
наибольшей или наименьшей скоростью роста/стремления к нулю.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Линейную систему с дискретным временем

x(n+ 1) = A(n)x(n), x(n) ∈ RN , (1)

называют переключающейся, если (N × N)-матрицы A(n) при каждом значении n могут
произвольным образом принимать значения из некоторого множества (N × N)-матриц A .
При этом систему (1) называют (асимптотически) устойчивой, если для каждой последо-
вательности матриц A(n) ∈ A , n = 0, 1, . . ., соответствующее решение x(n) стремится к
нулю. Асимптотическая устойчивость переключающейся системы (1) равносильна экспонен-
циальной сходимости к нулю каждой последовательности {X(n)} матричных произведений
X(n) = A(n) · · ·A(1)A(0) [1, 2, 4, 10,12,15,18,23], что в свою очередь равносильно выполнению
неравенства

ρ(A ) < 1, (2)

в котором величина ρ(A ), называемая [21] совместным спектральным радиусом множества
матриц A , определяется равенством

ρ(A ) = lim
n→∞

sup
{
∥An · · ·A1∥1/n : Ai ∈ A

}
, (3)
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где ∥ · ∥ — произвольная норма в RN×N .
Для переключающихся систем, не обладающих свойством устойчивости, может быть по-

ставлен вопрос о существовании хотя бы одной последовательности матриц A(n) ∈ A , n =
0, 1, . . ., для которой выполняется предельное соотношение A(n) · · ·A(1)A(0) → 0, т.е. о ста-
билизации системы. Система (1) допускает стабилизацию, если выполнено неравенство

ρ̌(A ) < 1 (4)

(см. [7,12,14,22,24]), где величина ρ̌(A ), называемая нижним спектральным радиусом (lower
spectral radius) [12] множества матриц A , определяется равенством

ρ̌(A ) = lim
n→∞

inf
{
∥An · · ·A1∥1/n : Ai ∈ A

}
. (5)

Неравенства (2) и (4), казалось бы, дают исчерпывающий ответ на вопрос об устойчивости
или стабилизируемости системы. С теоретической точки зрения это действительно так, однако
на практике воспользоваться этими критериями затруднительно, поскольку вычислить преде-
лы в формулах (3) и (5) в явном виде достаточно сложно и, по-видимому, вообще невозможно,
см., например, многочисленные отрицательные результаты в [3,6,8,9,16,25]. Это влечет необ-
ходимость приближенного анализа величин (3) и (5) с привлечением численных методов. При
этом ситуация усугубляется тем, что априорных оценок скорости сходимости в пределах (3) и
(5) не известно, а объем необходимых вычислений растет весьма быстро как с ростом n, так и
с ростом размерности системы.

В связи с этим отметим следующие задачи устойчивости и стабилизируемости линейных
переключающихся систем, не новых по сути, но остающихся актуальными.

Задача 1. Описать классы асинхронных систем (равносильно, классы множеств матриц A ),
для которых совместный спектральный радиус (3) допускал бы эффективное вычисление.

Задача 2. Описать классы асинхронных систем (равносильно, классы множеств матриц A ),
для которых нижний спектральный радиус (5) допускал бы эффективное вычисление.

Исследование устойчивости и стабилизируемости систем (1) затрудняется еще одним обсто-
ятельством, почти не упоминаемым в теории сходимости матричных произведений, но крити-
чески важным в теории автоматического управления. Дело в том, что в теории автомати-
ческого управления системы как правило состоят не из одного блока, а из набора блоков,
соединенных определенным образом. В случае, когда эти блоки линейные и функционируют
асинхронно, каждый из них описывается уравнением

xout(n+ 1) = Ai(n)xin(n), (6)

где xin(·) ∈ RNi , xout(·) ∈ RMi , а (Ni × Mi)-матрицы Ai(n) при каждом значении n могут
произвольным образом принимать значения из некоторого множества (Ni × Mi)-матриц Ai,
i = 1, 2, . . . , Q, где Q — количество блоков в системе.

В этом случае вопрос об устойчивости или стабилизируемости естественно поставить не для
отдельных блоков (6), а для системы в целом, в которой такого рода блоки могут соединяться
параллельно или последовательно, или более сложным образом, представляемым некоторым
ориентированным графом, с блоками вида (6), расположенными на ребрах графа, см. рис. 1.
К сожалению, при таком соединении блоков классы матриц, описывающих переходные ха-
рактеристики системы в целом, оказываются весьма сложными и их свойства практически
не изучены. Как правило, даже в тех случаях, когда размерности входо-выходных векторов
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отдельных блоков совпадают друг с другом и вопрос об устойчивости или стабилизируемости
для соответствующих блоков может быть каким-то образом решен, после последовательно-
параллельного соединения таких блоков конструктивный ответ на вопросы устойчивости или
стабилизируемости получить уже не удается или, в лучшем случае, получить его крайне за-
труднительно. Таким образом, актуальной является также следующая задача:

+ + +

Рис. 1. Пример последовательно-параллельного соединения контроллеров системы

Задача 3. Описать классы асинхронных систем, для которых ответ на вопрос об устойчи-
вости или стабилизируемости мог бы быть конструктивно получен не только для отдельного
асинхронного блока (1) или (6), но и для последовательно-параллельного соединения таких
блоков.

Наконец, рассмотрим еще один аспект проблемы конструктивной устойчивости или стаби-
лизации переключающихся систем.

Совместный спектральный радиус (3) и нижний спектральный радиус (5) предоставляют
лишь характеризацию устойчивости или стабилизируемости системы “в целом”. Они описы-
вают предельное поведение “мультипликативно усредненных” норм матричных произведений
∥A(n − 1) · · ·A(0)∥1/n. В типичных ситуациях (для так называемых неприводимых 1 классов
матриц A ), если мы интересуемся устойчивостью системы, отсюда следует [1], что для каждой
последовательности матриц {A(n)} имеет место оценка

∥A(n− 1) · · ·A(0)∥ ≤ Cρn(A ).

В случае, когда мы интересуемся стабилизируемостью системы, в типичных ситуациях суще-
ствует такая последовательность матриц {A(n)}, для которой имеет место оценка

∥A(n− 1) · · ·A(0)∥ ≤ Čρ̌n(A ).

В то же время часто возникает необходимость найти такую последовательность матриц,
которая обеспечивала бы наиболее медленное или наиболее быстрое “убывание” не норм про-
изведений матриц ∥A(n− 1) · · ·A(0)∥, а (при заданном начальном условии x) векторов A(n−
1) · · ·A(0)x. Более точно, рассмотрим вещественную функцию ν(x) ≡ ν(x1, x2, . . . , xN ), неубы-
вающую по каждой координате xi вектора x = (x1, x2, . . . , xN ) и определенную при всех
x1, x2, . . . , xN ≥ 0. Такую функцию будем называть покоординатно монотонной, а в случае,
когда она строго возрастает по каждой переменной xi, — строго покоординатно монотонной.
Примеры: каждая из норм

∥x∥1 =
∑
i

|xi|, ∥x∥2 =
√∑

i

|xi|2, ∥x∥∞ = max
i

|xi|.

1 Набор матриц называется неприводимым, если его матрицы не имеют общих инвариантных подпространств,
за исключением нулевого и всего пространства.
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При этом нормы ∥x∥1 и ∥x∥2 являются строго покоординатно монотонными, а норма ∥x∥∞
покоординатно монотонна, но не строго покоординатно монотонна.

Если множество матриц A конечно и состоит из K элементов, то для нахождения величины

max
A∈A

ν(Ax)

в общем случае необходимо K раз вычислить значения функции ν(·) и найти среди них мак-
симальное. Аналогично, для нахождения величины

max
Aij

∈A
ν(Ain · · ·Ai1x) (7)

в общем случае необходимо Kn раз вычислить значения функции ν(·) и найти среди этих
значений максимальное, что с ростом n приводит к экспоненциальному росту количества вы-
числений. В связи с этим разумно поставить следующую задачу:

Задача 4. Дана покоординатно монотонная функция ν(·) и вектор x ̸= 0. Описать классы
асинхронных систем (равносильно, классы множеств матриц A ), для которых число вычис-
лений функции ν(·), необходимых для нахождения величины (7) было бы меньше, чем Kn.
Желательно, чтобы оно имело порядок Kn.

Аналогично может быть поставлена задача по минимизации величины ν(Ain · · ·Ai1x).
В связи с этим целью работы является описание одного класса асинхронных контролле-

ров (1), достаточно простых и естественных в приложениях, для которых удается получить
приемлемые ответы на задачи 1–4.

Напомним в разделе 2 необходимые сведения из теории матричных произведений.

2. МНОЖЕСТВА МАТРИЦ С КОНСТРУКТИВНО ВЫЧИСЛИМЫМИ
СПЕКТРАЛЬНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

Одним из классов матричных множеств, для которых числовые характеристики (3) и (5)
могут быть явно вычислены, является так называемый класс множеств положительных мат-
риц с независимым изменением строк [5]. Напомним соответствующие определения.

Следуя [5], множество A матриц размерности N×M назовем множеством с независимыми
строками или IRU-множеством (от independent row uncertainty set), если оно состоит из всех
матриц

A =


a11 a12 · · · a1M
a21 a22 · · · a2M
· · · · · · · · · · · ·
aN1 aN2 · · · aNM

 ,

каждая из строк ai = (ai1, ai2, . . . , aiM ) которых принадлежит некоторому множеству строк
A (i), i = 1, 2, . . . , N . IRU-множество матриц будет называться положительным, если положи-
тельны все его матрицы, что равносильно положительности всех строк, образующих множе-
ства A (i). Совокупность всех IRU-множеств положительных (N × M)-матриц будет обозна-
чаться через U(N,M).

Пример 1. Пусть множества строк A (1) и A (2) следующие:

A (1) = {(a, b), (c, d)}, A (2) = {(α, β), (γ, δ), (µ, ν)}.
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Тогда IRU-множество A состоит из следующих матриц:

A11 =

(
a b
α β

)
, A12 =

(
a b
γ δ

)
, A13 =

(
a b
µ ν

)
,

A21 =

(
c d
α β

)
, A22 =

(
c d
γ δ

)
, A23 =

(
c d
µ ν

)
.

Если множество A компактно, что равносильно компактности каждого множества строк
A (1),A (2), . . . ,A (N), то определены величины

ρmin(A ) = min
A∈A

ρ(A), ρmax(A ) = max
A∈A

ρ(A).

Как показано в [17,19], для положительных компактных IRU-множеств матриц A справедли-
вы равенства

ρ(A ) = ρmax(A ), ρ̌(A ) = ρmin(A ), (8)

причем для произвольных множеств матриц, как отмечено в [17, Example 1], равенства (8)
уже не верны.

Для конечных IRU-множеств матриц A величины ρmin(A ) и ρmax(A ) эффективно вычис-
лимы, а поэтому в силу (8) для конечных IRU-множеств положительных матриц оказыва-
ются эффективно вычислимыми и величины ρ(A ) и ρ̌(A ). Эффективный вычислительный
алгоритм нахождения величин ρmin(A ) и ρmax(A ) для различных IRU-множеств матриц A
предложен в [20].

Другим примером классов матриц, для которых числовые характеристики (3) и (5) так-
же могут быть явно вычислены, являются линейно упорядоченные множества положительных
матриц A = {A1, A2, . . . , An}, в которых матрицы Ai удовлетворяют соотношениям 0 < A1 <
A2 < · · · < An, где неравенства понимаются поэлементно. Для этого класса матриц справед-
ливость равенств (8) вытекает из известных соотношений между спектральными радиусами
сравнимых положительных матриц [13, Corollary 8.1.19]. Совокупность всех линейно упорядо-
ченных множеств (N ×M)-матриц будет обозначаться через L(N,M).

Отметим, что контроллеры, поведение которых описывается уравнениями (1) или (6) с
IRU-множествами матриц — это достаточно типичные в теории автоматического управления
асинхронные контроллеры, осуществляющие независимую покоординатную коррекцию вхо-
дов. Контроллеры, поведение которых описывается уравнениями (1) или (6) с линейно упо-
рядоченными множествами положительных матриц — это своего рода усилители сигнала с
“матричным” коэффициентом усиления меняющимся во времени.

В [17] было замечено, что доказательство равенств (8) как для IRU-множеств положитель-
ных матриц, так и для линейно упорядоченных множеств положительных матриц может быть
получено по единой схеме в виде следствия из некоторого общего принципа, который мы сейчас
опишем подробнее.

2.1. Альтернатива песочных часов

Для векторов x, y ∈ RN будем применять обозначение x ≥ y (x > y), если координаты
вектора x не меньше соответствующих координат вектора y (строго больше соответствующей
координаты вектора y). Аналогичные обозначения будут применяться и для матриц.

Множество положительных матриц A назовем H-множеством [17], если для каждой мат-
рицы Ã ∈ A и вектора x > 0 справедливы утверждения:

H1: либо Ax ≥ Ãx при всех A ∈ A , либо же найдется такая матрица Ā ∈ A , что
Āx ≤ Ãx и Āx ̸= Ãx;
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H2: либо Ax ≤ Ãx при всех A ∈ A , либо же найдется такая матрица Ā ∈ A , что
Āx ≥ Ãx и Āx ̸= Ãx.

Утверждения H1 и H2 допускают простую геометрическую интерпретацию. Представим
множества {u : u ≤ Ãx} и {u : u ≥ Ãx} как нижний и верхний баллоны некоторых стилизо-
ванных песочных часов с перемычкой в точке Ãx, а элементы Ax — песчинками. Тогда, со-
гласно утверждениям H1 и H2, либо все “песчинки” Ax заполняют один из баллонов (нижний
или верхний), либо же в другом баллоне (верхнем или нижнем, соответственно) остается хоть
одна “песчинка”. Такая интерпретация дала основание назвать в [17] утверждения H1 и H2
альтернативой песочных часов.

Обозначим через H(N,M) cовокупность всех компактных2 H-множеств матриц размерно-
сти N ×M . Тогда основной результат о спектральных свойствах H-множеств матриц может
быть сформулирован следующим образом.

Теорема 1 (см. [17]). Пусть A ∈ H(N,N). Тогда справедливы равенства (8).

На самом деле в [17] доказаны более глубокие результаты, однако здесь мы не будем углуб-
ляться в тонкости.

2.2. H-множества матриц

Возможность применения теоремы 1 существенным образом зависит от того, насколько
конструктивно нам удастся описать классы H-множеств матриц. В [17] показано, что H-мно-
жествами матриц являются множества матриц с независимым изменением строк и линей-
но упорядоченные множества положительных матриц. При этом, как показывает следующий
пример, не каждое множество положительных матриц является H-множеством. Не являются
H-множествами также одноточечные множества матриц {0} и {I}, состоящие из нулевой и
единичной матрицы, поскольку соответствующие матрицы не положительны.

Пример 2. Рассмотрим множество матриц A , состоящее из двух положительных матриц

A1 =

(
a a2

1 a

)
, A2 =

(
a 1
a2 a

)
, a > 0.

Тогда max{ρ(A1), ρ(A2)} = 2a, в то время как ρ(A1A2) = (1 + a2)2. Следовательно, при a ̸= 1

ρ(A ) ≥ ∥A1A2∥1/2 ≥ ρ(A1A2)
1/2 > max{ρ(A1), ρ(A2)},

чего в силу теоремы 1 не могло быть, если бы A было H-множеством.

Для построения других классов H-множеств матриц выясним некоторые общие свойства H-
множеств матриц. Введем операции сложения и умножения по Минковскому множеств матриц:

A + B := {A+B : A ∈ A , B ∈ B},
A B := {AB : A ∈ A , B ∈ B},

а также операцию умножения множества матриц на число:

tA = A t := {tA : t ∈ R, A ∈ A }.
2 На множестве матриц размерности N × M естественным образом определена топология поэлементной схо-

димости, что дает возможность определить понятие компактности соответствующих множеств матриц.
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Сложение по Минковскому множеств матриц соответствует параллельному соединению двух
независимо функционирующих асинхронных контроллеров, в то время как произведение по
Минковскому — последовательному соединению двух независимо функционирующих асин-
хронных контроллеров.

Замечание 1. В общем случае A (B1 + B2) ̸= A B1 + A B2 и (A1 + A2)B ̸= A1B + A2B,
т.е. операции Минковского не ассоциативны. В частности, A + A ̸= 2A .

Естественно, операция сложения допустима тогда и только тогда, когда матрицы из мно-
жества A имеют такой же размер, что и матрицы из множества B, а операция умножения
допустима тогда и только тогда, когда размерности матриц из множеств A и B согласо-
ваны: размер строк матриц из A совпадает с размером столбцов матриц из B. Проблем с
согласованием размерностей не возникнет, когда рассматриваются множества, состоящие из
квадратных матриц одной и той же размерности.

Теорема 2 (см. [17]). Справедливы утверждения:

(i) A + B ∈ H(N,M), eсли A ,B ∈ H(N,M);
(ii) A B ∈ H(N,Q), если A ∈ H(N,M) и B ∈ H(M,Q);
(iii) tA = A t ∈ H(N,M), если t > 0 и A ∈ H(N,M).

Согласно теореме 2 множество подмножеств квадратных матриц H(N,N) обладает опе-
рациями сложения и умножения, но не является группой ни по сложению ни по умноже-
нию. Однако, после добавления элементов {0} и {I} к H(N,N), получившееся множество
H(N,N) ∪ {0} ∪ {I} становится полукольцом [11].

Тот факт, что множество подмножеств квадратных матриц H(N,N) обладает групповым
операциями сложения и умножения означает, что при последовательно-параллельном соедине-
нии независимо функционирующих асинхронных контроллеров, удовлетворяющих аксиомам
H1 и H2, мы снова получим асинхронный контроллер, удовлетворяющий аксиомам H1 и H2.

Замечание 2. Из теоремы 2 следует, что любая конечная сумма любых конечных произве-
дений матриц из H(N,N) снова является матрицей из H(N,N). Более того, при любых целых
n, d ≥ 1 элементами множества H(N,N) являются все “полиномиальные” множества матриц

P (A1,A2, . . . ,An) =
d∑

k=1

∑
i1,i2,...,ik∈{1,2,...,n}

pi1,i2,...,ikAi1Ai2 · · ·Aik , (9)

где A1,A1, . . . ,An ∈ H(N,N), a числовые коэффициенты pi1,i2,...,ik положительны.
С помощью полиномов (9) можно получать не только элементы P (A1,A2, . . . ,An) множе-

ства H(N,N), но и элементы произвольных множеств H(N,M), беря при этом аргументы
A1,A2, . . . ,An также из множеств матриц H(Ni,Mi) произвольных размерностей. При этом
надо только следить за тем, чтобы произведения матриц Ai1Ai2 · · ·Aik были допустимы, а
выражение 9 определяло множество матриц размерности N ×M .

Выше мы предъявили два вида нетривиальных “элементарных” H-множеств матриц — это
множества матриц с независимым изменением строк и линейно упорядоченные множества
положительных матриц. В связи с этим обозначим через H∗(N,M) множество всех множеств
матриц размера N × M , получающееся как рекурсивное расширение с помощью полиномов
(9) множества положительных матриц с независимым изменением строк и множества линейно
упорядоченных положительных матриц. Другими словами, H∗(N,M) — это множество всех
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множеств матриц, представимых в виде значений суперпозиций матричных полиномов (9), где
аргументы полиномов “низшего уровня” берутся из матричных множеств U(Ni,Mi)∪L(Ni,Mi).

Как отмечено в замечании 1, операции Минковского неассоциативны. Поэтому рекурсивное
расширение множества положительных матриц с независимым изменением строк и множества
линейно упорядоченных положительных матриц образует более широкое множество матриц,
чем расширение множества положительных матриц с независимым изменением строк и мно-
жества линейно упорядоченных положительных матриц с помощью полиномов (9).

3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Из теорем 1 и 2 и замечания 2 вытекает следующее утверждение:

Теорема 3. Пусть имеется система (1), образованная рекурсивным последовательно-па-
раллельным соединением блоков (т.е. представляемая некоторым ориентированным графом,
получаемым рекурсивными последовательными или параллельными расширениями, старту-
ющими из одной из вершин, и с блоками, расположенными на ребрах графа), описываемыми
уравнениями (6), отвечающими H-множествам положительных матриц Ai, i = 1, 2, . . . , Q.
Тогда вопрос об устойчивости или стабилизируемости такой системы конструктивно ре-
шается путем нахождения матриц, доставляющих минимум в равенствах (8), где мно-
жество матриц A есть полиномиальная сумма Минковского (9) множеств матриц Ai,
i = 1, 2, . . . , Q, отвечающая структуре соединения соответствующих блоков.

Пример 3. В системе A на рис. 1 вход и выход связаны соотношением

xout(n+ 1) =
(
A3(n)(A1(n) +A2(n)) +A4(n)

)
xin(n),

где при каждом значении n матрицы A1(n), A2(n), A3(n) и A4(n) произвольным образом вы-
бираются из соответствующих множеств: Ai(n) ∈ Ai, i = 1, 2, 3, 4. Соответственно, в данном
случае все возможные значения матрицы перехода системы A могут быть получены как эле-
менты следующей полиномиальной суммы Минковского множества матриц A1,A2,A3,A4:

P (A1,A2,A3,A4) = A3(A1 + A2) + A4.

4. ПОСТРОЕНИЕ ИНДИВИДУАЛЬНЫХ МАКСИМИЗИРУЮЩИХ И
МИНИМИЗИРУЮЩИХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

4.1. Одношаговая максимизация

Рассмотрим сначала вопрос о максимизации функции ν(Ax), где x > 0, по всем A из H-
множества A , которое предполагается компактным. В силу утверждения H2 альтернативы
песочных часов для любой матрицы Ã ∈ A либо Ax ≤ Ãx при всех A ∈ A , либо же найдется
такая матрица Ā ∈ A , что Āx ≥ Ãx и Āx ̸= Ãx. Отсюда и из компактности множества
A вытекает существование такой матрицы A(max) ∈ A , что при всех A ∈ A справедливо
неравенство

Ax ≤ A(max)x. (10)

Заметим, что матрица A(max) зависит от вектора x, и поэтому при необходимости будем пи-
сать A(max) = A

(max)
x . При этом матрица A

(max)
x , вообще говоря, определяется по вектору x

неоднозначно.

Теорема 4. Пусть A — компактное H-множество положительных (N × N)-матриц,
ν(·) — покоординатно монотонная функция, а x ∈ RN , x > 0 — некоторый вектор.
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(i) Тогда матрица A(max) = A
(max)
x доставляет максимум по A ∈ A функции ν(Ax), т.е.

max
A∈A

ν(Ax) = ν(A(max)x).

(ii) Если A0 ∈ A — матрица, доставляющая максимум по A ∈ A функции ν(Ax), и функ-
ция ν(·) строго покоординатно монотонна, то A0x = A

(max)
x x.

Доказательство. Утверждение (i) прямо следует из неравенства (10) и покоординатной
монотонности функции ν(·).

Для доказательства утверждения (ii) заметим, что

A0x ≤ A(max)
x x.

Если здесь A0x ̸= A
(max)
x x, то хотя бы одна координата вектора A

(max)
x x должна быть строго

больше соответствующей координаты вектора A0x. Но тогда в силу строгой покоординатной
монотонности функции ν(·) имеет место неравенство

ν(A0x) < ν(A(max)
x x),

противоречащее предположению о том, что матрица A0 ∈ A доставляет максимум по A ∈ A

функции ν(Ax). Следовательно, A0x = A
(max)
x x, и утверждение (ii) доказано.

Замечание 3. Утверждение (ii) теоремы 4 в общем случае не верно, если функция ν(·) по-
координатно монотонна, но не строго покоординатно монотонна.

Замечание 4. Построение матрицы A(max) не зависит от функции ν(·).

4.2. Многошаговая максимизация: решение задачи 4

Перейдем теперь к вопросу о нахождении величины (7) при некоторых n > 1 и x ∈ RN ,
x > 0. Построим последовательно матрицы A

(max)
i , i = 1, 2, . . . , n, следующим образом:

– матрицу A
(max)
1 построим по вектору x0 = x так, как это описано в предыдущем разделе:

A
(max)
1 = A

(max)
x0 ;

– если уже построены матрицы A
(max)
i , i = 1, 2, . . . , k, то матрицу A

(max)
k+1 построим по вектору

xk = A
(max)
k · · ·A(max)

1 x

таким образом, чтобы максимизировать функцию

ν(AA
(max)
k · · ·A(max)

1 x) = ν(Axk)

по всем A ∈ A так, как это описано в предыдущем разделе. Таким образом, матрица A
(max)
k+1

определяется равенством A
(max)
k+1 = A

(max)
xk .

По определению матриц A
(max)
i тогда в силу (10) при всех A ∈ A справедливы неравенства

Ax ≤ A
(max)
1 x,

AA
(max)
1 x ≤ A

(max)
2 A

(max)
1 x,

. . .

AA
(max)
n−1 · · ·A(max)

1 x ≤ A(max)
n · · ·A(max)

1 x,
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откуда следует, что

An · · ·A1x ≤ A(max)
n · · ·A(max)

1 x (11)

при всех An, . . . , A1 ∈ A .

Теорема 5. Пусть A — компактное H-множество положительных (N × N)-матриц,
ν(·) — покоординатно монотонная функция, а x ∈ RN , x > 0 — некоторый вектор.

(i) Тогда набор матриц A
(max)
1 , . . . , A

(max)
n доставляет максимум по A1, . . . , An ∈ A функ-

ции ν(An · · ·A1x), т.е.

max
An,...,A1∈A

ν(An · · ·A1x) = ν(A(max)
n · · ·A(max)

1 x).

(ii) Пусть A — компактное H-множество положительных матриц. Если набор матриц
Ã1, . . . , Ãn доставляет функции ν(An · · ·A1x) максимум по An, . . . , A1 ∈ A , и функция
ν(·) строго покоординатно монотонна, то

Ãi · · · Ã1x = A
(max)
i · · ·A(max)

1 x, i = 1, 2, . . . , n. (12)

Доказательство. Утверждение (i) прямо следует из неравенства (11) и покоординатной
монотонности функции ν(·).

Для доказательства утверждения (ii) заметим, что

Ã1x ≤ A
(max)
1 x,

Ã2Ã1x ≤ A
(max)
2 A

(max)
1 x,

. . .

ÃnÃn−1 · · · Ã1x ≤ A(max)
n · · ·A(max)

1 x,

Если здесь равенства (12) не выполняются при некотором i0, но выполняются при всех i < i0,
то хотя бы одна координата вектора A

(max)
i0

· · ·A(max)
1 x должна быть строго больше соответ-

ствующей координаты вектора Ãi0 · · · Ã1x. Но тогда в силу положительности матриц из мно-
жества A для каждого j ≥ i0 будет выполняться неравенство

ÃjÃj−1 · · · Ã1x ≤ A
(max)
j · · ·A(max)

1 x,

причем хотя бы одна координата вектора A
(max)
j · · ·A(max)

1 x будет строго больше3 соответству-
ющей координаты вектора ÃjÃj−1 · · · Ã1x. Но тогда, в силу строгой покоординатной монотон-
ности функции ν(·), при j = n получим неравенство

ν(Ãn · · · Ã1x) < ν(A(max)
n · · ·A(max)

1 x),

противоречащее предположению о том, что набор матриц Ã1 . . . , Ãn доставляет максимум по
An, . . . , A1 ∈ A функции ν(An · · ·A1x). Следовательно, равенства (12) должны выполняться
при всех i = 1, 2, . . . , n, и утверждение (ii) доказано.

Замечание 5. Построение каждой последующей матрицы A
(max)
i производится “позицион-

но” или, что то же, — “по принципам динамического программирования”, т.е. только по ин-
формации, известной к данному шагу. При этом это построение не зависит от функции ν(·), а
значит, и от сложности ее вычисления!
3 Это рассуждение “провалится”, если предполагать лишь неотрицательность матриц из множества A .
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5. МНОЖЕСТВА НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫХ МАТРИЦ

Все рассмотрения в настоящей работе проводились для классов матриц с положительными
элементами. В ряде ситуаций требование положительности матриц может быть ограничитель-
ным, однако переход к матрицам с произвольными элементами в контексте рассматриваемых
в работе проблем вряд ли возможен, см., например, обсуждение в [17]. Даже переход к мат-
рицам с неотрицательными элементами возможен не всегда, поскольку для таких матриц в
общем случае теряют силу многие конструкции и утверждения раздела 2. Тем не менее в одном
частном, но практически интересном случае переход к неотрицательным матрицам возможен.

Обозначим через U(N,M) cовокупность всех IRU-множеств неотрицательных (N × M)-
матриц, а через L(N,M) — cовокупность всех множеств N×M неотрицательных матриц A =
{A1, A2, . . . , An}, в которых матрицы Ai удовлетворяют соотношениям 0 ≤ A1 ≤ A2 ≤ · · · ≤
An. Множества неотрицательных матриц U(N,M) и L(N,M) в естественном смысле можно
трактовать как замыкания соответствующих множеств положительных матриц U(N,M) и
L(N,M).

Обозначим теперь через H∗(N,M) множество всех множеств матриц, представимых в ви-
де значений матричных полиномов (9) с аргументами, берущимися из матричных множеств
U(Ni,Mi) ∪ L(Ni,Mi). В этом случае класс H∗(N,M) уже не включается в H(N,M), но, как
показано в [17], для каждой матрицы A ∈ H∗(N,N) остаются справедливыми равенства (8),
т.е. справедлив аналог теоремы 1.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При проектировании систем управления с асинхронно срабатывающими (переключающи-
мися) компонентами одной из основных является проблема оценки (вычислимости) совместно-
го или нижнего спектрального радиуса получившейся системы, определяющих ее устойчивость
или стабилизируемость, соответственно.

Предложенный в работе подход к решению данной проблемы выполнен в духе идеологии
модульности конструирования систем управления — его можно сравнить с созданием игрушек
с помощью конструктора LEGOr.

Напомним, что конструктор LEGOr состоит из “кирпичиков с шипами”, соединяя кото-
рые практически в произвольном порядке (ориентированном за счет наличия шипов), можно
получать разнообразные конструкции.

Как показано в работе, каждое H-множество матриц A также можно интерпретировать как
своего рода конструктор LEGOr для создания систем управления, элементами которого (кир-
пичиками в этом конструкторе) являются асинхронные блоки (контроллеры), с переходными
характеристиками, описываемыми множествами матриц Ai ∈ A . Тогда, как показано выше,
любое последовательно-параллельное рекурсивное соединение блоков нашего “конструктора”
A приводит к образованию систем, совместный и нижний спектральные радиусы которых,
определяющие их устойчивость или стабилизируемость, всегда могут быть конструктивно вы-
числены с помощью формулы (8).
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pliquées, Département d’ingénierie mathématique, Center for Systems Engineering and Applied Mechan-
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Constructive stability and stabilizability of positive linear
discrete-time switching systems

V. S. Kozyakin

We describe a new class of positive linear discrete-time switching systems for which the problems of
stability or stabilizability can be resolved constructively. The systems constituting this class can be treated
as a natural generalization of systems with the so-called independently switching state vector components.
Distinctive feature of such systems is that their components can be arbitrarily ‘re-connected’ in parallel or in
series without loss of the ‘constructive resolvability’ property for the problems of stability or stabilizability
of a system. It is shown also that, for such systems, the individual positive trajectories with the greatest or
the lowest rate of convergence to the zero can be built constructively.

KEYWORDS: switching systems, stability, stabilizability, constructive criteria, Hourglass al-
ternative.
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