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Àííîòàöèÿ�Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ýôôåêòèâíûé ïî âðåìåíè è ïàìÿòè àëãîðèòì ðåøåíèÿ
çàäà÷è î íàèáîëåå ýêîíîìíîì (ò.å. ñ íàèìåíüøåé ñóììàðíîé öåíîé) ïðåîáðàçîâàíèè ëþáîãî
îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, ÿâëÿþùåãîñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì öåïåé è öèêëîâ, â
ëþáîé äðóãîé ãðàô ýòîãî âèäà. Äîêàçàíû êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà (ò.å. îí âñåãäà âûäà¼ò
ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà ñóììàðíîé öåíû) è ëèíåéíàÿ îöåíêà íà âðåìÿ è ïàìÿòü åãî ðàáîòû.

ÊËÞ×ÅÂÛÅ ÑËÎÂÀ: ëèíåéíûé àëãîðèòì, îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, öåïü, öèêë, ïðåîáðàçî-
âàíèå ãðàôà, öåíà îïåðàöèè, êîìáèíàòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðèâîäèòñÿ ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ëèíåéíîãî àëãî-
ðèòìà ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé êîìáèíàòîðíî-îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è; äî ñèõ ïîð çàäà÷à íå áûëà
ðåøåíà ñòðîãî è ïðè îáùèõ óñëîâèÿõ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ íèæå.

Äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ñâÿçíûå êîìïîíåíòû êîòîðîãî (áåç ó÷¼òà îðèåíòàöèè) � öèê-
ëû è öåïè; ð¼áðà ãðàôà ïîìå÷åíû íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè áåç ïîâòîðåíèé (èìåíàìè ð¼áåð).
Çàäà÷à íàèáîëåå ýêîíîìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíîãî òàêîãî îðãðàôà â äðóãîé íà ýâðèñòè÷å-
ñêîì óðîâíå àêòèâíî èçó÷àåòñÿ â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ. Ôèêñèðîâàí ñïèñîê îïåðàöèé,
êîòîðûå ïðåîáðàçóþò òàêèå ãðàôû äðóã â äðóãà. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ãðàôû è áîëåå îáùåãî
âèäà, ÷åì óêàçàííûé, è ëþáîé ñïèñîê îïåðàöèé, íî â äëèòåëüíîé èñòîðèè èññëåäîâàíèé (ïî
ðàçíûì, ïðåæäå âñåãî, ïðèêëàäíûì ïðè÷èíàì) ñôîðìèðîâàëèñü óêàçàííûå îãðàíè÷åíèÿ íà
ãðàô è ñïèñîê îïåðàöèé, êîòîðûé ïðèâåä¼í â ñëåäóþùåì ïóíêòå 2. Êàæäîé îïåðàöèè ïðèïè-
ñàíî ÷èñëî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ å¼ öåíîé. Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ öåíû � ñòðîãî ïîëîæèòåëü-
íûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, íî òåîðåòè÷åñêè èõ ìîæíî ñ÷èòàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé, ïðèìåíÿåìûõ äðóã çà äðóãîì, íà÷èíàÿ ñ äàííîãî ãðàôà a, è çà-
êàí÷èâàÿ íåêîòîðûì ðåçóëüòèðóþùèì ãðàôîì b, ïðèïèñûâàåòñÿ ñóììàðíàÿ öåíà, ñóììà öåí
âñåõ îïåðàöèé â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è. Ïóñòü äàíû äâà ãðàôà a è b; íàéòè ìèíèìàëüíóþ ïî ôóíêöèîíàëó
ñóììàðíîé öåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé, êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåò a â b. Òàêóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íàçûâàþò êðàò÷àéøåé, à å¼ öåíó - êðàò÷àéøåé öåíîé.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, õîòÿ ýòî íå äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èëè êðàò÷àéøåé öåíû äëÿ ïåðåìåííûõ a, b è ïåðåìåííûõ öåí îïåðàöèé ÿâëÿåòñÿ NP-
òðóäíîé. Îíà îñòà¼òñÿ òàêîâîé, åñëè ôèêñèðîâàòü ïðîèçâîëüíûå (ñëó÷àéíûå) öåíû îïåðàöèé.
Ïîñêîëüêó ïðèêëàäíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ëèíåéíûå èëè, âî âñÿêîì ñëó÷àå, ïîëèíîìèàëü-
íûå àëãîðèòìû íèçêîé ñòåïåíè, ïðèõîäèòñÿ íàêëàäûâàòü êàêîå-òî óñëîâèå íà öåíû; ïðîñòåé-
øèé ïðèìåð òàêîãî óñëîâèÿ � âñå öåíû ðàâíû. Çàäà÷ó ñ ýòèì îãðàíè÷åíèåì íàçîâ¼ì çàäà÷åé
ñ ðàâíûìè öåíàìè.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷¼ò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò �14�50�00150).
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Â ýòîé çàäà÷å èçâåñòíî îãðàíè÷åíèå è äðóãîãî òèïà: â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé, êîòî-
ðàÿ ïðåîáðàçóåò a â b, âêëþ÷àÿ è ñàìè a è b, ïðèñóòñòâóåò îäèí è òîò æå ïîñòîÿííûé íàáîð
èì¼í. Çàäà÷ó ñ ýòèì îãðàíè÷åíèåì íàçîâ¼ì ñ ïîñòîÿííûì ñîñòàâîì (èì¼í ð¼áåð). Â îòñóò-
ñòâèè ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷ó íàçîâ¼ì ñ ïåðåìåííûì ñîñòàâîì.

Êðàòêèé îáçîð ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò ñîäåðæèòñÿ â [1, 2], îäíî èç âîçìîæíûõ ÷èñëåííûõ
ïðèëîæåíèé ïðåäëîæåííîãî íàìè àëãîðèòìà îïèñàíî â [2]. Â [1] àâòîðû ïðåäëîæèëè ëèíåéíûé
ïî âðåìåíè àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñëó÷àå çàäà÷è ñ ðàâíûìè
öåíàìè; â ýòîì ñëó÷àå èñêîìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé.

2. Ñïèñîê îïåðàöèé è âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôà a â ãðàô b
ðàçðåøåíû ñëåäóþùèå øåñòü îïåðàöèé. Ðàçðåç âåðøèíû, ðèñ. 1à, ðàçáèâàåò öåïü íà äâå öåïè
èëè ðàçìûêàåò öèêë ïî å¼/åãî âåðøèíå; îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ ñêëåéêè (îòîæäåñòâëåíèÿ) äâóõ
ñâîáîäíûõ êðà¼â ðàçíûõ öåïåé èëè îäíîé öåïè. Ïîëóòîðíàÿ ïåðåêëåéêà, ðèñ. 1b, ðàçáèâàåò
öåïü èëè öèêë è ñêëåèâàåò îäèí èç îáðàçîâàâøèõñÿ êðà¼â ñ êàêèì-òî ñâîáîäíûì êðàåì. Äâîé-
íàÿ ïåðåêëåéêà, ðèñ. 1ñ, ðàçáèâàåò äâå öåïè (èëè öèêëà) èëè îäíó öåïü (öèêë) â äâóõ ìåñòàõ
è ñêëåèâàåò ÷åòûðå îáðàçîâàâøèõñÿ êðàÿ ïî-äðóãîìó. Óäàëåíèå ó÷àñòêà (èç íåñêîëüêèõ ð¼-
áåð) öåïè èëè öèêëà, ðèñ. 1d, åñëè íîìåðà ð¼áåð ó÷àñòêà íå óïîìèíàþòñÿ â ãðàôå b è ñêëåéêà
îáðàçîâàâøèõñÿ êîíöîâ; îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ âñòàâêè ó÷àñòêà â öåïü èëè öèêë, åñëè íîìåðà
åãî ð¼áåð íå óïîìèíàþòñÿ â ãðàôå a. Îðèåíòàöèÿ ð¼áåð íå èñïîëüçóåòñÿ â îïåðàöèÿõ. Ïåðâûå
÷åòûðå îïåðàöèè íàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè, à ïîñëåäíèå äâå äîïîëíèòåëüíûìè.

a) Ðàçðåç è ñêëåéêà ...| i |× i′ | ... ⇐⇒
... | i |

| i′ | ...

b) Ïîëóòîðíàÿ ïåðåêëåéêà
| i′ | ...

=⇒
... | i |× j | ...

| i′ | ...

... | i | i′ | ...

| j | ...

c) Äâîéíàÿ ïåðåêëåéêà
...| i |× j | ...

... | i′ |× j′ | ...
=⇒

... | i | j′ | ...

... | i′ | j | ...

d) Óäàëåíèå è âñòàâêà ...| i | p | ..| q | i′ | ... ⇐⇒ ... | i | i′ | ...

Ðèñ. 1. Îïåðàöèè, êîòîðûå ïðåîáðàçóþò îäèí ãðàô, óêàçàííîãî âèäà, â äðóãîé òîãî æå âèäà.

Íàïîìíèì ñõåìó àëãîðèòìà èç [1]. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îáùåãî ãðàôà a + b äâóõ îðãðàôîâ a
è b. Åãî âåðøèíû èìåþò âèä n1 èëè n2, äëÿ êàæäîãî ðåáðà ñ èìåíåì n, ïðåäñòàâëåííîãî â a
è b; èíäåêñ óêàçûâàåò íà íà÷àëî èëè êîíåö òàêîãî ðåáðà. Ýòè âåðøèíû â a + b íàçûâàþòñÿ
îáû÷íûìè. Êðîìå òîãî, âåðøèíàìè â a + b ÿâëÿþòñÿ áëîêè � ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ
ñâÿçíûå ó÷àñòêè èç ð¼áåð, ïðèíàäëåæàùèõ ëèøü îäíîìó èç ãðàôîâ a è b. Ýòè âåðøèíû â a+ b
íàçûâàþòñÿ îñîáûìè è ïîìå÷àþòñÿ ìíîæåñòâîì èì¼í áëîêà. Ó îáùåãî ãðàôà a + b èìåþòñÿ
ñëåäóþùèå ð¼áðà. Îáû÷íîå ðåáðî ñîåäèíÿåò äâå îáû÷íûõ âåðøèíû, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå
èì êðàÿ ñêëååíû (îòîæäåñòâëåíû) â a èëè â b. Îñîáîå ðåáðî ñîåäèíÿåò îáû÷íóþ âåðøèíó
ñ îñîáîé, åñëè â a èëè â b êðàé, ñîîòâåòñòâóþùèé îáû÷íîé âåðøèíå, ñêëååí ñ êðàåì áëîêà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî îñîáîé âåðøèíå. Òàêîå ðåáðî ïîìå÷àåòñÿ êàê a- èëè b-ðåáðî ñîîòâåòñòâåííî.
Ïåòëÿ â a+b ñîîòâåòñòâóåò öèêëó, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ áëîêîì; èíûìè ñëîâàìè, îñîáàÿ âåðøèíà
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ýòîãî áëîêà ñîåäèíÿåòñÿ ñ ñîáîé. Âèñÿ÷èì íàçûâàåòñÿ ðåáðî îáùåãî ãðàôà, ó êîòîðîãî îäèí
êîíåö îñîáûé è íè ñ êåì íå ñîåäèí¼í.

Îáùèé ãðàô ñîñòîèò èç öåïåé è öèêëîâ, êîòîðûå òàêæå íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè. Ðàç-
ìåðîì êîìïîíåíòû íàçîâ¼ì ñóììó â íåé ÷èñëà îáû÷íûõ ð¼áåð è ïîëîâèíû ÷èñëà îñîáûõ
íåâèñÿ÷èõ ð¼áåð. Äîïîëíèì îïðåäåëåíèå: ðàçìåð ïåòëè ðàâåí 0, ðàçìåð èçîëèðîâàííîé îñî-
áîé âåðøèíû (íå ïåòëè), ðàâåí −1. Â [1] äîêàçàíî, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å
ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïðèâåäåíèÿ) îáùåãî ãðàôà ê ôèíàëüíîìó âèäó, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ñîñòîÿùèé èç öèêëîâ äëèíû 2 áåç îñîáûõ âåðøèí è èçîëèðîâàííûõ îáû÷íûõ âåðøèí. Ïðèâå-
äåíèå îáùåãî ãðàôà âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ïåðå÷èñëåííûì âûøå ñ îäíèì
èñêëþ÷åíèåì: âñòàâêà çàìåíÿåòñÿ óäàëåíèåì îñîáîé b-âåðøèíû. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äîêàçà-
òåëüñòâî â [1] ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ äâóõ ôîðìóëèðîâîê çàäà÷è ñîõðàíÿåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ,
åñëè öåíû âñåõ ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé ðàâíû, à öåíû óäàëåíèÿ è âñòàâêè ëþáûå.

3. Ïðèâåäåíèå îáùåãî ãðàôà â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà è ðàçíûõ öåí îïåðàöèé. Îáîçíà-
÷èì öåíó ðàçðåçà c1, ñêëåéêè c′1, ïîëóòîðíîé ïåðåêëåéêè c1.5, äâîéíîé ïåðåêëåéêè c2. Ðàññìîò-
ðèì äâà âàðèàíòà ñîîòíîøåíèÿ öåí: c2 6 c1 6 c′1 6 c1.5 (öèêëè÷åñêèé âàðèàíò) è c1 6 c′1 6
c1.5 6 c2 (ëèíåéíûé âàðèàíò).

Áóäåì èñêàòü êðàò÷àéøóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåäè âñåõ ìèíèìàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé, ò.å. ðåøàòü çàäà÷ó óñëîâíîé îïòèìèçàöèè. Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ óñëîâíî
êðàò÷àéøåé. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îáùèé ãðàô ñîñòîèò èç öèêëîâ è öåïåé, â êîòîðûõ
÷åðåäóþòñÿ a- è b-ð¼áðà. Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ñîñòàâà êà÷åñòâîì H(a+ b) îáùåãî ãðàôà a+ b
íàçîâ¼ì ÷èñëî öèêëîâ ñëîæåííîå ñ ïîëîâèíîé ÷èñëà ÷¼òíûõ öåïåé â íåì. ×¼òíîé íàçûâàåòñÿ
öåïü ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì ð¼áåð, à òàêæå öåïü ðàçìåðà íîëü; öåïè íå÷¼òíîãî ðàçìåðà íå ó÷èòû-
âàþòñÿ; ïîíÿòèÿ ðàçìåðà è äëèíû â ýòîì ïóíêòå ñîâïàäàþò. Ïóñòü ãðàôû a è b èìåþò ïî n
ð¼áåð.

Ëåììà 1. 1) Êàæäàÿ ñòàíäàðòíàÿ îïåðàöèÿ èçìåíÿåò êà÷åñòâî îáùåãî ãðàôà íà 0 èëè ±1.
2) Äëÿ íåôèíàëüíîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò îïåðàöèÿ, óâåëè÷èâàþùàÿ åãî êà÷åñòâî íà 1.

3) Ãðàô a+b ôèíàëüíûé, åñëè è òîëüêî åñëè a = b; äëÿ ôèíàëüíîãî ãðàôà a+b âûïîëíÿåòñÿ
H(a+ b) = n.

4) Êàê áåçóñëîâíàÿ, òàê è óñëîâíàÿ çàäà÷è äëÿ a è b ýêâèâàëåíòíû ñîîòâåòñòâóþùèì

çàäà÷àì î ïðèâåäåíèè îáùåãî ãðàôà a+ b ê ôèíàëüíîìó âèäó.

5) Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé, ïðåîáðàçóþùàÿ a+b ê ôèíàëüíîìó âèäó, íà
êàæäîì øàãå êîòîðîé êà÷åñòâî óâåëè÷èâàåòñÿ ðîâíî íà 1; å¼ äëèíà ðàâíà k = n−H(a+ b).

6) Äëèíà ìèíèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé ðàâíà k.

7) Ìèíèìàëüíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè äëÿ a+ b ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè òå, ó êîòîðûõ

êàæäàÿ îïåðàöèÿ óâåëè÷èâàåò êà÷åñòâî îáùåãî ãðàôà íà 1. Èõ äëèíû ðàâíû k.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûå îïåðàöèè.

Äâîéíàÿ ïåðåêëåéêà. Åñëè îíà ïðèìåíÿåòñÿ ê îäíîìó öèêëó, òî ïîëó÷àåòñÿ îäèí èëè äâà
öèêëà, êà÷åñòâî íå ìåíÿåòñÿ èëè óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Ïðèìåíÿåòñÿ ê îäíîé öåïè: ïîëó÷àåòñÿ
îäíà öåïü òîé æå äëèíû èëè öèêë âìåñòå ñ öåïüþ òîé æå ÷¼òíîñòè, ÷òî è èñõîäíàÿ. Êà÷åñòâî íå
ìåíÿåòñÿ èëè óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Ïðèìåíÿåòñÿ ê äâóì öèêëàì: ïîëó÷àåòñÿ îäèí öèêë, êà÷åñòâî
óìåíüøàåòñÿ íà 1. Ïðèìåíÿåòñÿ ê öèêëó è öåïè: ïîëó÷àåòñÿ îäíà öåïü òîé æå ÷¼òíîñòè, ÷òî è
èñõîäíàÿ. Êà÷åñòâî óìåíüøàåòñÿ íà 1. Ïðèìåíÿåòñÿ ê äâóì öåïÿì: ïîëó÷àþòñÿ äâå öåïè òîé æå
ñóììàðíîé äëèíû, ÷òî è èñõîäíûå. Çäåñü âîçìîæíû ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ: äâå ÷¼òíûå
öåïè â äâå ÷¼òíûå, ú äâå íå÷¼òíûå â äâå íå÷¼òíûå (â îáîèõ ñëó÷àÿõ êà÷åñòâî íå ìåíÿåòñÿ),

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÒÎÌ 16 � 2 2016



226 ÃÎÐÁÓÍÎÂ, ËÞÁÅÖÊÈÉ

äâå ÷¼òíûå â äâå íå÷¼òíûå (êà÷åñòâî óìåíüøàåòñÿ íà 1), äâå íå÷¼òíûå â äâå ÷åòíûå (êà÷åñòâî
óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1), ÷¼òíàÿ è íå÷¼òíàÿ â ÷¼òíàÿ è íå÷¼òíàÿ (êà÷åñòâî íå ìåíÿåòñÿ).

Ïîëóòîðíàÿ ïåðåêëåéêà. Ñâîáîäíàÿ âåðøèíà áåðåòñÿ èç öåïè è ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé. Ïðèìåíÿ-
åòñÿ ê öåïè è âåðøèíà èç íå¼: ïîëó÷àåòñÿ öåïü òîé æå äëèíû (êà÷åñòâî íå ìåíÿåòñÿ) èëè öèêë
âìåñòå ñ öåïüþ òîé æå ÷¼òíîñòè (êà÷åñòâî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1). Ïðèìåíÿåòñÿ ê öåïè è âåðøè-
íà èç äðóãîé öåïè: ïîëó÷àþòñÿ äâå öåïè òîé æå ñóììàðíîé äëèíû, ÷òî èñõîäíûå (âîçìîæíû
âñå òðè âàðèàíòà èçìåíåíèÿ êà÷åñòâà: òå æå, ÷òî è â ñëó÷àå äâîéíîé ïåðåêëåéêè). Ïðèìåíÿ-
åòñÿ ê öèêëó è âåðøèíà èç öåïè: ïîëó÷àåòñÿ öåïü òîé æå ÷¼òíîñòè, ÷òî èñõîäíàÿ (êà÷åñòâî
óìåíüøàåòñÿ íà 1).

Ðàçðåç. Ïðèìåíÿåòñÿ ê öèêëó: ïîëó÷àåòñÿ öåïü íå÷¼òíîé äëèíû (êà÷åñòâî óìåíüøàåòñÿ
íà 1). Ïðèìåíÿåòñÿ ê öåïè: ïîëó÷àþòñÿ äâå öåïè ñóììàðíîé äëèíû íà 1 ìåíüøåé, ÷åì äëèíà
èñõîäíîé öåïè. Âîçìîæíû ïåðåõîäû: ÷¼òíàÿ öåïü â ÷¼òíóþ è íå÷¼òíóþ öåïè (êà÷åñòâî íå
ìåíÿåòñÿ), íå÷¼òíàÿ öåïü â äâå íå÷¼òíûå öåïè (êà÷åñòâî íå ìåíÿåòñÿ), íå÷¼òíàÿ öåïü â äâå
÷¼òíûå öåïè (êà÷åñòâî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1).

Ñêëåéêà. Ïðèìåíÿåòñÿ ê îäíîé öåïè (îáÿçàòåëüíî íå÷¼òíîé): ïîëó÷àåòñÿ öèêë (êà÷åñòâî
óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1). Ïðèìåíÿåòñÿ ê äâóì öåïÿì: ïîëó÷àåòñÿ öåïü äëèíû íà 1 áîëüøåé ñóììû
äëèí èñõîäíûõ öåïåé. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ïåðåõîäû: ÷¼òíàÿ è íå÷¼òíàÿ öåïè â ÷¼òíóþ öåïü
(êà÷åñòâî íå ìåíÿåòñÿ), äâå íå÷¼òíûå öåïè â íå÷¼òíóþ öåïü (êà÷åñòâî íå ìåíÿåòñÿ), äâå ÷¼òíûå
öåïè â íå÷¼òíóþ öåïü (êà÷åñòâî óìåíüøàåòñÿ íà 1).

5) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ï. 2.

Îïóñòèì ïðîñòûå äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ ïóíêòîâ. �

Äëÿ íàãëÿäíîñòè íà ñòðàíèöå http://lab6.iitp.ru/-/graph_transformation_algorithms (ï. 1)
ïðèâåäåíà èëëþñòðàöèÿ ðàáîòû íàøèõ àëãîðèòìîâ, êîòîðàÿ íå ñóùåñòâåííà äëÿ ôîðìàëüíîãî
ïîíèìàíèÿ äîêàçàòåëüñòâ. Äàëåå áóäåì óïîìèíàòü ýòè ðèñóíêè áåç óïîìèíàíèÿ ññûëêè.

Îïèøåì òî÷íûé ëèíåéíûé àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ê ôèíàëüíîìó âèäó â ñëó÷àÿõ öèêëè÷å-
ñêîãî è ëèíåéíîãî ñîîòíîøåíèé öåí. Äëÿ öèêëè÷åñêîãî âàðèàíòà îí ñîñòîèò èç òð¼õ øàãîâ.

Øàã 1. Åñëè èìååòñÿ öèêë äëèíû ñòðîãî áîëüøåé äâóõ, äâîéíîé ïåðåêëåéêîé ðàçáèâàåì åãî
íà äâà öèêëà, îäèí èç êîòîðûõ èìååò äëèíó 2, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2a.

Øàã 2. Ñêëåéêîé êàæäóþ íå÷¼òíóþ öåïü çàìûêàåì â öèêë, ïîñëå ÷åãî ïðèìåíÿåì øàã 1,
ðèñ. 2b.

Øàã 3. Ïîëóòîðíîé ïåðåêëåéêîé êàæäóþ íåíóëåâóþ ÷¼òíóþ öåïü çàìûêàåì â öèêë, îäèí
êðàé öåïè ñòàíîâèòñÿ íóëåâîé öåïüþ, ðèñ. 2c. Çàòåì ïðèìåíÿåì øàã 1.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ óñëîâíîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî âàðèàíòà ñîñòîèò òàêæå èç òð¼õ øàãîâ.

Øàã 1. Òîò æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì àëãîðèòìå.

Øàã 2. Ðàçðåçîì îò êàæäîé íå÷¼òíîé öåïè îòäåëÿåì êðàéíþþ âåðøèíó, ïîëó÷àåì ÷¼òíóþ
öåïü íà 1 ìåíüøåé äëèíû è íóëåâóþ öåïü, ðèñ. 3a.

Øàã 3. Ïîëóòîðíîé ïåðåêëåéêîé êàæäóþ íåíóëåâóþ ÷¼òíóþ öåïü óêîðà÷èâàåì íà 2 ðåáðà
è çàìûêàåì äâà å¼ êðàéíèõ ðåáðà â öèêë, ïîêà â îáùåì ãðàôå íå îñòàíåòñÿ íåíóëåâûõ öåïåé,
ðèñ. 3b.

Åñëè íè îäèí øàã íå ïðèìåíèì, òî îáùèé ãðàô óæå èìååò ôèíàëüíûé âèä, è ê íåìó ïðè-
ìåíÿåòñÿ ïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé. �

Òåîðåìà 1. Óêàçàííûå ëèíåéíûå àëãîðèòìû òî÷íî ðåøàþò çàäà÷ó óñëîâíîé îïòèìèçàöèè

äëÿ öèêëè÷åñêîãî è ëèíåéíîãî âàðèíàòîâ öåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìèíèìàëüíîñòü ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò èç ëåììû 1. Èç
íå¼ æå ñëåäóåò ëèíåéíîñòü àëãîðèòìà ïî âðåìåíè.
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Äîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðàò÷àéøàÿ. Â îáùåì ãðàôå a-öåïüþ íàçî-
â¼ì íå÷¼òíóþ öåïü, ó êîòîðîé êðàéíèå ðåáðà ïîìå÷åíû a. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ b-öåïü.
Ïóñòü n1 � ÷èñëî öèêëîâ â îáùåì ãðàôå, `1 � ñóììà èõ äëèí; îïðåäåëèì àíàëîãè÷íûå âåëè-
÷èíû na, `a äëÿ a-öåïåé, nb, `b äëÿ b-öåïåé, è n2, `2 äëÿ ÷¼òíûõ íåíóëåâûõ öåïåé. Îáîçíà÷èì
n3 = na + nb, `3 = `a + `b. Ñóììàðíàÿ öåíà â ïîëó÷åííîé àëãîðèòìîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ
öèêëè÷åñêîãî âàðèàíòà ðàâíà

c2[0.5(`1 + `2 + `3)− n1 − 0.5n3 − n2] + c1.5n2 + c1na + c′1nb,

à äëÿ ëèíåéíîãî âàðèàíòà ðàâíà

c2(0.5`1 − n1) + 0.5c1.5(`2 + `3 − n3) + c1na + c′1nb.

Ýòó ñóììàðíóþ öåíó äëÿ îáùåãî ãðàôà G îáîçíà÷èì c(G). Êðàò÷àéøóþ öåíó äëÿ ïðèâå-
äåíèÿ ãðàôà G ê ôèíàëüíîìó âèäó îáîçíà÷èì C(G). Èíäóêöèåé ïî âåëè÷èíå C(G) ïîêàæåì,
÷òî äëÿ âñåõ ãðàôîâ G âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî c(G) 6 C(G). Îòñþäà c(G) = C(G), ÷òî è
òðåáóåòñÿ.

×èñëî âåðøèí â ãðàôå G ôèêñèðîâàíî, ïîýòîìó ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ öåí êîíå÷íî.
Èíäóêöèÿ èäåò ïî åñòåñòâåííîìó ïîðÿäêó â ýòîì ìíîæåñòâå öåí. Åñëè C(G) = 0, òî ãðàô G
ôèíàëüíîãî âèäà è c(G) = 0.

Èíäóêòèâíûé øàã. Ïóñòü äëÿ âñåõ ãðàôîâ G′, ó êîòîðûõ C(G′) < C(G), âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî c(G) 6 C(G). Äîêàæåì åãî äëÿ G. Ðàññìîòðèì ïðèâîäÿùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ
G. Îáîçíà÷èì o � åå ïåðâóþ îïåðàöèþ, c(o) � åå öåíó, o(G) � ðåçóëüòàò åå ïðèìåíåíèÿ ê G.
Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî

c(o) > c(G)− c(o(G)).

Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ o óâåëè÷èâàåò êà÷åñòâî G íà 1, ïîñëå å¼ ïðèìåíåíèÿ ÷èñëî öèêëîâ
óâåëè÷èòüñÿ íà 1 èëè ÷èñëî ÷¼òíûõ öåïåé � íà 2. Ïåðåáåð¼ì ñëó÷àè.

1) o � äâîéíàÿ ïåðåêëåéêà, ïðèìåíÿåòñÿ ê öèêëó è ðàçáèâàåò åãî íà äâà öèêëà, ðèñ. 2a.
Òîãäà n1 óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, äðóãèå âåëè÷èíû â ôîðìóëå äëÿ c(G) íå ìåíÿþòñÿ. Âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî c(o) = c2 = c(G)− c(o(G)).

2) o � äâîéíàÿ ïåðåêëåéêà, ïðèìåíÿåòñÿ ê öåïè, âûðåçàåò èç íåå öèêë, ðèñ. 4a.

Ïîëó÷àåòñÿ öèêë è íåíóëåâàÿ öåïü òîé æå ÷¼òíîñòè, ÷òî è ïåðâîíà÷àëüíàÿ. Âåëè÷èíà n1

óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, âåëè÷èíà `1 óâåëè÷èâàåòñÿ íàñòîëüêî, íàñêîëüêî óìåíüøàåòñÿ ñóììà `2+`3
(ïóñòü íà íåêîòîðîå p). Äðóãèå âåëè÷èíû â ôîðìóëå äëÿ c(G) íå ìåíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ öèêëè÷åñêîãî âàðèàíòà âûïîëíÿåòñÿ c2 = c(G)− c(o(G)), à äëÿ ëèíåéíîãî âàðèàíòà c(G)−
c(o(G)) = c2 − 0.5c2p+ 0.5c1.5p 6 c2.

3) o � äâîéíàÿ ïåðåêëåéêà, ïðèìåíÿåòñÿ ê äâóì íå÷¼òíûì öåïÿì: a-öåïè è b-öåïè, ðèñ. 4b.
Ïîëó÷àþòñÿ äâå íåíóëåâûå ÷¼òíûå öåïè òîé æå ñóììàðíîé äëèíû, ÷òî è èñõîäíûå. Âåëè-
÷èíû na è nb óìåíüøàþòñÿ íà 1, âåëè÷èíà n3 óìåíüøàåòñÿ íà 2, n2 óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2,
`3 óìåíüøàåòñÿ íàñòîëüêî, íàñêîëüêî óâåëè÷èâàåòñÿ `2. Äëÿ öèêëè÷åñêîãî âàðèàíòà èìååì
c(G)− c(o(G)) = −c2 + 2c2 − 2c1.5 + c1 + c′1 = c2 + c1 + c′1 − 2c1.5 6 c2. Äëÿ ëèíåéíîãî âàðèàíòà
èìååì c(G)− c(o(G)) = −c1.5 + c1 + c′1 6 c2.

4) o � ïîëóòîðíàÿ ïåðåêëåéêà, ïðèìåíÿåòñÿ ê öåïè, îòðåçàåò îò íå¼ öèêë, ðèñ. 2c. Ïîëó-
÷àåòñÿ öèêë è (âîçìîæíî, íóëåâàÿ) öåïü òîé æå ÷¼òíîñòè, ÷òî è èñõîäíàÿ öåïü. Âåëè÷èíà n1

óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, âåëè÷èíà `1 óâåëè÷èâàåòñÿ íàñòîëüêî, íàñêîëüêî óìåíüøàåòñÿ ñóììà `2+`3
(ïóñòü íà íåêîòîðîå p). Åñëè ïîëó÷åííàÿ öåïü íóëåâàÿ, òî åù¼ n2 óìåíüøàåòñÿ íà 1. Äëÿ öèê-
ëè÷åñêîãî âàðèàíòà èìååì c(G)− c(o(G)) = c2 6 c1.5 (íåíóëåâîé ñëó÷àé) è c(G)− c(o(G)) = c1.5
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(íóëåâîé ñëó÷àé). Äëÿ ëèíåéíîãî âàðèàíòà, ó÷èòûâàÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî p > 2, èìååì
c(G)− c(o(G)) = c2 − 0.5c2p+ 0.5c1.5p 6 c1.5.

5) o � ïîëóòîðíàÿ ïåðåêëåéêà, ïðèìåíÿåòñÿ ê äâóì íå÷¼òíûì öåïÿì: a-öåïè è b-öåïè,
ðèñ. 4c. Ïîëó÷àþòñÿ äâå ÷¼òíûå öåïè òîé æå ñóììàðíîé äëèíû, ÷òî è èñõîäíûå; îäíà èç
íèõ ìîæåò áûòü íóëåâîé. Åñëè îáå öåïè íåíóëåâûå, ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 3. Èíà÷å
(òåïåðü âåëè÷èíà n2 óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1) äëÿ öèêëè÷åñêîãî âàðèàíòà èìååì c(G) − c(o(G)) =
−c2 + c2 − c1.5 + c1 + c′1 = c1 + c′1 − c1.5 6 c1.5 è àíàëîãè÷íî äëÿ ëèíåéíîãî âàðèàíòà.

6) o � ñêëåéêà, ïðèìåíÿåòñÿ ê íå÷¼òíîé öåïè, çàìûêàåò åå â öèêë, ðèñ. 2b. Çäåñü c(o) = c1,
åñëè öåïü ÿâëÿåòñÿ a-öåïüþ è c(o) = c′1, åñëè öåïü ÿâëÿåòñÿ b-öåïüþ. Âåëè÷èíà n1 óâåëè-
÷èâàåòñÿ íà 1, âåëè÷èíà n3 è îäíà èç âåëè÷èí na èëè nb óìåíüøàåòñÿ íà 1, `1 óâåëè÷è-
âàåòñÿ íà íåêîòîðîå p > 2, `3 óìåíüøàåòñÿ íà p − 1. Äëÿ öèêëè÷åñêîãî âàðèàíòà èìååì
c(G)−c(o(G)) = −0.5c2+c2−0.5c2+c(o) = c(o). Äëÿ ëèíåéíîãî âàðèàíòà èìååì c(G)−c(o(G)) =
−0.5c2p+ c2 + 0.5c1.5(p− 2) + c(o) 6 c(o).

7) o� ðàçðåç, ïðèìåíÿåòñÿ ê íå÷¼òíîé öåïè, ðàçðåçàÿ åå íà äâå ÷¼òíûå, ðèñ. 4a è 4d, ïðè ýòîì
â a-öåïè ðàçðåçàåòñÿ ðåáðî ñ ïîìåòêîé a èëè â b-öåïè ðàçðåçàåòñÿ ðåáðî ñ ïîìåòêîé b. Çäåñü
c(o) = c1, åñëè ðàçðåçàåìîå ðåáðî ïîìå÷åíî a, è c(o) = c′1, åñëè îíî ïîìå÷åíî b. Ïîëó÷àþòñÿ
äâå ÷¼òíûå öåïè íà 1 ìåíüøåé ñóììàðíîé äëèíû, ÷åì èñõîäíàÿ; îäíà èç íèõ èëè îáå ìîãóò
áûòü íóëåâûìè. Åñëè îáå öåïè íåíóëåâûå, âåëè÷èíà n2 óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2, âåëè÷èíà n3 è îäíà
èç âåëè÷èí na èëè nb óìåíüøàåòñÿ íà 1, `2 óâåëè÷èâàåòñÿ íà íåêîòîðîå p, `3 óìåíüøàåòñÿ íà
p + 1. Äëÿ öèêëè÷åñêîãî âàðèàíòà èìååì: c(G) − c(o(G)) = 0.5c2 − 0.5c2 + 2c2 − 2c1.5 + c(o) 6
c(o). Åñëè îäíà èëè îáå ïîëó÷åííûå öåïè íóëåâûå, n2 óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 èëè íå ìåíÿåòñÿ.
Ñîîòâåòñòâåííî, â íåðàâåíñòâå äâîéêà çàìåíÿåòñÿ íà 1 èëè íà 0, è îíî îñòà¼òñÿ âåðíûì. Äëÿ
ëèíåéíîãî âàðèàíòà èìååì c(G)− c(o(G)) = −0.5c1.5p+ 0.5c1.5p+ c(o) = c(o). �

4. Ïðèâåäåíèå îáùåãî ãðàôà â ñëó÷àå ïåðåìåííîãî ñîñòàâà è ñïåöèàëüíûõ öåí îïåðàöèé.

Äàí îáùèé ãðàô a+b è ÷èñëî ε, 0 6 ε 6 1. Ðàçðåøåíû âñå îïåðàöèè, ò.å. ñòàíäàðòíûå îïåðàöèè,
óäàëåíèÿ a- è b-âåðøèí (îñîáûõ âåðøèí ñ ïîìåòêîé a èëè b). Ïóñòü öåíû ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé
è a-óäàëåíèÿ ðàâíû 1, à öåíà b-óäàëåíèÿ âåðøèíû ðàâíà 1 + ε. Òåðìèí êîíåö, åñòåñòâåííî,
îòíîñèòñÿ ê êîíöó ðåáðà èëè ê èçîëèðîâàííîé âåðøèíå â îáùåì ãðàôå.

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì êîìïüþòåðíî òåñòèðîâàëñÿ â îáùåì ñëó÷àå, åñëè öåíà b-óäàëåíèÿ
áîëüøå öåíû âñåõ äðóãèõ îïåðàöèé. Êàê ïðàâèëî, àëãîðèòì íàõîäèë îòâåò, áëèçêèé ê êðàò-
÷àéøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýòà áîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, íî ñ ó÷¼òîì
âîçìîæíîãî ýâðèñòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ â îïèñàíèå àëãîðèòìà, êîòîðîå ìû ñåé÷àñ ïðèâå-
ä¼ì, âêëþ÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïîÿñíåíèÿ; îíè íå èñïîëüçóþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå, êîòîðîå
ïðèâîäèòñÿ íèæå.

Îïèñàíèå àëãîðèòìà.

Øàã 1. Óäàëèòü îñîáûå a-ïåòëè.

Øàã 2. Âûðåçàòü âñå îáû÷íûå ðåáðà, íå âõîäÿùèå â 2-öèêëû (ò.å. öèêëû ðàçìåðà 2), çàìûêàÿ
èõ â ôèíàëüíûå 2-öèêëû äâîéíîé (åñëè ðåáðî íå êðàéíåå, ðèñ. 5a) èëè ïîëóòîðíîé (åñëè
îíî êðàéíåå, ðèñ. 5b) ïåðåêëåéêàìè èëè ñêëåéêîé (åñëè îíî èçîëèðîâàííîå, ðèñ. 5c). Åñëè
öåíà äâîéíîé ïåðåêëåéêè íå áîëüøå öåíû ïîëóòîðíîé, òî ñíà÷àëà âûïîëíÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå
äâîéíûå ïåðåêëåéêè, èíà÷å � âñåâîçìîæíûå ïîëóòîðíûå.

Øàã 3. Íàïîìíèì è îáîáùèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ èç [1]. a-Âåðøèíîé íàçîâåì îñîáóþ
âåðøèíó, ïîìå÷åííóþ a (àíàëîãè÷íî äëÿ b-âåðøèíû). Íå÷åòíîé (÷åòíîé) öåïüþ íàçîâ¼ì öåïü
íå÷¼òíîãî (÷¼òíîãî) ðàçìåðà. a-Öåïüþ íàçûâàåòñÿ íå÷¼òíàÿ öåïü, ó êîòîðîé êðàéíèå íåâèñÿ÷èå
ðåáðà ïîìå÷åíû a, èëè èçîëèðîâàííàÿ b-âåðøèíà. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ b-öåïü. Îñòàâøèì-
ñÿ ïîñëå øàãîâ 1�2 öåïÿì è öèêëàì (êðîìå ôèíàëüíûõ 2-öèêëîâ è èçîëèðîâàííûõ îáû÷íûõ
âåðøèí) ïðèïèñûâàåì òèï: öèêëó, ñîäåðæàùåìó a-âåðøèíó, íî íå b-âåðøèíó � �a-öèêë�; ñèì-
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ìåòðè÷íî � �b-öèêë�. Öèêëó, â êîòîðîì èìåþòñÿ êàê a-âåðøèíû, òàê è b-âåðøèíû, ïðèïè-
ñûâàåì òèï �öèêë�. Îñîáîé b-ïåòëå ïðèïèñûâàåì òèï �ïåòëÿ�. a-Öåïè ïðèïèñûâàåì òèïû: 1a,
åñëè â íåé îäíî âèñÿ÷åå ðåáðî; 2a, åñëè â íåé äâà òàêèõ ðåáðà; 2a′ � åñëè ýòî èçîëèðîâàííàÿ
b-âåðøèíà; 3a, åñëè ó íå¼ íåò âèñÿ÷èõ ð¼áåð, íî èìåþòñÿ êàê a-, òàê è b-âåðøèíû (òîãäà ðàçìåð
öåïè ñòðîãî áîëüøå 1); 3a′, åñëè íåò íè âèñÿ÷èõ ðåáåð, íè b-âåðøèí (òîãäà ðàçìåð öåïè ðà-
âåí 1). b-Öåïÿì òèï ïðèïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Îòìåòèì, ÷òî âûäåëåíèå òèïîâ �áåç øòðèõà� è
�ñî øòðèõîì� ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âàæíî âûäåëèòü öåïè, â êîòîðûõ íåò b-âåðøèí èëè a-âåðøèí
(â [1] íå áûëî òàêîé íåîáõîäèìîñòè, è òèïû 2a′, 3a′ âõîäèëè, ñîîòâåòñòâåííî, â òèïû 2a è 3a).
×¼òíîé öåïè ïðèïèñûâàåòñÿ òèï: 1, åñëè â íåé îäíî âèñÿ÷åå ðåáðî è èìååòñÿ b-âåðøèíà è a-
âåðøèíà; 1′, åñëè îíà ñîñòîèò èç îäíîé îáû÷íîé âåðøèíû è èíöèäåíòíîé åé a-âåðøèíû; 1′′,
åñëè îíà ñîñòîèò èç îäíîé îáû÷íîé âåðøèíû è èíöèäåíòíîé åé b-âåðøèíû; 2, åñëè â íåé äâà
âèñÿ÷èõ ðåáðà è åñòü íåâèñÿ÷èå ðåáðà; 2′, åñëè â íåé äâà âèñÿ÷èõ ðåáðà è íåò äðóãèõ ðåáåð;
3, åñëè â íåé èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî ðåáðî è íåò âèñÿ÷èõ ð¼áåð. Ñðåäè öåïåé òèïà 1 âûäåëèì
öåïè òèïà 1a (åñëè âèñÿ÷àÿ âåðøèíà � a-âåðøèíà) è 1b (åñëè îíà � b-âåðøèíà).

Îäèí ïóíêò íà øàãàõ 3�4 ìîæåò âêëþ÷àòü íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
êîòîðûå îòäåëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà çíàêîì ðàâåíñòâà. Â îïèñàíèè îäíîãî ïóíêòà ïåðåä êàæäûì
çíàêîì ðàâåíñòâà óêàçûâàþòñÿ (ðàçäåëÿåìûå çíàêîì +) òèïû öåïåé äî âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè,
à ïîñëå ðàâåíñòâà � òèï öåïè, ïîëó÷åííîé ïîñëå å¼ âûïîëíåíèÿ. Èçîëèðîâàííûå îáû÷íûå
âåðøèíû è ôèíàëüíûå 2-öèêëû íå óêàçûâàþòñÿ. Äëÿ êðàòêîñòè ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå òîëüêî
ïåðâîãî ðàâåíñòâà; îïèñàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ àíàëîãè÷íû. Òèïîì 2a íàçûâàåì îáúåäè-
íåíèå òèïîâ 2a è 2a′, òèïîì 3b � òèïîâ 3b è 3b′, òèïîì 1b � òèïîâ 1b è 1′′ è òèïîì 2 � òèïîâ
2 è 2′ (ýòî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ÷èñëî ïðåîáðàçîâàíèé). Òèï 1c îçíà÷àåò îòëîæåííûé âûáîð
ìåæäó öåïÿìè òèïîâ 1a è 1b � äâóìÿ âîçìîæíûìè ðåçóëüòàòàìè ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàöèè.
Îáà ðåçóëüòàòà õðàíèì äî øàãîâ 4.15�4.24, íà êîòîðûõ â êàæäîé ïàðå ðåçóëüòàòîâ âûáèðàåì
îäèí.

Èòàê, ïðîäîëæèì îïèñàíèå àëãîðèòìà. Íà ïðèìåðå ïóíêòà 3.2 ïîÿñíèì ñîäåðæàíèÿ ïóíê-
òîâ: ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåì ê ïàðàì öåïåé òèïîâ 2a è 3b óêàçàííóþ îïåðàöèþ, ïîëó÷àåì
öåïü òèïà 1b, çàòåì àíàëîãè÷íî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçóåì öåïè òèïà 2b è 3a, 2b′ è 3a, 2b
è 3a′, 2b′ è 3a′ â öåïè ñîîòâåòñòâåííî òèïîâ 1a, 1a, 1a è 1′. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíî
âûïîëíÿåì âñå ïóíêòû.

3.1.1a+1b = 1c. Ðàñêëåèì êðàéíåå íåâèñÿ÷åå ðåáðî (íàçîâ¼ì åãî âíåøíèì) â îäíîé èç äâóõ
öåïåé òèïà 1a èëè 1b è ñîîòâåòñòâóþùóþ îñîáóþ âåðøèíó ñêëåèì ñ êðàéíåé îñîáîé âåðøèíîé
äðóãîé öåïè (ïîëóòîðíàÿ ïåðåêëåéêà). Äâà âàðèàíòà ïîêàçàíû íà ðèñ. 6.

3.2. 2a+ 3b = 1b, 2b+ 3a = 1a, 2b
′ + 3a = 1a, 2b+ 3a′ = 1a, 2b

′ + 3a′ = 1′. Â 3b-öåïè ðàñêëåèì
âíåøíåå ðåáðî è îñîáóþ âåðøèíó ñêëåèì ñ êðàéíåé îñîáîé âåðøèíîé 2a-öåïè, ðèñ. 7.

3.3. 2 + 3 = 1c. Â 3-öåïè ðàñêëåèì âíåøíåå ðåáðî è îñîáóþ âåðøèíó ñêëåèì ñ êðàéíåé
îñîáîé âåðøèíîé 2-öåïè. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå èç äâóõ âíåøíèõ ð¼áåð ðàñêëåèâàåòñÿ,
ïîëó÷àåòñÿ öåïü òèïà 1a èëè 1b, ðèñ. 8a è 8b.

3.4. 1b + 2a + 3 = 2 + 3 = 1c, 1a + 2b + 3 = 2 + 3 = 1c, 1a + 2b′ + 3 = 2 + 3 = 1c. Ñíà÷àëà
âûïîëíÿåì 1b+ 2a = 2 (îïèñàíèå íèæå); çàòåì 2 + 3 = 1c.

3.5. 1a + 3b + 2 = 3 + 2 = 1c, 1b + 3a + 2 = 3 + 2 = 1c, 1b + 3a′ + 2 = 3 + 2 = 1c. Ñíà÷àëà
1a+ 3b = 3 (îïèñàíèå íèæå); çàòåì 2 + 3 = 1c.

3.6. 1a + 2 = 2a, 1b + 2 = 2b. Â 1a-öåïè ðàñêëåèì âíåøíåå ðåáðî è îñîáóþ âåðøèíó ñêëåèì
ñ êðàéíåé îñîáîé âåðøèíîé 2-öåïè, ðèñ. 9.

3.7. 1a+ 3 = 3a, 1b+ 3 = 3b. Â 3-öåïè ðàñêëåèì êðàéíåå b-ðåáðî è îñîáóþ âåðøèíó ñêëåèì
ñ êðàéíåé îñîáîé âåðøèíîé 1a-öåïè, ðèñ. 10.
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3.8. 1a+1a+2b+3b = 2+3 = 1c, 1a+1a+2b′+3b = 2+3 = 1c, 1b+1b+2a+3a = 2+3 = 1c,
1b+ 1b+ 2a+ 3a′ = 2+ 3 = 1c. Ñíà÷àëà âûïîëíÿåì 1a+ 2b = 2 è 1a+ 3b = 3; çàòåì 2 + 3 = 1c.

3.9. 1a + 1a + 2b = 3a + 2b = 1a, 1a + 1a + 2b′ = 3a + 2b′ = 1a, 1b + 1b + 2a = 3b + 2a = 1b.
Ñíà÷àëà 1a+ 1a = 3a (îïèñàíèå íèæå); çàòåì 2b+ 3a = 1a.

3.10. 1a+1a+3b = 1a+3 = 3a, 1b+1b+3a = 1b+3 = 3b, 1b+1b+3a′ = 1b+3 = 3b. Ñíà÷àëà
1a+ 3b = 3; çàòåì 1a+ 3 = 3a.

3.11. 1a+ 1a = 3a, 1b+ 1b = 3b. Ñêëåèì êðàéíèå îñîáûå âåðøèíû äâóõ 1a-öåïåé, ðèñ. 11.

3.12. 1a + 2b = 2, 1a + 2b′ = 2, 1b + 2a = 2. Â 1a-öåïè ðàñêëåèì âíåøíåå ðåáðî è îñîáóþ
âåðøèíó ñêëåèì ñ êðàéíåé îñîáîé âåðøèíîé 2b-öåïè, ðèñ. 12.

3.13. 1a + 3b = 3, 1b + 3a = 3, 1b + 3a′ = 3. Â 3b-öåïè ðàñêëåèì âíåøíåå ðåáðî è îñîáóþ
âåðøèíó ñêëåèì ñ êðàéíåé îñîáîé âåðøèíîé 1a-öåïè, ðèñ. 13.

3.14. 2a+2b+3+3 = 2+3 = 1c, 2a+2b′ +3+3 = 2+3 = 1c. Ñíà÷àëà 2a+2b+3 = 2, çàòåì
2 + 3 = 1c.

3.15. 3a+3b+2+2 = 3+2 = 1c, 3a
′ +3b+2+2 = 3+2 = 1c. Ñíà÷àëà 3a+3b+2 = 3, çàòåì

2 + 3 = 1c. Óïîìÿíóòûå ïåðåõîäû îïèñàíû íèæå.

3.16. 2a + 3 + 3 = 1a + 3 = 3a, 2b + 3 + 3 = 1b + 3 = 3b, 2b′ + 3 + 3 = 1b + 3 = 3b. Ñíà÷àëà
2a+ 3 = 1a, çàòåì 1a+ 3 = 3a.

3.17. 3b + 2 + 2 = 1b + 2 = 2b, 3a + 2 + 2 = 1a + 2 = 2a, 3a′ + 2 + 2 = 1a + 2 = 2a. Ñíà÷àëà
3b+ 2 = 1b; çàòåì 1b+ 2 = 2b. Óïîìÿíóòûå îïèñàíèÿ ïðèâåäåíû â øàãå 4.

3.18. 2a + 2b + 3 = 2a + 1b = 2, 2a + 2b′ + 3 = 2a + 1b = 2. Ñíà÷àëà 2b + 3 = 1b; çàòåì
1b+ 2a = 2.

3.19. 3a + 3b + 2 = 3a + 1b = 3, 3a′ + 3b + 2 = 3a′ + 1b = 3. Ñíà÷àëà 3b + 2 = 1b; çàòåì
1b+ 3a = 3.

Øàã 4. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öåíà b-óäàëåíèÿ áîëüøå öåí äðóãèõ îïåðàöèé (íàïîìíèì, ñìûñë
øàãà 4 � çàìåíà äîðîãîé îïåðàöèè b-óäàëåíèÿ íà áîëåå äåø¼âóþ). Àëãîðèòì çàâèñèò îò òîãî,
öåíà äâîéíîé ïåðåêëåéêè áîëüøå öåíû ïîëóòîðíîé èëè íàîáîðîò. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïðèìåíÿåì ïóíêòû 4.1�4.24, âî âòîðîì ñëó÷àå � ïóíêòû 4.1'�4.24' (â ñëó÷àå ðàâåíñòâà
öåí ìîæíî âûáðàòü ëþáîé èç ýòèõ ñëó÷àåâ). Êàæäûé ïóíêò ïðèìåíÿåì ïîêà âîçìîæíî, çàòåì
ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó. Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâà, ïðèâîäèìûå ïîñëå èçëîæåíèÿ àëãîðèòìà,
ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî ê ñëó÷àþ ðàâåíñòâà öåí äâîéíîé è ïîëóòîðíîé ïåðåêëååê.

4.1. �ïåòëÿ�+ëþáîé òèï t ñ b-âåðøèíîé = òèï t. Åñëè t íå ðàâåí 2a′, äâîéíîé ïåðåêëåéêîé
�âñòàâèòü� ïåòëþ â êîìïîíåíòó òèïà t ñ îòîæäåñòâëåíèåì b-âåðøèí. Èíà÷å, ñäåëàòü òî æå
ïîëóòîðíîé ïåðåêëåéêîé, ðèñ. 14.

4.1'. Òî æå, ÷òî è 4.1.

4.2. �öèêë�+ëþáîé òèï t ñ b-âåðøèíîé è a-âåðøèíîé = òèï t. Âñòàâèòü öèêë (äâîéíîé ïåðå-
êëåéêîé, îòîæäåñòâëÿþùåé äâå b-âåðøèíû) ðÿäîì ñ b-âåðøèíîé èç êîìïîíåíòû òèïà t ñ òîé
ñòîðîíû, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ a-âåðøèíà; îáðàçîâàâøååñÿ îáû÷íîå ðåáðî âûðåçàòü, ðèñ. 15.

4.2'. Òî æå, ÷òî è 4.2.

4.3. 2a + 2b = 2 + 1′. Ïîëóòîðíàÿ ïåðåêëåéêà ñ îòðåçàíèåì äâóõ âåðøèí 2b-öåïè (êðàé-
íåé a-âåðøèíû è ñîñåäíåé îáû÷íîé âåðøèíû) è ñêëåéêîé îáðàçîâàâøåãîñÿ êðàÿ ñ êðàéíåé
b-âåðøèíîé 2a-öåïè, ðèñ. 16.

4.3'. 2a′ + 2b = 2 + 1′.

4.4. 3a + 3b = 3. Â 3a-öåïè ðàñêëåèòü âíåøíåå ðåáðî è îñîáóþ âåðøèíó ñêëåèòü ñ êðàéíåé
îáû÷íîé âåðøèíîé 3b-öåïè, ðèñ. 17.

4.4'. 3a+ 3b′ = 3.

Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûé ñëó÷àé, îñòàëüíûå àíàëîãè÷íû.
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4.5. 2a+3 = 1a, 2b+3 = 1b. Â 3-öåïè ðàñêëåèòü âíåøíåå b-ðåáðî è îñîáóþ âåðøèíó ñêëåèòü
ñ êðàéíåé îñîáîé âåðøèíîé 2a-öåïè, ðèñ. 18.

4.5'. 2a′ + 3 = 1a.

4.6. 3a+2 = 1a, 3b+2 = 1b. Â 3a-öåïè ðàñêëåèòü âíåøíåå ðåáðî è îñîáóþ âåðøèíó ñêëåèòü
ñ êðàéíåé îñîáîé âåðøèíîé 2-öåïè, ðèñ. 19.

4.6'. 3a+ 2′ = 1a, 3b′ + 2 = 1b.

4.7. 2a+ 2a = 2a, 2b+ 2b = 2b. Ñêëåèòü êðàéíèå îñîáûå âåðøèíû äâóõ öåïåé, ðèñ. 20.

4.7'. 2a′ + 2a = 2a.

4.8. 3a + 3a = 3a, 3b + 3b = 3b. Äâå êðàéíèå îáû÷íûå âåðøèíû öåïåé ñîåäèíèòü îáû÷íûì
ðåáðîì ñ ïîñëåäóþùèì åãî âûðåçàíèåì, ðèñ. 21.

4.8'. 3b′ + 3b = 3b.

4.9. 1a+ 2a = 1a, 1b+ 2b = 1b. Ñêëåèòü êðàéíèå îñîáûå âåðøèíû äâóõ öåïåé, ðèñ. 22.

4.9'. 1a+ 2a′ = 1a.

4.10. 1a+ 3a = 1a, 1b+ 3b = 1b. Äâå êðàéíèå îáû÷íûå âåðøèíû öåïåé ñîåäèíèòü îáû÷íûì
ðåáðîì ñ ïîñëåäóþùèì åãî âûðåçàíèåì, ðèñ. 23.

4.10'. 1b+ 3b′ = 1b.

4.11. 2a+ 2 = 2, 2b+ 2 = 2. Ñêëåèòü êðàéíèå îñîáûå âåðøèíû äâóõ öåïåé, ðèñ. 24.

4.11'. 2a′ + 2 = 2, 2a+ 2′ = 2, 2b+ 2′ = 2.

4.12. 3a + 3 = 3, 3b + 3 = 3. Äâå êðàéíèå îáû÷íûå âåðøèíû öåïåé ñîåäèíèòü îáû÷íûì
ðåáðîì ñ ïîñëåäóþùèì åãî âûðåçàíèåì, ðèñ. 25.

4.12'. 3b′ + 3 = 3.

4.13. 2 + 2 = 2 + 1′. Ïîëóòîðíàÿ ïåðåêëåéêà ñ îòðåçàíèåì äâóõ âåðøèí 2-öåïè (êðàé-
íåé a-âåðøèíû è ñîñåäíåé îáû÷íîé âåðøèíû) è ñêëåéêîé îáðàçîâàâøåãîñÿ êðàÿ ñ êðàéíåé
b-âåðøèíîé äðóãîé 2-öåïè, ðèñ. 26.

4.13'. 2′ + 2 = 2 + 1′.

4.14. 3 + 3 = 3. Â 3-öåïè ðàñêëåèòü âíåøíåå a-ðåáðî è îáðàçîâàâøèéñÿ êðàé ýòîé öåïè
ñêëåèòü ñ b-êðàåì äðóãîé 3-öåïè, ðèñ. 27.

4.14'. Ïóñòîå äåéñòâèå.

4.15. 1a + 1a = 1a, 1b + 1b = 1b, 1b + 1c = 1b (îïðåäåëÿåòñÿ c = b). Â 1a-öåïè ðàñêëåèòü
âíåøíåå ðåáðî è îñîáóþ âåðøèíó ñêëåèòü ñ êðàéíåé îñîáîé âåðøèíîé äðóãîé 1a-öåïè, ðèñ. 28.

4.15'. 1′′ + 1b = 1b, 1
′′ + 1c = 1b (îïðåäåëÿåòñÿ c = b).

4.16. 1a + 1b = 1a, 1b + 1a = 1b, 1a + 1c = 1a (îïðåäåëÿåòñÿ c = b). Â 1b-öåïè ðàñêëåèòü
âíåøíåå ðåáðî è îñîáóþ âåðøèíó ñêëåèòü ñ êðàéíåé îñîáîé âåðøèíîé 1a-öåïè, ðèñ. 29.

4.16'. 1a+ 1′′ = 1a.

4.17. 1a + 1a = 1a, 1b + 1b = 1b, 1b + 1c = 1b (îïðåäåëÿåòñÿ c = b). Â 1a-öåïè ðàñêëåèòü
âíåøíåå ðåáðî è îñîáóþ âåðøèíó ñêëåèòü ñ êðàéíåé îñîáîé âåðøèíîé 1a-öåïè, ðèñ. 30.

4.17'. 1b+ 1′′ = 1b.

4.18. 2a + 1b = 2a, 2b + 1a = 2b, 2a + 1c = 2a (îïðåäåëÿåòñÿ c = b). Â 1b-öåïè ðàñêëåèòü
âíåøíåå ðåáðî è îñîáóþ âåðøèíó ñêëåèòü ñ êðàéíåé îñîáîé âåðøèíîé 2a-öåïè, ðèñ. 31.

4.18'. 2a′ + 1b = 2a, 2a+ 1′′ = 2a, 2a′ + 1c = 2a (îïðåäåëÿåòñÿ c = b).

4.19. 3a + 1a = 3a, 3b + 1b = 3b, 3b + 1c = 3b (îïðåäåëÿåòñÿ c = b). Â 3a-öåïè ðàñêëåèòü
âíåøíåå ðåáðî è îñîáóþ âåðøèíó ñêëåèòü ñ êðàéíåé îñîáîé âåðøèíîé 1a-öåïè, ðèñ. 32.

4.19'. 3b′ + 1b = 3b, 3b+ 1′′ = 3b, 3b′ + 1c = 3b (îïðåäåëÿåòñÿ c = b).
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4.20. 2 + 1a = 2, 2 + 1b = 2, 2 + 1c = 2 (îïðåäåëÿåòñÿ c = b). Â 1a-öåïè ðàñêëåèòü âíåøíåå
ðåáðî è îñîáóþ âåðøèíó ñêëåèòü ñ êðàéíåé îñîáîé âåðøèíîé 2-öåïè, ðèñ. 33.

4.20'. 2′ + 1a = 2, 2′ + 1b = 2, 2 + 1′′ = 2, 2′ + 1c = 2 (îïðåäåëÿåòñÿ c = b).

4.21. 3 + 1a = 3, 3 + 1b = 3, 3 + 1c = 3 (îïðåäåëÿåòñÿ c = b). Â 3-öåïè ðàñêëåèòü âíåøíåå
ðåáðî è îñîáóþ âåðøèíó ñêëåèòü ñ êðàéíåé îñîáîé âåðøèíîé 1a-öåïè, ðèñ. 34.

4.21'. 3 + 1′′ = 3.

4.22. 1a + 1c = 1a, 1b+ 1c = 1b, 1a+ 1c = 1a, 2b+ 1c = 2b, 3a+ 1c = 3a. Âåçäå îïðåäåëÿåòñÿ
c = a.

4.22'. Ïóñòîå äåéñòâèå.

4.23. Äëÿ îñòàâøèõñÿ öåïåé òèïà 1c îïðåäåëÿåòñÿ c = b, è âûïîëíèì 1b + 1b = 1b.

4.23'. Ïóñòîå äåéñòâèå.

4.24. Öåïè, èìåþùèå íåâèñÿ÷åå ðåáðî, çàìûêàåì â öèêëû ñêëåéêîé (öåïè òèïà 2a, 2b, 3a,
3b), ïîëóòîðíîé ïåðåêëåéêîé ñ îòîæäåñòâëåíèåì îñîáûõ âåðøèí (öåïè òèïà 1a, 1b, 1c, 2) èëè
áåç îòîæäåñòâëåíèÿ (öåïè òèïà 1a, 1b, 3). Ïðè çàìûêàíèè öåïè òèïà 1c îïðåäåëÿåì c = b. Ïðè
çàìûêàíèè öåïè òèïà 2 âûáèðàåì âàðèàíò ñ îòîæäåñòâëåíèåì äâóõ b-âåðøèí (ðèñ. 35a), èç
îáðàçîâàâøåéñÿ öåïè òèïà 1′ óäàëÿåì a-âåðøèíó. Èç öèêëîâ, ïîëó÷èâøèõñÿ ïðè çàìûêàíèè
öåïåé òèïà 3a èëè 3b, âûðåçàåì îáû÷íûå ð¼áðà. Çàòåì ñíîâà ïðèìåíÿåì øàã 4.2.

4.24'. Òî æå, ÷òî è 4.24.

Øàã 5. Óäàëÿåì èçîëèðîâàííûå îñîáûå âåðøèíû è ïåòëè. Èç îñòàâøèõñÿ öåïåé óäàëÿåì
îñîáûå âåðøèíû. Èç öèêëîâ ðàçìåðà áîëüøåãî 2 âûðåçàåì 2-öèêëû òàê, ÷òîáû ïðîèñõîäèëî
îòîæäåñòâëåíèå äâóõ b-âåðøèí (ñîîòâåòñòâåííî, â 2-öèêë âêëþ÷àåòñÿ a-âåðøèíà), ðèñ. 35b. Èç
2-öèêëîâ óäàëÿåì îñîáûå âåðøèíû.

Êîíåö îïèñàíèÿ àëãîðèòìà. �

Äîêàæåì òåîðåìó î ìèíèìàëüíîñòè ñóììàðíîé öåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé, êîòîðàÿ
ïîëó÷àåòñÿ â àëãîðèòìå, ò.å. î òî÷íîñòè (êîððåêòíîñòè) àëãîðèòìà.

Ïóñòü B′ � ÷èñëî b-öèêëîâ â ãðàôå a+ b (íàïîìíèì, ýòî öèêëû, ñîäåðæàùèå b-âåðøèíó, íî
íå ñîäåðæàùèå a-âåðøèí). Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ èç [1]: B � ÷èñëî îñîáûõ âåðøèí â a + b;
S � ñóììà öåëûõ ÷àñòåé ïîëîâèí ÷èñëà ð¼áåð (íàçîâ¼ì ýòî ÷èñëî äëèíîé) ìàêñèìàëüíûõ îò-
ðåçêîâ (ñåãìåíòîâ) â a + b, êîòîðûå ñîñòîÿò èç îáû÷íûõ ð¼áåð, ïëþñ ÷èñëî íå÷¼òíûõ (ò.å.
íå÷¼òíîé äëèíû) êðàéíèõ ñåãìåíòîâ ìèíóñ ÷èñëî öèêëè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ. Êðàéíèì íàçûâàåò-
ñÿ ñåãìåíò, ðàñïîëîæåííûé ñ êðàþ öåïè, âêëþ÷àÿ è ñëó÷àé öåëîé öåïè. Îáû÷íîé íàçûâàåòñÿ
ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîé èç ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé âìåñòå ñ å¼ àðãóìåíòîì, ðåçóëüòàò êîòî-
ðîé íå ìåíÿåò ÷èñëî îñîáûõ âåðøèí. Äàëåå �îáû÷íàÿ� îòíîñèòñÿ ê îïåðàöèè, à å¼ àðãóìåíò
ïîäðàçóìåâàåòñÿ çàäàííûì. Äåôåêò öåïè (èëè öèêëà) ðàâåí ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó îáû÷íûõ
îïåðàöèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ ïðèâîäèò åå (èëè åãî) ê ôèíàëüíîìó âèäó, íå ñ÷èòàÿ
âûðåçàíèÿ îáû÷íûõ ð¼áåð íà øàãå 2; â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ è îïåðàöèè ñ
èõ àðãóìåíòàìè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè; íàçîâ¼ì èõ îñîáûìè. Â [1] ïðèâåäåíà çàâè-
ñèìîñòü äåôåêòà îò òèïà êîìïîíåíòû. Îáîçíà÷èì D ñóììó äåôåêòîâ êîìïîíåíò ãðàôà a+ b.
Îáîçíà÷èì P ðàçíîñòü âåëè÷èí D, âû÷èñëåííûõ äî è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ øàãà 3 àëãîðèòìà.
Çàìåòèì, ÷òî â ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé, ôèíàëèçèðóþùèõ îáùèé ãðàô, ÷èñëî
îñîáûõ îïåðàöèé ðàâíî ÷èñëó îñîáûõ âåðøèí â í¼ì, òàê ÷òî ýêîíîìèÿ ÷èñëà îïåðàöèé ìîæåò
îòíîñèòüñÿ ëèøü ê îáû÷íûì îïåðàöèÿì. Ïîñêîëüêó âñå îïåðàöèè íà øàãå 3 îñîáûå, âåëè÷è-
íà P ðàâíà ÷èñëó îïåðàöèé, ñýêîíîìëåííûõ íà øàãå 3. Âåëè÷èíà ε îïðåäåëåíà âûøå. Ïóñòü
C = B + S +D − P + ε(B′ + 1).

Òåîðåìà 2. Àëãîðèòì ñòðîèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé, ó êîòîðîé ñóììàðíàÿ öåíà

ðàâíà îäíîìó èç òð¼õ çíà÷åíèé C− ε, C, C+ ε. Ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñóììàðíàÿ öåíà ïî-
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ñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé, ïðèâîäÿùåé ãðàô a+ b ê ôèíàëüíîìó âèäó, òàêæå ðàâíà îäíîìó

èç ýòèõ çíà÷åíèé. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ëèíåéíîå ïî ïîðÿäêó.

Ñíà÷àëà äîêàæåì ëåììû 2�4, à çàòåì ñàìó òåîðåìó.

Ëåììà 2. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ êàæäîãî äåéñòâèÿ øàãà 4 (ïï. 4.1�4.24 èëè 4.1'�4.24') äåé-

ñòâèå íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî ñíîâà (çà èñêëþ÷åíèåì ïîâòîðíîãî ïðèìåíåíèÿ ïóíêòà 4.2

íà øàãå 4.24), ò.å. â ðåçóëüòàòå äàëüíåéøèõ äåéñòâèé íå ïîÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû, ê êî-

òîðûì ìîæíî ïðèìåíèòü ýòî äåéñòâèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåáèðàåì îïåðàöèè øàãà 4 è äëÿ êàæäîé èç íèõ ïîêàçûâàåì, ÷òî ðå-
çóëüòàò êàæäîé äàëüíåéøåé îïåðàöèè íå ñîäåðæèò òèïà, êîòîðûé ïðèñóòñòâóåò â àðãóìåíòå
ïåðâîé îïåðàöèè, íî îòñóòñòâóåò â àðãóìåíòå âòîðîé. Ïîñêîëüêó ïîñëå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè
îòñóòñòâóþò êîìïîíåíòû õîòÿ áû îäíîãî òèïà èç å¼ àðãóìåíòîâ, îíà íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà
ñíîâà. �

Ëåììà 3. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ øàãà 4 îñòà¼òñÿ 0, 1 èëè 2 ñâÿçíûõ êîìïîíåíòû, èìåþùèõ

b-âåðøèíó è íå ÿâëÿþùèõñÿ èñõîäíûìè b-öèêëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2 ïîñëå âûïîëíåíèÿ øàãà 4 îñòàíóòñÿ öèêëû è öåïè áåç
íåâèñÿ÷èõ ð¼áåð, ìåæäó êîòîðûìè íåâîçìîæíî íè îäíîé èç óêàçàííûõ íà øàãå 4 îïåðàöèé.
Íîâûå b-öèêëû ìîãóò âîçíèêàòü èç öåïåé òèïà 3b′; â ñèëó ïóíêòîâ 4.8�4.8' è ëåììû 2 âîçíèêíåò
íå áîëåå îäíîãî íîâîãî b-öèêëà. Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííûå â ôîðìóëèðîâêå ëåììû êîìïîíåí-
òû ìîãóò èìåòü òèïû 2a′, 1′′, 2′, öèêë, b-öèêë. Òàêèì æå ñïîñîáîì, êàê äëÿ b-öèêëà, ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî è êîìïîíåíò êàæäîãî èç ïåðâûõ òð¼õ òèïîâ îñòàíåòñÿ íå áîëåå îäíîé. Îñòàëîñü
ïîêàçàòü, ÷òî íå ìîæåò îñòàòüñÿ íèêàêèõ òð¼õ òèïîâ èç ïÿòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê.
Åñëè îñòàâøèåñÿ òðè òèïà íå ñîäåðæàò b-öèêëà, ìåæäó äâóìÿ èç íèõ (íå ÿâëÿþùèìèñÿ öèê-
ëîì) âîçìîæíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàöèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 2. Èíà÷å, òàêàÿ îïåðàöèÿ
âîçìîæíà ìåæäó êîìïîíåíòîé òèïà 3b′, èç êîòîðîé âîçíèê b-öèêë, è òîé èç òð¼õ êîìïîíåíò,
êîòîðàÿ íå öèêë. Ñíîâà ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

Ëåììà 4. ×èñëî îáû÷íûõ îïåðàöèé â àëãîðèòìå ðàâíî S +D − P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì [1], ÷òî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îáû÷íûõ îïåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ
ïðèâåäåíèÿ êîìïîíåíòû (ïîñëå øàãà 2) ê ôèíàëüíîìó âèäó áåç èñïîëüçîâàíèÿ äðóãèõ êîìïî-
íåíò, ðàâíî å¼ äåôåêòó. Íàñòîÿùèé àëãîðèòì îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîãî â [1] íàëè÷èåì øàãà 4.
Ëþáàÿ îïåðàöèÿ øàãà 4 ëèáî îñîáàÿ è íå ìåíÿþùàÿ äåôåêò ðåçóëüòàòà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóì-
ìàðíûì äåôåêòîì àðãóìåíòîâ, ëèáî îáû÷íàÿ è óìåíüøàþùàÿ åãî íà 1. Ïîýòîìó îáû÷íûõ
îïåðàöèé â àëãîðèòìå ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è ðàíüøå, ò.å. S +D − P . �

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2. Íà øàãå 5 äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû, èìåþùåé b-âåðøèíû, ïðè-
ìåíÿåòñÿ ðîâíî îäíà îïåðàöèÿ óäàëåíèÿ b-âåðøèíû. Ïî ëåììå 3 îáùåå ÷èñëî òàêèõ îïåðàöèé
ðàâíî B′+n, ãäå n ðàâíî 0, 1 èëè 2. Âñåãî îñîáûõ îïåðàöèé B. Â ñèëó ëåììû 4 ñóììàðíàÿ öåíà
îïåðàöèé àëãîðèòìà ðàâíà (1+ε)(B′+n)+(B−B′−n)+(S+D−P ) = B+S+D−P+ε(B′+n),
îòêóäà ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ëèíåéíîñòü âðåìåíè àëãîðèòìà è èñïîëüçóåìîé
ïàìÿòè î÷åâèäíà.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàæåì èíäóêöèåé ïî ìèíèìàëüíîé ñóììàðíîé öåíå M îïå-
ðàöèé, ïðèâîäÿùèõ îáùèé ãðàô ê ôèíàëüíîìó âèäó; èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé M íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì îòðåçêå, êîòîðûå ðàññìàòðèâàåì ïî èõ âîçðàñòàíèþ.

Áàçèñ èíäóêöèè î÷åâèäåí, îïèøåì èíäóêòèâíûé øàã. Äîñòàòî÷íî äëÿ ëþáîé îïåðàöèè o,
ïðèìåí¼ííîé ê ïðîèçâîëüíîìó îáùåìó ãðàôóG, ïðîâåðèòü, ÷òî öåíà c(o) îïåðàöèè o íå ìåíüøå
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C(G) − C(o(G)), ãäå C(G) � âåëè÷èíà C, îïðåäåë¼ííàÿ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2. Åñëè o
íå ìåíÿåò âåëè÷èíó B′, òî â C(o(G)) ïî ñðàâíåíèþ ñ C(G) ìîæåò èçìåíèòüñÿ ëèøü âåëè÷èíà
t = B + S + D − P è ðàññóæäåíèå òàêîå æå, êàê â [1], òåîðåìà 5, îáîñíîâûâàåò íåðàâåíñòâî.
Åñëè o óâåëè÷èâàåò âåëè÷èíó B′, òî ó÷èòûâàÿ, ÷òî t íå ìîæåò óìåíüøàòüñÿ áîëüøå, ÷åì íà 1,
ïîëó÷àåì C(G)−C(o(G)) 6 1−ε 6 c(o). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà
o óìåíüøàåò âåëè÷èíó B′. Ýòî ðàññìîòðåíèå ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ïóíêòîâ 1�5.

1. o � îïåðàöèÿ óäàëåíèÿ îñîáîé âåðøèíû. Åñëè o óìåíüøàåò âåëè÷èíó B′ (î÷åâèäíî, íà 1),
òî o óäàëÿåò b-âåðøèíó è C(G)− C(o(G)) 6 1 + ε = c(o).

2. o � îïåðàöèÿ ñêëåéêè. Îíà íå ìîæåò óìåíüøàòü âåëè÷èíó B′.

3. o � îïåðàöèÿ ðàçðåçà. Ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ñëó÷àé óìåíüøåíèÿ B′ íà 1, êîãäà ðàçðåçà-
åòñÿ b-öèêë. Ïîñêîëüêó â b-öèêëå ìåæäó b-âåðøèíàìè íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî îáû÷íûõ ðåáåð, â
ðåçóëüòàòå ðàçðåçà âîçíèêàåò ëèáî öåïü òèïà 3b, ëèáî öåïü òèïà 2a (ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè
èç [1, ëåììà 6] äëÿ êîìïîíåíò îáùåãî âèäà). Â ïåðâîì ñëó÷àå S íå ìåíÿåòñÿ, D óâåëè÷èâà-
åòñÿ íà 1, âî âòîðîì íàîáîðîò. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ B íå ìåíÿåòñÿ, P ëèáî íå ìåíÿåòñÿ, ëèáî
óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Òàêèì îáðàçîì, C(G)− C(o(G)) 6 ε < c(o).

4. o � îïåðàöèÿ ïîëóòîðíîé ïåðåêëåéêè. Ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ñëó÷àé óìåíüøåíèÿ B′ íà 1,
êîãäà ðàçðåçàåòñÿ b-öèêë è ïîëó÷èâøàÿñÿ öåïü ñêëåèâàåòñÿ ñ äðóãîé öåïüþ. Â ïðåäûäóùåì
ïóíêòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàçðåçå b-öèêëà âåëè÷èíà t íå óìåíüøàåòñÿ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðè ðàçðåçå b-öèêëà t íå ìåíÿåòñÿ (ò.å. P óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1), òî îíà íå
óìåíüøàåòñÿ è ïðè ñêëåéêå äâóõ öåïåé.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ðàçðåçà b-öèêëà ïîëó÷àåòñÿ öåïü òèïà 2a. Â òàáëèöå ïåðå÷èñëåíû âîç-
ìîæíûå òèïû ñêëåéêè öåïåé, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ � öåïü òèïà 2a, òèï êðàÿ âòîðîé öåïè óêàçàí
â çàãîëîâêå ñòîëáöà (îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò [1]).

Òàáëèöà. Ðåçóëüòàòû ñêëåéêè êðà¼â äâóõ öåïåé.
0a 0 1a 1a′ 2a 3a 1 1′ 2 3

(0) (0,+1) (0,−1) (0,+1,−1) (0,−1) (0,+1,−1) (0,−1) (0,+1,−1) (0,−1) (0,+1,−1)
[0] [0,−1] [−1,0] [−1,−2,0] [−1,0] [0,−1,+1] [−1,0] [0,−1,+1] [−1,0] [−1,−2,0]
2a 1 1a 2a 2a 1a 1 2 2 1

Ïåðåáèðàÿ êëåòêè òàáëèöû, ñìîòðèì, êàêîìó èçìåíåíèþ âåëè÷èíû P ñîîòâåòñòâóåò óìåíü-
øåíèå t. Íàïðèìåð, â ñòîëáöå 1a (öåïü x èìååò òèï 1a) îíî ñîîòâåòñòâóåò ñîõðàíåíèþ P . Ýòî
íåâîçìîæíî, òàê êàê â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ öåïü òèïà 1a è, åñëè ïðè ïîÿâ-
ëåíèè öåïè òèïà 2a âåëè÷èíà P óâåëè÷èëàñü, ïðè åå èñ÷åçíîâåíèè îíà äîëæíà óìåíüøèòüñÿ.
Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ñòîëáåö 1a′, âèäèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè öåïåé òèïà 2a è 1a
ïîëó÷àåòñÿ öåïü òèïà 2a, ÷òî ýêâèâàëåíòíî èñ÷åçíîâåíèþ öåïè òèïà 1a. Íî åñëè âåëè÷èíà P
óìåíüøàåòñÿ ïðè èñ÷åçíîâåíèè öåïè òèïà 2a, òî òåì áîëåå îíà óìåíüøèòñÿ ïðè èñ÷åçíîâåíèè
öåïè òèïà 1a. Ñòîëáöû 2a, 1, 2, 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äëÿ ñòîëáöà òèïà 3a èìååì
ñêëåéêó 2a+3a = 1a. Îíà íå ìîæåò óâåëè÷èòü âåëè÷èíó P , ïîñêîëüêó òîãäà çàìåíà öåïè òèïà
3a íà öåïü òèïà 1a (â ðåçóëüòàòå îïåðàöèè o) óâåëè÷èâàëà áû P íà 2, ÷òî íåâîçìîæíî. Äëÿ
ñòîëáöà òèïà 1′ èìååì ñêëåéêó 2a + 1 = 2. Îíà íå ìîæåò óâåëè÷èòü âåëè÷èíó P , ïîñêîëüêó
òîãäà ïîÿâëåíèå öåïè òèïà 2 (â ðåçóëüòàòå îïåðàöèè o) óâåëè÷èâàëî áû P íà 2, ÷òî íåâîç-
ìîæíî. Ñëó÷àé, êîãäà â ðåçóëüòàòå ðàçðåçà b-öèêëà ïîëó÷àåòñÿ öåïü òèïà 3b, ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.

5. o � îïåðàöèÿ äâîéíîé ïåðåêëåéêè. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè, êîãäà âåëè÷èíà B′

óìåíüøàåòñÿ.

5.1. Îïåðàöèÿ o ïðèìåíÿåòñÿ ê äâóì b-öèêëàì è îòîæäåñòâëÿåò èõ â îäèí b-öèêë. Ïîñêîëüêó
â b-öèêëàõ ìåæäó b-âåðøèíàìè íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî îáû÷íûõ ð¼áåð (äîñòàòî÷íî, ÷òî â îäíîì
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b-öèêëå), â ðåçóëüòàòå âåëè÷èíà B + S íå óìåíüøèòñÿ. Âåëè÷èíû D è P íå ìåíÿþòñÿ, B′

óìåíüøàåòñÿ íà 1. Òðåáóåìûé ðåçóëüòàò î÷åâèäåí.

5.2. Îïåðàöèÿ o ïðèìåíÿåòñÿ ê äâóì öèêëàì, îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ b-öèêëîì, à äðóãîé
ñîäåðæèò îáà òèïà îñîáûõ âåðøèí. Ðàññóæäåíèå òàêîå æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

5.3. Îïåðàöèÿ o ïðèìåíÿåòñÿ ê b-öèêëó è öåïè, âñòàâëÿÿ öèêë â öåïü. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
âåëè÷èíà t = B + S +D − P ïðè ýòîì íå óìåíüøàåòñÿ.

5.3.1. Åñëè â öåïè ñ îáåèõ ñòîðîí îò ðàçðåçà èìåþòñÿ îñîáûå âåðøèíû, òèï öåïè íå ìåíÿ-
åòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíÿþòñÿ âåëè÷èíû D è P . Ïîñêîëüêó ñåãìåíò (èç îáû÷íûõ ð¼áåð),
ïðèìûêàþùèé ê ðàçðåçó â b-öèêëå, íå÷¼òíûé, âåëè÷èíà B+S íå óìåíüøàåòñÿ, ÷òî è òðåáóåòñÿ.

5.3.2. Ïóñòü â öåïè èìåþòñÿ îñîáûå âåðøèíû ëèøü ñ îäíîé ñòîðîíû îò ðàçðåçà. Åñëè ÷¼ò-
íîñòü êðàéíåãî ñåãìåíòà öåïè íå ìåíÿåòñÿ, òî íå ìåíÿåòñÿ òèï öåïè è ïðîõîäèò ðàññóæäåíèå
èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Åñëè ÷¼òíûé êðàéíèé ñåãìåíò çàìåíÿåòñÿ íå÷¼òíûì, òî (ó÷èòûâàåì,
÷òî â b-öèêëå ñåãìåíò íå÷¼òíûé) âåëè÷èíà B íå ìåíÿåòñÿ, âåëè÷èíà S óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1.
Ïðè ýòîì âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû èçìåíåíèÿ òèïà öåïè: 3a −→ 1a, 1 −→ 2, 1a −→ 2a,
3 −→ 1. Ïðè ïåðâûõ äâóõ âàðèàíòàõ âåëè÷èíà D íå ìåíÿåòñÿ, âåëè÷èíà P ëèáî íå ìåíÿåò-
ñÿ, ëèáî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Ïðè ïîñëåäíèõ äâóõ âàðèàíòàõ âåëè÷èíà D óìåíüøàåòñÿ íà 1,
âåëè÷èíà P ëèáî íå ìåíÿåòñÿ, ëèáî óìåíüøàåòñÿ íà 1. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà t íå óìåíü-
øàåòñÿ. Åñëè íå÷¼òíûé êðàéíèé ñåãìåíò çàìåíÿåòñÿ ÷¼òíûì, òî âåëè÷èíû B è S, î÷åâèäíî, íå
ìåíÿþòñÿ. Ïðè ýòîì âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû èçìåíåíèÿ òèïà öåïè: 1a −→ 3a, 2 −→ 1,
2a −→ 1a, 1 −→ 3. Ïðè ïåðâûõ äâóõ âàðèàíòàõ âåëè÷èíà D íå ìåíÿåòñÿ, âåëè÷èíà P ëèáî íå
ìåíÿåòñÿ, ëèáî óìåíüøàåòñÿ íà 1. Ïðè ïîñëåäíèõ äâóõ âàðèàíòàõ âåëè÷èíà D óâåëè÷èâàåòñÿ
íà 1, âåëè÷èíà P ëèáî íå ìåíÿåòñÿ, ëèáî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà t íå
óìåíüøàåòñÿ.

5.3.3. Â öåïè íåò îñîáûõ âåðøèí. Óäîáíåå ðàññìîòðåòü îáðàòíóþ ê o îïåðàöèþ o′ âûðåçàíèÿ
öèêëà èç öåïè â ñëó÷àå, êîãäà âñå îñîáûå âåðøèíû ðàñïîëîæåíû ìåæäó ðàçðåçàìè. Äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèÿ o′ íå ìîæåò èçìåíèòü âåëè÷èíó t áîëåå, ÷åì íà 1, à åñëè íå ïðîèñõîäèò
îòîæäåñòâëåíèÿ äâóõ îñîáûõ âåðøèí è âñå ñåãìåíòû â ïîëó÷åííîì öèêëå íå÷¼òíûå, òî t íå
óâåëè÷èâàåòñÿ. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) Äâå îñîáûå âåðøèíû îòîæäåñòâëÿþòñÿ, ò.å. âåëè÷èíà B óìåíüøàåòñÿ íà 1. Òîãäà äâà
êðàéíèõ ñåãìåíòà öåïè îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ïîÿâëåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî îáû÷íîãî ðåáðà. Åñëè
îáà ñåãìåíòà ÷¼òíûå, âåëè÷èíà S óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Â ýòîì ñëó÷àå öåïü èìååò òèï 3a èëè
3b, òàê ÷òî â ðåçóëüòàòå å¼ èñ÷åçíîâåíèÿ âåëè÷èíà D óìåíüøàåòñÿ íà 1, âåëè÷èíà P ëèáî
íå ìåíÿåòñÿ, ëèáî óìåíüøàåòñÿ íà 1. Åñëè îäèí èëè îáà ñåãìåíòà íå÷¼òíûå, âåëè÷èíà S íå
ìåíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå öåïü èìååò òèï 2a, 2b èëè 1, òàê ÷òî â ðåçóëüòàòå å¼ èñ÷åçíîâåíèÿ
âåëè÷èíàD íå ìåíÿåòñÿ, âåëè÷èíà P ëèáî íå ìåíÿåòñÿ, ëèáî óìåíüøàåòñÿ íà 1. Òàêèì îáðàçîì,
âî âñåõ ñëó÷àÿõ âåëè÷èíà t ìåíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1.

2) Íå ïðîèñõîäèò îòîæäåñòâëåíèÿ äâóõ îñîáûõ âåðøèí, ò.å. âåëè÷èíà B íå ìåíÿåòñÿ. Òîãäà
äâà êðàéíèõ ñåãìåíòà öåïè ïåðåõîäÿò â äâà ñåãìåíòà òîé æå ñóììàðíîé äëèíû � îäèí ñåãìåíò
â öåïè (êðàéíèé), äðóãîé â öèêëå. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè.

2.1. Ïàðà ÷¼òíûõ ñåãìåíòîâ ïåðåõîäèò â ïàðó ÷¼òíûõ èëè â ïàðó í¼÷åòíûõ. Òîãäà âåëè÷èíà
S íå ìåíÿåòñÿ. Öåïü èìåëà òèï 3a, 3b èëè 3 è â ðåçóëüòàòå å¼ èñ÷åçíîâåíèÿ âåëè÷èíà D óìåíü-
øàåòñÿ íà 1, âåëè÷èíà P ëèáî íå ìåíÿåòñÿ, ëèáî óìåíüøàåòñÿ íà 1. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà
t ëèáî íå ìåíÿåòñÿ, ëèáî óìåíüøàåòñÿ íà 1.

2.2. Ïàðà íå÷¼òíûõ ñåãìåíòîâ ïåðåõîäèò â ïàðó ÷¼òíûõ èëè â ïàðó íå÷¼òíûõ. Òîãäà âåëè÷è-
íà S óìåíüøàåòñÿ íà 1. Öåïü èìåëà òèï 2a, 2b èëè 2 è â ðåçóëüòàòå å¼ èñ÷åçíîâåíèÿ âåëè÷èíà D
íå ìåíÿåòñÿ, âåëè÷èíà P ëèáî íå ìåíÿåòñÿ, ëèáî óìåíüøàåòñÿ íà 1. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà
t ëèáî íå ìåíÿåòñÿ, ëèáî óìåíüøàåòñÿ íà 1.
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2.3. Ïàðà ñåãìåíòîâ ðàçíîé ÷¼òíîñòè ïåðåõîäèò â ïàðó ñåãìåíòîâ ðàçíîé ÷¼òíîñòè, ãäå ÷¼ò-
íûé ñåãìåíò íàõîäèòñÿ â öèêëå. Òîãäà âåëè÷èíà S íå ìåíÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó â öèêëå îáðàçîâàëñÿ
÷¼òíûé ñåãìåíò, êðàéíèå îñîáûå âåðøèíû öåïè èìåëè ðàçíûå ïîìåòêè. Òîãäà öåïü èìåëà òèï
1a èëè 1b è â ðåçóëüòàòå å¼ èñ÷åçíîâåíèÿ âåëè÷èíà D óìåíüøàåòñÿ íà 1, âåëè÷èíà P ëèáî íå
ìåíÿåòñÿ, ëèáî óìåíüøàåòñÿ íà 1, ëèáî íà 2. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà t ìåíÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì
íà 1.

2.4. Ïàðà ñåãìåíòîâ ðàçíîé ÷¼òíîñòè ïåðåõîäèò â ïàðó ñåãìåíòîâ ðàçíîé ÷¼òíîñòè, ãäå íå÷¼ò-
íûé ñåãìåíò íàõîäèòñÿ â öèêëå. Òîãäà âåëè÷èíà S óìåíüøàåòñÿ íà 1. Ïîñêîëüêó â öèêëå îáðà-
çîâàëñÿ íå÷¼òíûé ñåãìåíò, êðàéíèå îñîáûå âåðøèíû öåïè èìåëè îäèíàêîâûå ïîìåòêè. Òîãäà
öåïü èìåëà òèï 1 è â ðåçóëüòàòå å¼ èñ÷åçíîâåíèÿ âåëè÷èíà D íå èçìåíèëàñü, âåëè÷èíà P íå
ìåíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà t óìåíüøàåòñÿ íà 1. �
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A linear algorithm of the shortest transformation of graphs under di�erent
operation costs

Gorbunov K.Yu., Lyubetsky V.A.

A novel e�cient algorithm is proposed for the task of transformation with the minimal cost of one marked
oriented graph into another oriented graph. Both graphs are disjoint unions of chains and cycles.
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