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Аннотация—В статье рассматриваются задачи доминирующих множеств на сети: основные
оптимизационные постановки задач, многокритериальные постановки задач и постановки
с оценками в виде мультимножеств. Приводится обзор литературы о задачах и схемах их
решения. Числовые примеры иллюстрируют задачи связных доминирующих множеств.
Предлагаются новые модели целочисленного программирования для задач доминирую-
щих множеств (многокритериальные постановки, постановки с оценками в виде мульти-
множеств).

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: комбинаторная оптимизация, связные доминирующие множества,
многокритериальная оптимизация, схемы решения, сети, мультимножество

1. ВВЕДЕНИЕ

В последние годы важность задач поиска доминирующих множеств (dominating sets DS)
и связных доминирующих множеств (connected dominating sets CDS) на графах/сетях суще-
ственно возросла [43, 60, 62, 66, 123, 147]. Эти задачи заключаются в поиске доминирующего
множества или связного доминирующего множества минимального размера для исходного
графа/сети [43, 60, 62, 66]. Основные приложения задач этого типа указаны в таблице 1. Сле-
дует отметить, что указанные задачи в основном применялись в сетях связи (проектирование
и управление). Сейчас задачи данного типа стали использоваться и в других областях, напри-
мер: информационные системы, системы мониторинга, социальные сети.

Таблица 1. Области применения задачи доминирующего множества
Ном. Прикладная область Источники

1. Коммуникационные сети: построение опорной сети (backbone) и др. [16,30,43,48,68,107]
[115,120,140,147]

2. Проектирование топологии сетевых энергетических систем, [31,41,67,92]
управление, мониторинг

3. Задача размещения в оптических сетях [43]
4. Размещение устройств для мониторинга (например: камеры, [70]

устройства фиксирования загораний)
5. Социальные сети (позитивное влияние элементов доминирующих [39,96,132]

множеств)
6. Информационный поиск (интеграция документов) [111]

В данной статье представлен следующий материал:
1. Приведен литературный обзор публикаций об указанных задачах (т.е., задача DS и задача

CDS) и схемах их решения.
2. Приведены комбинаторные оптимизационные модели для указанных задач, включая но-

вые оптимизационные модели для задач в случае многих критериев (целевых функций) и
использования оценок в виде мультимножеств.
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Связь рассматриваемых задач и некоторых других известных задач комбинаторной опти-
мизации приведена на Рис. 1. На Рис. 2 приведена иллюстрация для задачи построения доми-
нирующего множества (построение остовной сети в системе связи). Данная статья основана
на препринте [88].

Рис. 1. Связь между комбинаторными задачами
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2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЙ МАТЕРИАЛ

Имеется связный ненаправленный граф G = (A,R), где A - множество вершин/узлов, R -
множество ребер. Подмножество вершин B ⊆ A является доминирующим множеством (DS)
если каждая вершина не из B имеет соседа из B (т.е., соединена ребром с вершиной из B).
Вершины из множества B называются доминирующими элементами. Если граф на основе вер-
шин из B является связным, то B называется связным доминирующим множеством (CDS).
Рассматриваются два специальных индекса:

(а) число доминирования: γ(B) (минимальная мощность B);
(б) число связного доминирования: γc(B) (минимальная мощность связного B).
Очевидно, что γc(B) ≥ γ(B).
Базовая задача доминирующего множества (DS) представляет собой следующую модель

комбинаторной оптимизации:

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 20 № 3 2020
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Найти доминирующее множество B минимального размера (т.е., min γ(B)) для исходного
графа G = (A,R).

Базовая модель комбинаторной оптимизации для задачи CDS имеет вид:

Найти связное доминирующее множество B минимального размера (т.е.., min γc(B)) для
исходного графа G = (A,R).

Доказано, что указанные оптимизационные модели относятся к классу NP-трудных (NP-
hard) [43,60,66]. В указанных задачах рассматриваются следующие основные требования (т.е.,
целевые функции, ограничения, свойства ) [43, 60, 62, 66, 123, 147]: (i) минимизация мощности
доминирующего множества, (ii) связность доминируемого множества, (iii) специальные свой-
ства связности и доминирования (например, k-связность, m-доминирование).

Некоторые примеры k-cвязных доминирующих множеств проиллюстрированы на рисунках:
(1) пример 3-связного доминирующего множества (3-связное доминирующее множество со-

ответствует клике, Рис. 3);
(2) пример 1-связного доминирующего множества (1-связное доминирующее множество со-

ответствует дереву, Рис. 4);
(3) пример 2-связного доминирующего множества (2-связное доминирующее множество со-

ответствует кольцу, Рис. 5);
(4) пример 2-связного 3-доминирующего множества (т.е., (2, 3)-CDS задача, 2-связное до-

минирующее множество соответствует кольцу, Рис. 6).

Рис. 3. 3-связное доминирующее множество
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Рис. 4. 1-связное доминирующее множество
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Рис. 5. 2-связное доминирующее множество
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Рис. 6. 2-связное 3-доминирующее множество
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В таблице 2 приведены дополнительные специальные требования, которые могут исполь-
зоваться в указанных задачах.

Таблица 2. Дополнительные специальные требования/ограничения
Ном. Требования/ограничния Источники

1. Ограниченный диаметр связного доминирующего множества [22]
2. Многоточечный переприем (multipoint relays) [2, 115,136]
3. Ограничение на стоимость маршрутизации в сетях [44,45,47]
4. Ограничения по потреблению электроэнергии (demand constraints) [82]
5. Ограничения по пропускной способности (capacity constraints) [82]
6. Нечувствительность к отказам (устойчивая работоспособность) [151]

связного доминирующего множества

Представляется полезным указать две известные задачи комбинаторной оптимизации, ко-
торые близки к рассматриваемым задачам:

Задача 1. Задача максимального независимого множества [12,13,15,16,60,101,124,138]:

Найти максимальное подмножество вершин исходного графа (как независимое и стабильное
множество) такое, что нет ребер между любыми двумя вершинами этого подмножества.

Эта задача часто используется как предварительная в двух-этапном приближенном методе
построения минимального связного множества [16,58,100,131]: (1) сконструировать максималь-
ное независимое множество для исходной сети; (2) связать вершины построенного множества.

Задача 2. Задача покрывающего дерева с максимизацией числа весячих вершин [10, 24, 54,
60,83]:

Найти покрывающее дерево для исходного графа так, что число висячих вершин постро-
енного дерева является максимальным.

Эта задача эквивалентна вычислению γc(G), так как подмножество вершин является связ-
ным доминирующим множеством тогда и только тогда, когда его дополнение является (со-
держится в) множеством висячих вершин покрывающего дерева [24].

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 20 № 3 2020
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Указанные две близкие оптимизационные задачи также относятся к классу NP-трудных за-
дач [60, 66]. Обычно следующие подходы используются для решения рассматриваемых задач
(т.е., задача минимального DS, задача минимального CDS, задача максимального независи-
мого множества, задача покрывающего дерева с максимизацией числа висячих вершин): (1)
точные переборные методы (например, метод ветвей и границ) [43, 54, 122]; (2) приближен-
ные (аппроксимационные) эвристики [23, 62, 117, 152]; (3) метаэвристики и гибридные мето-
ды [9,16,111].

Для ряда специальных (упрощенных) случаев этих задач предложены полиномиальные
схемы решения: (а) полиномиальные алгоритмы [74, 86, 108, 112, 113], (б) полиномиальные по
времени схемы решения (т.е., полиномиальные схемы с гарантированной относительной по-
грешностью: polynomial time approximate schemes PTAS) [30,59,82,104,148].

Типы задач доминирующих множеств приведены в таблице 3 [43,60,62,66,123,147].

Таблица 3. Задачи доминирующего множества и связного доминирующего множества, часть 1
Ном. Тип задачи Источники

1. Основные обзоры по задачам и приложениям:
1.1. Связное доминирующее множество: теория и приложения [43]
1.2. Связные доминирующие множества в децентрализованных [147]

(Ad Hoc) сетях и в сенсорных сетях
1.3. Связные доминирующие множества в сенсорных сетях и MANETs [21]
1.4. Связное доминирующее множество в беспроводных сетях [46]
2. Основные задачи:

2.1. Задача доминирующего множества, [43,60,77]
задача минимального доминирующего множества

2.2. Независимые доминирующие множества в графах [61,79,97,114]
минимальное независимое доминирующее множество

2.3. Независимые доминирующие множества в планарных графах [50]
2.4. Задачи связного доминирующего множества (т.е., минимизация [16,21,22,43,46,60,62,94]

мощности связного доминирующего множества) [101,102,107,117,118,120]
[122,124,135,138]

2.5. CDS задачи на графах единичных кругов (unit disk graphs) [43,56,121,152]
2.6. Задача планарного связного доминирующего множества [98]

(т.е., на плоскости)
3. DS задачи с специальными типами связности/доминирования:

3.1. Слабо-связные доминирующие множества минимального размера [3, 13,28,29,43,146]
3.2. Сильно-связные доминирующие множества в сетях [42,43]

с ненаправленными связями
3.3. Задачи тотальных доминирующих множеств [7, 27,33,70–72,118]
3.4. Задачи тотального k-доминирования в графах [19,20]
3.5. Задача почти-тотального (semitotal) доминирования в графах [73]
3.6. Задача двойного (double) доминирования в графах [63–65]
3.7. Задача смешанного (mixed) доминирования в графах [85]
3.8. Задача k-связного m-доминирующего множества [38,56,89,119,127]

((k,m)-CDS задача)
3.9. Задача k-связного m-доминирующего множества [56,106,121]

((k,m)-CDS задача) с весам вершин

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 20 № 3 2020
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Таблица 3. Задачи доминирующего множества и связного доминирующего множества, часть 2
Ном. Тип задачи Источники

4. Задачи взвешенного доминирующего множества:
4.1. CDS задача с весами вершин (например: с важностью вершин) [9, 27,43,62,95,111]

[129,134,152]
4.2. (k,m)-CDS задача с минимальным весом [56,106,121]
4.3. Взвешенная CDS задача с ограничением на степени вершин [5]

(формирование остовной сети - backbone)
4.4. Взвешенная CDS задача на графе единичных кругов (unit disk graphs) [43]
4.5. Задача минимального веса частично связного покрывающего множества [91]
5. Задачи доминирования с ограничением на пропускную способность:

5.1. Основные DS задачи [40,93]
5.2. DS задача с ограничением на пропускную способность (на минимум) [110]
5.3. Специальная DS задача с ограничением на пропускную способность [82]

(минимизация числа элеметов в DS с учетом ограничений
по пропускной способности и по потреблению электроэнергии)

5.4. Специальная DS задача с ограничением на пропускную способность [17]
и с b-реберным доминированием

6. Задачи доминирующего множества на основе ребер графа:
6.1. Основные задачи доминирующего множества на основе ребер графа [32,52,60,78,142]
6.2. Задача доминирующего множества на основе ребер графа [90]

с 2-реберной связностью
6.3. Задача доминирующего множества на основе ребер графа [55]

с b-реберной связностью
6.4. DS задача с b-реберным доминированием и ограничением [17]

на пропускную способность
6.5. Задачи с тотальным реберным доминированием [150]
6.6. DS задача с весами ребер [26,53]
6.7. CDS задача с весами ребер [62]
7. DS задачи при много-шаговой (multi-hop) передаче информации:

7.1. Много-шаговое доминирование в графах [75,84]
(k-шаговые доминирующие множества)

7.2. CDS задачи с k-шаговым доминированием [34,59,103,105]
[139,143]

7.3. Задачи CDS с многоточечным переприемом (multipoint relays) [2, 115,136]
7.4. Построение эффективного по энергии доминирующего дерева [145]

для много-шаговой (multi-hop) беспроводной сети
7.5. CDS задача для много-шаговой (multi-hop) беспроводной сети [125]
8. Взвешенные доминирующие множества на деревьях Штейнера:

8.1. Задача связного доминирующего множества на дереве Штейнера [6,62,100,137]
8.2. Задача связного доминирующего множества на дереве Штейнера [4,62]

с взвешенными вершинами
9. Специальные типы задач:

9.1. k-справедливое (k-fair) доминирование в графах [25]
9.2. Стабильное CDS с эффективностью по энергии [115]
9.3. CDS задача (на минимум) для циркулятивных сетей [109]
9.4. CDS задачи с ограничением на стоимость маршрутизации [47]
9.5. Задачи высоко-связных много-доминирующих множеств [56]
9.6. CDS задача с балансом нагрузки (беспроводная сенсорная сеть - WSN) [68]
9.7. Доминирующие множеств и связные доминирующие множества [76]

в динамических графах
9.8. Реконфигурация доминирующих множеств [126]
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Таблица 4 содержит список основных схем решения.

Таблица 4. Основные схемы решения, часть 1
Ном. Схема решения Источники

1. Основные обзоры:
1.1. Обзоры о проблемах и схемах решения [43]
1.2. Классификация и сравнение алгоритмов для CDS [147]
2. Точные методы:

2.1. Алгоритм ветвей и границ для CDS задачи (на минимум) [122]
2.2. Полиномиальные алгоритмы (полиномиальное время) [74,86,108]

для минимального парного (minimum paired-dominating) DS
(специальные графы: дерево, выпуклый двух-дольный граф,
строго-упорядочиваемый граф, граф перестановок) [112,113]

2.3. Переборные алгоритмы для DS задач [35]
2.4. Точные алгоритмы для DS (алгоритмы экспоненциального времени, [49,93,116]

алгоритмы типа ветвей и границ)
2.5. Точные алгоритмы для связного "красно-голубого"(red-blue) [1]

доминирующего множества
3. Эвристики, приближенные (аппроксимационные) алгоритмы:

3.1. Эвристики для задачи связного доминирующего множества [23]
в децентрализованной (Ad Hoc) беспроводной сети

3.2. Расширенный локальный алгоритм для формирования связного [37]
доминирующего множества в децентрализованной (Ad Hoc)
беспроводной сети

3.3. Приближенный алгоритм для слабо-связного доминирующего [28]
множества минимального размера

3.4. Эффективные алгоритмы для CDS задачи на графе типа трапеции [128]
3.5. "Жадная"аппроксимация для минимальных связных доминирующих [117]

множеств
3.6. Аппроксимации для доминирующих множеств минимального веса, [152]

связных доминирующих множеств минимального веса
3.7. Аппроксимация для слабо-связных доминирующих множеств [28]

минимального размера
3.8. Приближенные алгоритмы для задач 1-m-CDS и k-k-CDS [127]
3.9. Аппроксимационные алгоритмы для задач высоко-связных [56]

много-доминирующих множеств
3.10. Аппроксимация с константой для CDS задачи с минимизацией веса [14]
3.11. Аппроксимация для CDS задачи с k-шаговой (k-hop) передачей информации [34]
3.12. Двух-этапные приближенные алгоритмы для CDS задач [131]
3.13. Приближенный алгоритм с гарантией для k-связного m-кратного DS [149]
3.14. Приближенный централизованный алгоритм для CDS задачи [99]

(построение виртуального остова в беспроводной сенсорной сети WSN)
3.15. Приближенный распределенный алгоритм для CDS задачи [58]

(на графе единичных кругов - unit disk graphs)
3.16. Упрощенная эвристика для минимального связного доминирующего [130]

множества на графах (аппроксимационный алгоритм)
3.17. Приближенные алгоритмы в виде распределенного построения CDS [81]

на графах единичных кругов (unit disk graphs)
3.18. Эффективный рандомизированный распределенный "жадный"алгоритм [80]

для построения малого (small) DS (аппроксимация)
3.19. Улучшенные приближенные алгоритмы для (k,m)-CDS задач [106]
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Таблица 4. Основные схемы решения, часть 2
Ном. Схема решения Источники

4. Метаэвристики:
4.1. Эффективные мета-эвристики для задачи доминирующего множества [9]

с минимальным весом
4.2. Гибридные метаэвристики для минимального взвешенного [111]

доминирующего множества
4.3. Улучшенная метаэвристика (Ant Colony) для DS задачи (на минимум) [77]
4.4. Эффективный двух-этапный централизованный алгоритм для CDS задачи [51]

(для беспроводных сетей)
5. Эволюционные методы:

5.1. Гибридные генетические алгоритмы (GA) для задачи минимального [69]
доминирующего множества

5.2. Гибридный GA для задачи связного доминирующего множества [36]
с минимальным весом

5.3. Эффективный гибридный алгоритм (memetic) для DS задачи [95]
с минимизацией веса

5.4. Эволюционный алгоритм (memetic) для поиска позитивного [96]
доминирующего множества влияния в социальных сетях

6. Алгоритмы с линейным временем выполнения:
6.1. Алгоритм линейного времени для DS задачи с k-этапной (k-hop) передачей [75,84]

информации (для дерева, для двух-дольного перестановочного графа)
6.2. Алгоритмы линейного времени для DS задачи [11]

с фиксированной мощностью множества в вырожденном графе
6.3. Точный алгоритм для дерева с линейным временем выполнения [39]
6.4. Алгоритмы линейного времени для обобщенной DS задачи на ребрах [18]
6.5. Алгоритм линейного времени для задачи доминирования [31]

с k-степенью на взвешенном дереве
7. Аппроксимацинные схемы с линейным временем выполнения (PTAS):

7.1. PTAS для CDS задачи на децентрализованной (Ad Hoc) беспроводной сети [30]
7.2. PTAS для CDS задачи на 3D беспроводной cенсорной сети (WSN) [148]
7.3. PTAS для CDS задачи с d-этапной (d-hop) передачей информации [59]

на графах роста с ограничением (in growth bounded graphs)
7.4. PTAS для CDS задачи на графе единичных кругов (unit disk graphs) [104]
7.5. PTAS для CDS задачи с ограничением на стоимость маршрутизации [44,45]

в беспроводной сенсорной сети (WSN)
7.6. PTAS для CDS задачи с ограничением на стоимость маршрутизации [141]

на графах роста с ограничением (in growth bounded graphs)
7.7. PTAS для DS задачи на деревьях с ограничением по пропускной способности [82]
7.8. PTAS для DS задачи с минимизацией веса на графах роста с ограничением [133]

(growth bounded graphs)
8. Специальные схемы решения:

8.1. Метод на основе поискового дерева для DS задачи на планарном графе [8]
8.2. Распределенный алгоритм для CDS задачи с k-этапной (k-hop) [143]

передачей информации
8.3. Метод на основе распределенного обучаемого автомата [3]

для слабо связного доминирующего множества
8.4. Адаптивные алгоритмы для связных доминирующих множеств [57]

3. ФОРМУЛИРОВКИ В ВИДЕ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

3.1. Базовые модели

Базовая задача заключается в поиске минимального доминирующего множества B ⊆ A в
графе G = (A,R), где A = {a1, ..., ai, ..., an}, R = {r1, ..., rj , ..., rq}. Используются следующие
бинарные переменные xi (i = 1, n): ∀ai ∈ A xi = 1 если вершинаa выбирается для B (i.e.,
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a ∈ B) и xi = 0 - в противном случае. Решение задачи можно определить как бинарный
вектор x = (x1, ..., xi, ..., xn). Рассматриваются следующие оптимизационные модели:

Модель 1. Формулировка базовой задачи минимизации доминирующего множества в виде
целочисленного программирования:

min γ(b) = min
n∑

i=1

xi

s.t. ∀aζ1 ∈ (A\B) ∃aζ2 ∈ B (i.e., xaζ2 = 1) such that (aζ1 , aζ2) ∈ R.

Модель 2. Формулировка базовой задачи минимизации связного доминирующего множества
в виде целочисленного программирования (здесь Bc ⊆ A - связное доминирующее множество):

min γc(b) = min
n∑

i=1

xi

s.t. ∀aζ′ , aζ′′ ∈ Bc ∃ path l(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >,

∀aζ1 ∈ (A\Bc) ∃aζ2 ∈ Bc (i.e., xaζ2 = 1) such that (aζ1 , aζ2) ∈ R.

В задачах могут также использоваться веса вершин: w(ai) > 0 (∀ai ∈ A).

Модель 3. Формулировка задачи доминирующего множества с минимизацией весов вершин
в виде целочисленного программирования:

min γw(b) = min
n∑

i=1

w(ai) xi

s.t. ∀aζ1 ∈ (A\B) ∃aζ2 ∈ B (i.e., xaζ2 = 1) such that (aζ1 , aζ2) ∈ R.

Модель 4. Формулировка задачи связного доминирующего множества с минимизацией весов
вершин в виде целочисленного программирования: (здесь Bc ⊆ A - связное доминирующее
множество):

min γwc (b) = min
n∑

i=1

w(ai) xi

s.t. ∀aζ′ , aζ′′ ∈ Bc ∃ path l(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >,

∀aζ1 ∈ (A\Bc) ∃aζ2 ∈ Bc (i.e., xaζ2 = 1) such that (aζ1 , aζ2) ∈ R.

3.2. Основные многокритериальные модели

Можно использовать векторный вес вершин исходного графа:
w(ai) = (w(a1i ), ..., w

κ(ai), ..., w
µ(ai)) (wκ(ai) > 0 ∀κ = 1, µ, ∀ai ∈ A).

Таким образом, можно рассматривать многокритериальные модели (здесь осуществляется
поиск Парето-эффективных решений).
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Модель 5. Формулировка многокритериальной задачи доминирующего множества с век-
торными весами вершин в виде целочисленного программирования:

min
n∑

i=1

w1(ai) xi, ...,min
n∑

i=1

wκ(ai) xi, ...,min
n∑

i=1

wµ(ai) xi,

s.t. ∀aζ1 ∈ (A\B) ∃aζ2 ∈ B (i.e., xaζ2 = 1) such that (aζ1 , aζ2) ∈ R.

Модель 6. Формулировка многокритериальной задачи связного доминирующего множества
с векторными весами вершин в виде целочисленного программирования:

min
n∑

i=1

w1(ai) xi, ...,min
n∑

i=1

wκ(ai) xi, ...,min
n∑

i=1

wµ(ai) xi,

s.t. ∀aζ′ , aζ′′ ∈ Bc ∃ path l(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >,

∀aζ1 ∈ (A\Bc) ∃aζ2 ∈ Bc (i.e., xaζ2 = 1) such that (aζ1 , aζ2) ∈ R.

3.3. Модели для k-связных доминирующих множеств

В случае k-связного доминирующего множества необходимо использовать дополнительное
ограничение для k-связности доминирующего множества.

Модель 7. Формулировка базовой задачи минимизации связного доминирующего множества
с условием k-связности доминирующего множества в виде целочисленного программирования
(здесь Bc ⊆ A - k-связное доминирующее множество):

min γc(b) = min
n∑

i=1

xi

s.t. ∀aζ′ , aζ′′ ∈ Bc ∃ k vertex disjoint paths

l1(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >, ..., lk(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >;

∀aζ1 ∈ (A\Bc) ∃aζ2 ∈ Bc (i.e., xaζ2 = 1) such that (aζ1 , aζ2) ∈ R.

Модель 8. Формулировка задачи доминирующего множества с минимизацией весов вершин
с условием k-связности доминирующего множества в виде целочисленного программирования
(здесь Bc ⊆ A - k-связное доминирующее множество):

min γwc (b) = min
n∑

i=1

w(ai) xi

s.t. ∀aζ′ , aζ′′ ∈ Bc ∃ k vertex disjoint paths

l1(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >, ..., lk(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >;

∀aζ1 ∈ (A\Bc) ∃aζ2 ∈ Bc (i.e., xaζ2 = 1) such that (aζ1 , aζ2) ∈ R.
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Модель 9. Формулировка многокритериальной задачи доминирующего множества с мини-
мизацией весов вершин с условием k-связности доминирующего множества в виде целочис-
ленного программирования:

min
n∑

i=1

w1(ai) xi, ...,min
n∑

i=1

wκ(ai) xi, ...,min
n∑

i=1

wµ(ai) xi,

s.t. ∀aζ′ , aζ′ ∈ Bc ∃ k vertex disjoint paths

l1(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′ >, ..., lk(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′ >;

∀aζ1 ∈ (A\Bc) ∃aζ2 ∈ Bc (i.e., xaζ2 = 1) such that (aζ1 , aζ2) ∈ R.

3.4. Модели для k-связных m-доминирующих множеств

В случае k-связности и m-доминирования в доминирующем множестве модели дополняются
ограничениями для k-связности и m-доминирования.

Модель 10. Формулировка задачи минимизации связного доминирующего множества с усло-
виями k-связности и m-доминирования доминирующего множества в виде целочисленного про-
граммирования (здесь Bc ⊆ A - k-связное доминирующее множество):

min γc(b) = min
n∑

i=1

xi

s.t. ∀aζ′ , aζ′′ ∈ Bc ∃ k vertex disjoint paths

l1(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >, ..., lk(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >;

∀aζ1 ∈ (A\Bc) ∃ m vertices a1ζ1 , ..., a
m
ζ1 ∈ Bc (i.e., xa1

ζ1

= 1, ..., xam
ζ1

= 1)

such that (aζ1 , a
1
ζ1) ∈ R, ..., (aζ1 , a

m
ζ1) ∈ R.

Модель 11. Формулировка задачи минимизации связного доминирующего множества с усло-
виями k-связности и m-доминирования доминирующего множества с весами вершин в виде
целочисленного программирования (здесь Bc ⊆ A - k-связное доминирующее множество):

min γwc (b) = min
n∑

i=1

w(ai) xi

s.t. ∀aζ′ , aζ′′ ∈ Bc ∃ k vertex disjoint paths

l1(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >, ..., lk(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >;

∀aζ1 ∈ (A\Bc) ∃ m vertices a1ζ1 , ..., a
m
ζ1 ∈ Bc (i.e., xa1

ζ1

= 1, ..., xam
ζ1

= 1)

such that (aζ1 , a
1
ζ1) ∈ R, ..., (aζ1 , a

m
ζ1) ∈ R.

Модель 12. Формулировка многокритериальной задачи минимизации связного доминиру-
ющего множества с условиями k-связности и m-доминирования доминирующего множества с
весами вершин в виде целочисленного программирования:

min
n∑

i=1

w1(ai) xi, ...,min
n∑

i=1

wκ(ai) xi, ...,min
n∑

i=1

wµ(ai) xi,
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s.t. ∀aζ′ , aζ′′ ∈ Bc ∃ k vertex disjoint paths

l1(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >, ..., lk(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >;

∀aζ1 ∈ (A\Bc) ∃ m vertices a1ζ1 , ..., a
m
ζ1 ∈ Bc (i.e., xa1

ζ1

= 1, ..., xam
ζ1

= 1)

such that (aζ1 , a
1
ζ1) ∈ R, ..., (aζ1 , a

m
ζ1) ∈ R.

3.5. Задачи с оценками в виде мультимножеств

Здесь испольэуются интервальные оценки на основе мультимножеств, соответствующие
операции и оптимизационные модели, введенные в [87]. В данном случае взвешенные векторы
вершин w(ai) = (w(a1i ), ..., w

κ(ai), ..., w
µ(ai)) (wκ(ai) > 0 ∀κ = 1, µ, ∀ai ∈ A) трансформиру-

ются ("сжимаются") в оценку в виде муьтимножества e(ai).

Модель 13. Формулировка задачи доминирующего множества с минимизацией весов вершин
при оценках весов как мультимножеств в виде целочисленного программирования (целевая
функция основана на “обобщенной медиане” Mg):

min Mg = arg min
M∈E

n∑
κ=1

|δ(M, eκ)|;

s.t. ∀aζ1 ∈ (A\B) ∃aζ2 ∈ B (i.e., xaζ2 = 1) such that (aζ1 , aζ2) ∈ R.

Модель 14. Формулировка задачи связного доминирующего множества с минимизацией ве-
сов вершин при оценках весов как мультимножеств в виде целочисленного программирования
(целевая функция основана на “обобщенной медиане” Mg):

min Mg = arg min
M∈E

n∑
κ=1

|δ(M, eκ)|;

s.t. ∀aζ′ , aζ′′ ∈ Bc ∃ path l(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >,

∀aζ1 ∈ (A\Bc) ∃aζ2 ∈ Bc (i.e., xaζ2 = 1) such that (aζ1 , aζ2) ∈ R.

Модель 15. Формулировка многокритериальной задачи доминирующего множества с ми-
нимизацией весов вершин при оценках весов как мультимножеств и при условии k-связности
доминирующего множества в виде целочисленного программирования (целевая функция ос-
нована на “обобщенной медиане” Mg):

min Mg = arg min
M∈E

n∑
κ=1

|δ(M, eκ)|;

s.t. ∀aζ′ , aζ′ ∈ Bc ∃ k vertex disjoint paths

l1(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′ >, ..., lk(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′ >;

∀aζ1 ∈ (A\Bc) ∃aζ2 ∈ Bc (i.e., xaζ2 = 1) such that (aζ1 , aζ2) ∈ R.

Модель 16. Формулировка многокритериальной задачи доминирующего множества с мини-
мизацией весов вершин при оценках весов как мультимножеств и при условиях k-связности и
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m-доминирования доминирующего множества в виде целочисленного программирования (це-
левая функция основана на “обобщенной медиане” Mg):

min Mg = arg min
M∈E

n∑
κ=1

|δ(M, eκ)|;

s.t. ∀aζ′ , aζ′′ ∈ Bc ∃ k vertex disjoint paths

l1(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >, ..., lk(aζ′ , aζ′′) =< aζ′ , ..., aζ′′ >;

∀aζ1 ∈ (A\Bc) ∃ m vertices a1ζ1 , ..., a
m
ζ1 ∈ Bc (i.e., xa1

ζ1

= 1, ..., xam
ζ1

= 1)

such that (aζ1 , a
1
ζ1) ∈ R, ..., (aζ1 , a

m
ζ1) ∈ R.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной статье рассмотрены задачи доминирующего множества. Приведен литературный
обзор основных типов задач и схем их решения. Предложены новые формулировки моделей
комбинаторной оптимизации для ряда задач доминирующего множества с учетом многокрите-
риальности и использования оценок в виде мультимножеств. Представляется целесообразным
указать некоторые перспективные направления исследований: (1) рассмотрение различных
новых областей применения описанных задач; (2) исследование многостадийных стратегий
решения; (3) дальнейшее исследований задач при условиях k-связности и m-доминирования
доминирующего множества: (4) исследование задач на специальных структурах (например,
на древовидных структурах); (5) исследование задач в сетях связи при много-этапной пере-
даче информации; (6) проектирование программного обеспечения для рассмотренного класса
задач; (7) включение описанных задач в учебные программы (например: в виде студенческих
проектов). Автор декларирует, что нет конфликта интересов.
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Note on dominating set problems

Levin M.Sh.

The paper focuses on connected dominating set problems on network: basic optimization for-
mulations of problems, multicriteria problem formulations, and problem formulation with multiset
estimate. A literature survey on problems and solving schemes is presented. Numerical examples
illustrate connected dominating set problems. New integer programming formulations of dominating
set problems (multicriteria problems, problems with multiset estimates) are suggested.

KEYWORDS: combinatorial optimization, connected dominating sets, multicriteria optimiza-
tion, solving schemes, networks, multiset
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