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Аннотация—В статье рассматривается комбинаторная задача кластеризации на основе рас-
краски ребер графа. Представлен краткий обзор задач раскраски графов и их применения
в сетях связи и компьютерных системах. Описана основная математическая постановка
задачи кластеризации на основе раскраски ребер графа. Предложена многокритериальная
постановка задачи. Приведены иллюстративные численные примеры для рассмотренных
задач.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: комбинаторная оптимизация, кластеризация, раскраска графа, си-
стемы связи

DOI: 10.53921/18195822_2022_22_2_119

1. ВВЕДЕНИЕ

В последние года задачи комбинаторной кластеризации привлекают внимание исследова-
телей [43]. Данная статья посвящена задаче кластеризации на основе раскраски ребер графа.
Эта задача может быть отнесена к классу задач комбинаторной кластеризации. В работе
описаны основная известная задача кластеризации на основе раскраски ребер графа и пред-
ложена ее многокритериальная версия. Приведен краткий структуризованный обзор (в виде
таблицы) задач раскраски графов и областей их применения. Особое внимание уделяется
приложениям в области систем связи. Для иллюстрации рассматриваемых задач приведены
численные примеры. Данная статья основана на препринте [44].

2. РАСКРАСКА ГРАФА И КЛАСТЕРИЗАЦИЯ НА ОСНОВЕ РАСКРАСКИ РЕБЕР

Задачи раскраски графов [15,26,34,35] играют важную роль в компьютерных науках, техни-
ке и управлении, например: (а) размещение вычислительных ресурсов [18,26], (б) управление
частотами, планирование расписаний в системах связи (e.g., [15,22,36,51,65]), (в) составление
специальных расписаний (timetabling) [33,46,64].

Рис. 1–3 иллюстрируют базовые задачи раскраски графа для исходного неориентирован-
ного графа. Исходный граф G = (A,B) представлен на Рис. 1:

(1) множество вершин: A = {a1, ..., a9},
(2) множество ребер: B = { b1 = (a1, a2), b2 = (a1, a5), b3 = (a2, a3), b4 = (a2, a6), b5 =

(a3, a4), b6 = (a3, a6), b7 = (a3, a7), b8 = (a4, a8), b9 = (a4, a9), b10 = (a5, a7), b11 = (a6, a7),
b12 = (a7, a8), b13 = (a8, a9) }.

Рассматривается набор (множество) цветов: C = {c1, c2, c3, c4}. Два раскрашенных графа
представлены:

(а) раскраска вершин (Рис. 2), соседние вершины (связанные ребром) имеют разные цвета,
использованы три цвета;

(б) раскраска ребер (Рис. 3), использованы четыре цвета.



120 Марк Ш. ЛЕВИН

Рис. 1. Исходный граф

�
�

�

@
@
@

@@ ��

ta1

ta5 t
a6

ta2 ta3
t
a7

t
a8

ta4
t
a9

Рис. 2. Раскраска вершин
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Рис. 3. Раскраска ребер
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В данной работе рассматривается специальная задача кластеризации на основе раскраски
ребер (k-edge colored clustering problem). В рассматриваемой задаче задан граф с раскрашен-
ными ребрами G = (A,B); A = {a1, ..., aj , ..., an} - множество вершин, B = {b1, ..., bi, ..., bm}} -
множество ребер. Имеется множество целых чисел (цветов) C = {c1, ..., cµ, ..., ck}. Для каж-
дой вершины b ∈ B назначен цвет cµ(b) и вес wb. Основная задача кластеризации на основе
раскраски ребер (basic Max k-Edge Colored Clustering problem - MAX-k-EC) имеет вид [2,4,6,7]:

Назначить цвет из множества C = {c1, ..., cµ, ..., ck} для каждой вершины графа так чтобы
получить как максимум k кластеров. Каждый кластер соответствует подграфу с вершинами
одного цвета. В раскраске вершин графа дуга называется соответствующей (или стабильной
- stable) если ее цвет совпадает с цветом составляющих ее вершин. Целевой функцией задачи
является максимизация общего веса стабильных ребер графа.

Модель данной задачи описана в [4,6,7]. Рассматриваются два множества переменных: (i)
zb, b ∈ B и (ii) xacµ , a ∈ A, cµ ∈ C (µ = 1, k); где zb = 1 если обе вершины для ребра b имеют
тот же цвет как и b и zb = 0 в ином случае и xacµ = 1 если вершина a имеет цвет cµ и xacµ = 0
в ином случае. Модель имеет вид (здесь c(b) соответствует цвету cµ, который был назначен
ребру b ∈ B):

max
∑
b∈B

wbzb s.t.
k∑

µ=1

xacµ = 1, ∀a ∈ A;

zb ≤ min{xa1c(b), xa2c(b)} ∀b = (a1, a2) ∈ B; xacµ , zb ∈ {0, 1}, ∀a ∈ A, cµ ∈ C, b ∈ B.

Данная модель относится к классу NP-трудных. Для этой задачи были предложены методы
решения в виде эвристик, полиномиальных приближенных схем (PTAS) [2, 4, 6, 7].

Иллюстративный пример задачи имеет следующий вид. Информация по исходному графу
представлена в таблице 1 и на Рис. 4a (цвета: C = {c1, ..., c4}).

Получены кластеры (решения кластеризации:
X̃ = {X1, X2, X3, X4} (Xµ ⊆ A ∀µ = 1, 4, здесь |Xµ1

∪
Xµ2 | = 0 ∀µ1 ̸= µ2 )

(Рис. 4b, таблица 1, таблица 2):
(i) X1 = {a1, a5, a7}, цвет c1;
(ii) X2 = {a2, a3}, цвет c4;
(iii) X3 = {a4, a6}, цвет c2;
(iv) X4 = {a8, a9}, цвет c3.
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Таблица 1. Ребра графа G = (A,B)
Ном. Ребро Вес Цвет ребра Бинарная переменная (выбор)

b ∈ B wb c(b) z(b)
1. b1 = (a1, a2) wb1 = 0.5 c1 0
2. b2 = (a1, a5) wb2 = 0.9 c1 1
3. b3 = (a2, a3) wb3 = 1.2 c4 1
4. b4 = (a2, a6) wb4 = 0.4 c1 0
5. b5 = (a3, a4) wb5 = 0.6 c2 0
6. b6 = (a3, a7) wb7 = 0.3 c3 0
7. b7 = (a4, a6) wb6 = 0.9 c2 1
8. b8 = (a4, a8) wb8 = 0.5 c1 0
9. b9 = (a4, a9) wb9 = 0.4 c4 0
10. b10 = (a5, a7) wb10 = 1.0 c1 1
11. b11 = (a6, a7) wb11 = 0.2 c4 0
12. b12 = (a7, a8) wb12 = 0.5 c2 0
13. b13 = (a8, a9) wb13 = 1.1 c3 1

Рис. 4. Пример задачи кластеризации на основе раскраски ребер
(а) исходная раскраска ребер
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(б) раскраска вершин и кластеры

c1
�� ���� ��

c2
�� ���� �� c4

�� ���� ��
c1
�� ���� ��

c2
�� ���� ��

c3
�� ���� ����

��

��
��

��
��c2

�� ���� �� @
@
@

c4
�� ���� ��

c1
�� ���� ��c4

�� ���� ��
c2
�� ���� �� c3

�� ���� ��@@ ��@@ ��@@ ��
c1
�� ���� ��

ta1

c1(a1)
�
 �	

ta5
c1(a5)
�
 �	 s

a6

c2(a6)
�
 �	

rda2c4(a2)
�
 �	 rda3c4(a3)

�
 �	
t
a7

c1(a7)
�
 �	

se
a8

c3(a8)
�
 �	

sa4c2(a4)
�
 �	

se
a9

c3(a9)
�
 �	

Таблица 2. Вершины графа G = (A,B) (решение)
Ном. Вершина aj ∈ A Назначенный вес вершины caj Кластер X(µ) (Рис. 4)

1. a1 c1 X1

2. a2 c4 X2

3. a3 c4 X2

4. a4 c2 X3

5. a5 c1 X1

6. a6 c2 X3

7. a7 c1 X1

8. a8 c3 X4

9. a9 c3 X4

Можно указать следующие основные типы задач кластеризации на основе раскраски вер-
шин графа: (1) компактная раскраска вершин (compact k-edge-coloring) [5]; (2) циклическая
компактная раскраска вершин (cyclic compact k-edge-colorings) [59]; (3) максимизация рас-
краски вершин графа (Max Edge-Coloring problem) [49, 50]; (4) максимизация раскраски вер-
шин графа с ограничением (bounded max-vertex-coloring problem) [12]; (5) кластеризация на
графе с раскрашенными ребрами (clustering on k-edge-colored graphs) [6]; (6) максимальная
кластеризация на графе с раскрашенными ребрами (maximum k-edge colored clustering: MAX-
K-EC) [2, 4]; (7) альтернативный путь и раскрашенная кластеризация (alternating path and
colored clustering) [19]; (8) задача раскраски вершин и разбиения ребер графа (vertex coloring
edge partitions) [1]. Дополнительно, можно указать связь базовой задачи кластеризации на
основе раскраски ребер графа (MAX-K-EC) и близких задач [4]: (1) обобшение задачи макси-
мального взвешенного соответствия (Maximum Weight Matching) [26]; (2) расширение модели
распределения информации в социальных сетях (ребра не раскрашены) [37]; (3) специальный
случай комбинаторной задачи назначения [24].
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3. ЗАДАЧИ РАСКРАСКИ ГРАФА И ПРИЛОЖЕНИЙ

В таблице 3 приведены основные типы задач раскраски графов и приложения.

Таблица 3. Основные типы задач раскраски графов и приложения
Ном. Тип задачи Приложение Источник

1. Обзоры, общие задачи:
1.1. Общие обзоры Размещение выч. ресурсов, [26,34,46]

планирование, назначение частот,
построение групп

1.2. Раскраска графа Управление воздушным движением [13]
1.3. Модели и алгоритмы для Сети, планирование (timetabling), [16,54,55]

раскраска вершин/ребер с весами назначение каналов связи [66]
1.4. Раскраска древовидных графов Связь в иерархических сетях [32]
1.5. Сравнение эффективных Размещение ресурсов, планирование [45,46]

алгоритмов раскраски графов (timetabling), назначение частот
2. Основные задачи раскраски графов:

2.1. Раскраска вершин Назначение частот [15,26,34]
2.2. Максимальная раскраска вершин Размещение буферов в сетях [28,62,63]
2.3. Распределенная раскраска графов Маршрутизация без коллизий [60]

в сенсорых сетях (WSNs)
2.4. Параллельная раскраска графа Рапределенная память компьютера [18]
2.5. Оптимальная ракраска графа Интеграция данных в древовидных [48]

сенсорных сетях (WSNs)
2.6. Задачи максимальной раскраски Расписания с конфликтами [22,25]
2.7. Построение точек пересечения Выделение покрыющих под-регионов [30]

в раскрашенных графах в сенсорных сетях (WSNs)
2.8. k-раскраска графов Назначение частот в радиостанциях [51,61,65]
2.9. Раскраска вершин с весами:

2.9.1. Взвешенная раскраска Передача сообщений (реальное время), [11,16,21]
размещение слотов, назначение каналов [23,29,56]

[57]
2.9.2. Раскраска на деревьях/лесах с весами Машрутизация в оптических сетях [9,10,14]
2.9.3. Минимальная взвешенная раскраска Связь терминалов в сетях [8]
2.9.4. Раскраска с весами (ограничения на Назначение частот [42,53]

расстояния, несколько цветов
для каждой вершины)

3. Раскраска ребер графа:
3.1. Раскраска в графах:

3.1.1. Раскраска ребер Спортивные расписаний [33]
3.1.2. Раскраска ребер Сети связи, радиовещание [27,31,41]

(gossiping, broadcasting) [47]
3.1.3. Раскраска в двудольных графах Размещение в системах доставки [67]
3.1.4. Раскраска с весами Сети связи [66]
3.1.5. Максимальная раскраска Оптическая связь, [17,36,49]

системы с переключением [50]
3.1.6. Раскраска в размытых графах Планирование трафика [52]
3.2. Раскраска на деревьях:

3.2.1. Раскраска на деревьях Сети связи [3,58]
3.2.2. Раскраска на биномиальных деревьях Расписания [40]

4. Раскраска ребер с k цветами
(k-edge-coloring of graph):

4.1. Раскраска ребер с k цветами Назначение каналов, расписания [26,38]
4.2. Компактная k-раскраска Циклические расписания [5]
4.3. Циклическая компактная k-раскраска Много-процессорные расписания [39,59]
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4. МНОГОКРИТЕРИАЛЬНАЯ КЛАСТЕРИЗАЦИЯ НА ОСНОВЕ РАСКРАСКИ РЕБЕР

Основная задача (MAX-k-EC) расширяется за счет использования векторной оценки для
весов ребер: wb = (w1

b , ..., w
ξ
b , ..., w

λ
b ) ∀b ∈ B. Получается многокритериальная модель:

maxF 1 =
∑
b∈B

w1
bzb, ... , maxF ξ =

∑
b∈B

wξ
bzb, ... , maxF λ =

∑
b∈B

wλ
b zb,

s.t.
k∑

µ=1

xacµ = 1, ∀a ∈ A;

zb ≤ min{xa1c(b), xa2c(b)} ∀b = (a1, a2) ∈ B; xacµ , zb ∈ {0, 1}, ∀a ∈ A, cµ ∈ C, b ∈ B.

Векторная целевая функция имеет вид: F = (F 1, ..., F ξ, ..., F λ). Очевидно, что здесь следует
осуществлять поиск Парето-эффективных решений по данной целевой функции. В упрощен-
ном случае можно использовать следующую целевую функцию:

max F sum =
∑
b∈B

λ∑
ξ=1

wξ
bzb ∀ξ = 1, λ.

Информация для иллюстративного численного примера представлена в таблицах и на рисун-
ках: таблица 4, таблица 5, таблица 6, Рис. 4a, Рис. 5, Рис. 6). Используется исходный граф
с раскрашенными ребрами из Рис. 4a. Цвета ребер и двух-компонентные веса ребер приве-
дены в таблице 4. Два Парето-эффективных решения (два варианта раскраски вершин) и их
описания приведены в таблице 4, таблице 5, таблице 6 и на Рис. 7:

Решение 1: Решение задачи кластеризации имеет вид X̃1 = {X1
1 , X

1
2 , X

1
3 , X

1
4} (X1

µ ⊆ A
∀µ = 1, 4, |Xµ1

∪
Xµ2 | = 0 ∀µ1 ̸= µ2 (Рис. 5, таблица 4, таблица 5):

(i) X1
1 = {a1, a5, a7}, цвет c1;

(ii) X1
2 = {a2, a3}, цвет c4;

(iii) X1
3 = {a4, a6}, цвет c2;

(iv) X1
4 = {a8, a9, цвет c3.

Целевая функция имеет вид: F (X̃1) = (5.1, 3.1).

Решение 2: Решение задачи кластеризации имеет вид X̃2 = {X2
1 , X

2
2 , X

2
3 , X

2
4} (X2

µ ⊆ A
∀µ = 1, 4, |Xµ1

∪
Xµ2 | = 0 ∀µ1 ̸= µ2 (Рис. 6, таблица 4, таблица 6):

(i) X2
1 = {a1, a5, a7}, цвет c1;

(ii) X2
2 = {a3, a4, a6}, цвет c2;

(iii) X2
3 = {a8, a9}, цвет c3.

(iv) X2
4 = {a2}, цвет c4.

Целевая функция имеет вид: F (X̃2) = (4.5, 4.1).
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Таблица 4. Данные для ребер графа G = (A,B)
Ном. Ребро Вес Исходный цвет Бинарная Бинарная

b ∈ B wb = (w1
b , w

2
b ) ребра переменная переменная

c(b) для X̃1 и X̃2 z(b) для X̃1 z(b) для X̃2

1. b1 = (a1, a2) wb1 = (0.5, 0.5) c1 0 0
2. b2 = (a1, a5) wb2 = (0.9, 0.8) c1 1 1
3. b3 = (a2, a3) wb3 = (1.2, 0.5) c4 1 0
4. b4 = (a2, a6) wb4 = (0.4, 0.5) c1 0 0
5. b5 = (a3, a4) wb5 = (0.6, 1.5) c2 0 1
6. b6 = (a3, a7) wb6 = (0.3, 0.5) c3 0 0
7. b7 = (a4, a6) wb7 = (0.9, 0.8) c2 1 1
8. b8 = (a4, a8) wb8 = (0.5, 0.5) c1 0 0
9. b9 = (a4, a9) wb9 = (0.4, 0.5) c4 0 0
10. b10 = (a5, a7) wb10 = (1.0, 0.5) c1 1 1
11. b11 = (a6, a7) wb11 = (0.2, 0.5) c4 0 0
12. b12 = (a7, a8) wb12 = (0.5, 0.5) c2 0 0
13. b13 = (a8, a9) wb13 = (1.1, 0.5) c3 1 1

Рис. 5. Решение по Парето X̃1
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Рис. 6. Решение по Парето X̃2
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Таблица 5. Вершины графа G = (A,B) (решение X̃1)
Ном. Вершина aj ∈ A Назначенный цвет вершины caj Кластер X1(µ) (Рис. 5)

1. a1 c1 X1
1

2. a2 c4 X1
2

3. a3 c4 X1
2

4. a4 c2 X1
3

5. a5 c1 X1
1

6. a6 c2 X1
3

7. a7 c1 X1
1

8. a8 c3 X1
4

9. a9 c3 X1
4

Таблица 6. Вершины графа G = (A,B) (решение X̃2)
Ном. Вершина aj ∈ A Назначенный цвет вершины caj

Кластер X2(µ) (Рис. 6)
1. a1 c1 X1

1

2. a2 c4 X1
4

3. a3 c4 X1
2

4. a4 c2 X1
2

5. a5 c1 X1
1

6. a6 c2 X1
2

7. a7 c1 X1
1

8. a8 c3 X1
3

9. a9 c3 X1
3
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Рис. 7. Иллюстрация для решений по Парето
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Данная статья содержит описание задачи кластеризации на основе раскраски k-ребер графа
включая многоритериальную модель задачи. Приложения задач раскраски графов и рассмот-
ренной задачи структурно представлены в виде таблицы. Внимание уделено приложениям в
компьютерных системах и сетях связи. Можно указать следующие перспективные направле-
ния исследований: (1) исследование эвристических методов решения различных версий зада-
чи кластеризации на основе раскраски k-ребер графа; (2) исследование реальных приложений
данной задачи в компьютерных системах и сетях связи; (3) описание новых перспективных
постановок данной задачи (например: учет неопределенности, учет совместимости цветов,
раскраска с назначением нескольких цветов для каждой вершины); (4) использование данной
задачи при обучении студентов.
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On models of clustering based on edge colored in graph

Levin M.Sh.

The paper addresses combinatorial problem of edge colored clustering in graph. A brief structured
survey on the problems and their applications in communication networks and computer systems
is presented. Basic mathematical formulation of the problem of edge colored clustering in graph
is described. A multicriteria problem statement is suggested. Numerical examples illustrate the
considered problems.
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