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Аннотация—Данная статья посвящена задаче разбиения графа на основе клик. Рассмат-
риваются основные типы постановок задачи: (а) задача с максимизацией числа ребер
(или суммы весов ребер) в полученных в разбиении исходного графа кликах, (б) задача
с минимизацией числа ребер (или суммы весов ребер) между полученными в разбиении
исходного графа кликами, (в) задача разбиения исходного графа с ограничением на число
клик. Указанные задачи представляют собой специальный класс задач комбинаторной
кластеризации. Дополнительно предлагаются новые многокритериальные постановки на
основе использования векторных весов. Приведены краткие обзоры методов выделения
клик в графах и методов решения задачи разбиения графа на основе клик. Проиллюстри-
рована задача построения траектории клики на основе динамического графа. Численные
примеры иллюстрируют рассмотренные задачи.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задачи комбинаторной кластеризации активно исследуются в последние годы [23,25,26,32,
37]. В данной статье рассматривается задача разбиения графа на основе клик (с точки зрения
комбинаторной оптимизации). Задача заключается в разбиении вершин исходного графа на
непересекающиеся кластеры где каждый кластер представляет собой клику. При этом про-
водится оптимизация некой целевой функции (или функций). Следующие основные задачи
исследуются рассматриваются: (а) задача с максимизацией числа ребер (или суммы весов
ребер) в полученных в разбиении исходного графа кликах, (б) задача с минимизацией числа
ребер (или суммы весов ребер) между полученными в разбиении исходного графа кликами,
(в) задача разбиения исходного графа с ограничением на число клик.

Также описаны новые многокритериальные постановки на основе использования векторных
весов. Краткие обзоры задач выделения клик в графах и методов решения задачи разбиения
графа на основе клик представлены в виде таблиц. Приведена иллюстрация задачи построения
траектории клики на основе динамического графа. Приведены численные иллюстративные
примеры для рассмотренных задач. Данная статья основана на препринте [33].

2. ВЫДЕЛЕНИЕ КЛИК И РАЗБИЕНИЕ НА ОСНОВЕ КЛИК

Таблица 1 содержит список некоторых базовых задач и исследований в области выделения
клик в графах. Представляется важным указать специальные структуры типа модификации
клик: (1) квази-клика [45, 46, 53, 57, 63]; (2) топ-k максимальная квази-клика (top-k maximal
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quasi-clique) [53]; (3) квази-клика в массивном графе (напримeр, α-квази-клика) [1]; (4) на-
сыщеный (dense) k-подграф [16]; (5) псевдо-клика [20, 59]; (6) структуры в виде k-клубов (k-
clubs) [4, 38]; (7) k − CT компоненты [51]; (8) k-дольные клики в k-дольных графах (или
морфологические клики) [27, 28, 30, 36, 49]. Такие структуры стали использоваться в задачах
комбинаторной кластеризации, например: (а) кластеризация страниц в интернете с использо-
ванием поиска псевдо-клик [20], (б) кластеризация на основе k − CT компонентов [51].

Таблица 1. Выделение клик в графах
Ном. Задача/исследоавание Источник

1. Задачи выделения клик:
1.1. Задачи выделения максимальных клик (постановки, методы, литература) [3, 10,17,18,41,43]
1.2. Параллельный подход к перечислению максимальных клик в графах [62]
1.3. Задачи выделения клики в графе с отметками (maximum labelled clique) [7]
1.4. Выделение клики в массивном графе [47]
1.5. Выделение максимальной квази-клики [48,50,65]
1.6. Выделение квази-клики в массивном графе [1]
1.7. Поиск k-клик в графах [2]
1.8. Задача морфологической клики [27,28,30]
2. Динамические (многостадийные) задачи:

2.1. Выделение максимальных клик в динамических графах [12,54,56]
2.2. Выделение максимальных клик в временных (temporal) графах [21]
2.3. Кластеризация на основе клик в онлайн (online) режиме [9, 15]
2.4. Интеграция на основе клик для потоков графов [29,30]
2.5. Многостадийная задача построения морфологической клики [30]

Некоторые важные исследования в области задач разбиения графов на основе клик приве-
дены в Таблице 2.

Таблица 2. Исследования в области задач разбиения на основе клик
Ном. Исследование Источник

1. Постановки задачи:
1.1. Задача разбиения графа на основ клик [22,34]
1.2. Кластеризация на основе клик [9,15,39]
1.3. Максимизация числа ребер в полученных в разбиении графа клик [52,55]
1.4. Задача разбиения на основе клик для сети [40]
1.5. Максимизация числа ребер в полученных в разбиении графа клик и [14]

минимизация числа ребер между полученными в разбиении графа кликами
1.6. Разбиение взвешенного графа с максимизацией суммы весов ребер [8]

в полученных в разбиении исходного графа клик
1.7. Разбиение графа на основе максимальной клики [58]
1.8. Разбиение интервального графа на основе клик [19]
1.9. Задача разбиения исходного графа с ограничением на число клик [11]
2. Вопросы сложности:

2.1. Вопросы сложности для задачи с максимизацией числа ребер в полученных [55]
в разбиении графа клик (с учетом числа клик)

2.2. Вопросы построения аппроксимационных решений в задаче [14,52]
с максимизацией числа ребер в полученных в разбиении графа клик

3. Специальные исследования:
3.1. Клики и кластеризация (комбинаторный подход) [35]
3.2. Разбиение графов на основе клик и квази-клик (вопросы вычислений) [44]
3.3. Кластеризация генетических данных на основе использования клик [24]

при разбиении графов
3.4. Aсимптотические значения числа клик при разбиении графов на основе клик [60]
3.5. Задачи групповой технологии (производственные системы) [61]

на основе разбиения графов с использованием клик
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3. ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИ РАЗБИЕНИЯ НА ОСНОВЕ КЛИК

3.1. Описание и иллюстрация задачи разбиения на основе клик

Задача разбиения графа на основе клик иногда рассматривается как специальная вер-
сия корреляционной кластеризации [22, 24, 34, 42, 55, 64]. Описание задачи имеет следующий
вид. Рассматривается исходный ненаправленный граф G = (A,R), где A - множество вер-
шин (элементов) и R - множество ребер. Пусть P = {A1, .., Ai, ..., Ak} - разбиение вершин
графа A (на непересекаюшиеся подмножества) (т.е., A =

∪k
i=1Ai, |Ai1&Ai2 | = 0, ∀i1 ̸= i2,

i1, i2 ∈ {1, ..., i, ..., k}). В результате получаются множество подграфов: {G1 = (A1, R1), ..., Gi =
(Ai, Ri), ..., Gk = (Ak, Rk)}. Разбиение P называют разбиением на основе клик (как класте-
ров), если Gi = (Ai, Ri) - клика в графе G (∀i = 1, k). Кроме того, R−(P ) ⊆ R называют
множеством ребер между кликами (кластерами) в разбиении P .

Иллюстративный численный пример для задачи представлен на Рис. 1 (указаны два реше-
ния). Здесь используется следующий исходный граф G = (A,R):

(a) множество вершин A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14},
(б) множество ребер R = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4), (3, 5), (3, 6), (3, 7), (4, 7),

(5, 6), (5, 9), (5, 10), (6, 7), (7, 8), (7, 11), (8, 11), (9, 10), (9, 12), (10, 12), (10, 13), (11, 13), (12, 13),
(12, 14), (13, 14)}.

Рис. 1. Численный пример для задачи разбиения графа на основе клик
(a) исходный граф
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(b) решение P1
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(c) решение P2
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3.2. Две основные задачи разбиения на основе клик

Основные задачи разбиения на основе клик имеют следующий вид [42,52,55].

Задача 1. Максимизацией числа ребер в полученных в разбиении исходного графа кликах
(Max-ECP) имеет вид:

Найти разбиение вершин на клики P с максимизацией числа ребер в кликах

max
{P}

f1(P ) = max
{P}

k∑
i=1

∑
r∈Ri

|{r}|.

Эта задача относится к классу NP-рудных задач (для числа клик ≥ 3) [52,55].

Задача 2. Минимизация числа ребер между полученными в разбиении исходного графа
кликами {G1, ..., Gi..., Gt} (Min-ECP) имеет вид:

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 22 № 4 2022
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Найти разбиение вершин P на клики с минимизацией числа ребер между кликами

min
{P}

f2(P ) = min
{P}

∑
r∈R−(P )

|{r}|.

Два иллюстративных решения представлены на Рис. 1:
(i) решение P1: клика 1 содержит вершины {1, 2, 3, 4}, клика 2 содержит вершины {5, 6, 9, 10},

клика 3 содержит вершины {7, 8, 11}, клика 4 содержит вершины {12, 13, 14}; получены сле-
дующие значения целевых функций: f1(P1) = 18, f2(P1) = 9;

(ii) решение P2: клика 1 содержит вершины {1, 2, 4}, клика 2 содержит вершины {3, 5, 6},
клика 3 содержит вершины {7, 8, 11}, клика 4 содержит вершины {9, 10, 12}, клика 5 содержит
вершины {13, 14}; получены следующие значения целевых функций: f1(P2) = 14, f2(P2) = 13.

3.3. Задача разбиения с ограничением на число клик

Эта задача исследована в [11]. Задача является обобщением классической задачи разбиения
графа [18]. Задача формулируется как поиск разбиения графа на независимые множества (или
раскраску) с ограничением на число клик и минимальной общей стоимостью раскраски.

3.4. Разбиение на основе клик для взвешенного графа

Очевидным обобщением являются задачи разбиения взвешенного графа на основе клик [8].
Здесь используются неотрицательные веса ребер графа wr (∀r ∈ R). В результате получаются
следующие задачи:

Задача 3. Максимизация общего веса ребер в кликах получаемого разбиения графа P :

Найти разбиение взвешенного графа на основе клик с максимизацией суммы весов ребер в
кликах

max
{P}

fw1(P ) = max
{P}

k∑
i=1

∑
r∈Ri

w(r).

Задача 4. Минимизация общего веса ребер между кликами разбиении взвешенного графа P :

Найти разбиение взвешенного графа на основе клик с минимизацией суммы весов ребер
между кликами

min
{P}

fw2(P ) = min
{P}

∑
r∈R−(P )

w(r).

4. НОВЫЕ ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧИ

4.1. Задача разбиения графа с двумя критериями

Здесь рассматриваются две версии задачи:

Задача 5. Найти разбиение на основе клик P такое, что: (i) максимизируется число ребер
в полученных кликах, (ii) минимизируется число ребер между кликами. Формальная модель
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имеет вид:

max
{P}

f1 = max
{P}

k∑
i=1

∑
r∈Ri

|{r}|, min
{P}

f2 = min
{P}

∑
r∈R−

|{r}|.

Задача 6. Найти разбиение на основе клик P такое, что: (i) максимизируется общий вес
(сумма весов) ребер в кликах, (ii) минимизируется общий вес (сумма весов) ребер между
кликами: Формальная модель имеет вид:

max
{P}

fw1 = max
{P}

k∑
i=1

∑
r∈Ri

w(r), min
{P}

fw2 = min
{P}

∑
r∈R−

w(r).

Пример 2. Рассматривается иллюстративный пример для задачи 6 (Таблица 3, Рис. 2).
Исходный граф соответствует Рис. 1 (Рис. 2a). Таблица 3 содержит веса ребер исходного
графа. Решение P̂ представлено на Рис. 2b: (i) клика 1 содержит вершины {1, 2}, (ii) клика
2 содержит вершины {3, 4, 7}, (iii) клика 3 содержит вершины {5, 6, 9, 10}, (iv) клика 4 содер-
жит вершины {8, 11}, and (v) клика 5 содержит вершины {12, 13, 14}. Получены следующие
значения целевых функций: fw1(P̂ ) = 36.7.0, fw2(P̂ ) = 3.3.

Таблица 3. Веса ребер w(r) = w(i1, i2) (i1, i2 ∈ A)
i1 \ i2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

1 3.1 0.2 0.3
2 0.1 0.1
3 4.1 0.1 0.3 4.0
4 3.5
5 2.8 3.0 3.3
6 0.3 3.3 4.2
7 0.2 0.5
8 3.8
9 3.9 1.0
10 0.4 0.3
11 0.2
12 3.3 2.4
13 3.2

Рис. 2. Численный пример для задачи 6
(a) исходный граф
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(b) решение P̂
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4.2. Многокритериальные задачи разбиения графа

Многокритериальные постановки задач разбиения могут основываться на использовании
векторного веса ребер графа: w(r) = (w1(r), ..., wj(r), ...wt(r)) (∀r ∈ R). В общем случае
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для многокритериальной задачи применяется поиск Парето-эффективных решений. Можно
рассмотреть следующие три модели:

Задача 7. Максимизация общего векторного веса вершин в кликах разбиения вершин графа
на основе клик P :

max
{P}

f1
w1 = max

{P}

k∑
i=1

∑
r∈Ri

w1(r), ...,max
{P}

f j
w1 = max

{P}

k∑
i=1

∑
r∈Ri

wj(r), ...,max
{P}

f t
w1 = max

{P}

k∑
i=1

∑
r∈Ri

wt(r).

Очевидно, что можно максимизировать сумму критериев:

max
{P}

f sum
w1 = max

{P}

t∑
j=1

f j
w1 = max

{P}

t∑
j=1

k∑
i=1

∑
r∈Ri

wj(r).

Задача 8. Минимизация общего векторного веса вершин между кликами разбиения вершин
графа на основе клик P :

min
{P}

f1
w2 = min

{P}

∑
r∈R−

w1(r), ...,min
{P}

f j
w2 = min

{P}

∑
r∈R−

wj(r), ...,min
{P}

f t
w2 = min

{P}

∑
r∈R−

wt(r).

Очевидно, что можно минимизировать сумму критериев:

min
{P}

fsum
w2 = min

{P}

t∑
j=1

f j
w2 = min

{P}

t∑
j=1

∑
r∈R−

wj(r).

Задача 9. Можно рассматривать интегрированную задачи с максимизицией общего веса
ребер в кликах и минимизацией общего веса ребер между кликами:

(max
{P}

fsum
w1 ,min

{P}
fsum
w2 ).

5. ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ

Для некоторых упрощенных версий рассматриваемой задачи могут использоваться спе-
циальные приближенные алгоритмы (с гарантированной относительной ошибкой решения -
PTAS.) В общем случае следует использовать мета-эвристики или комбинированные (состав-
ные) схемы решения. В Таблице 4 представлены основные подходы к решению задачи разби-
ения графа на основе клик.

6. О ТРАЕКТОРИИ КЛИКИ

Задача построения траектории клики (квази-клики) (т.е., многостадийная задача постро-
ения клики или квази-клики) рассмотрена в [29, 30]. В [31] предложена задача реструкту-
ризации для задач комбинаторной оптимизации. В данном подходе исследуется траектория
решения задачи комбинаторной оптимизации (например: рюкзак, назначение, кластеризация)
с учетом качества решения на каждой стадии и стоимости трасформации решения между ста-
диями.
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Таблица 4. Основные подходы к решения задач разбиения на основе клик
Ном. Подход/исследование Источник

1. Итеративный подход с запретами (iterated tabu search) [42]
2. Метод на основе использования шума [8]
3. Эвристики на основе поиска в окрестности (neighborhood search heuristics) [6]
4. Подход к решению как в задаче максимального разнообразия [5]

(maximally diverse grouping problem)
5. Методы "отжига" (simulated annealing) и поиска с запретом (tabu search) [13]
6. Приближенные алгоритмы [14]
7. Двух-фазный жадный (greedy) алгоритм [52]
8. Трех-фазный метод локального поиска (эвристика, поиск с запретом, [64]

метод ограниченной окрестности)
9. Мета-эвристика для задачи разбиения графа на основе клик [61]
10. Метод ветвей-цен-разрезов (branch-and-price-and-cut) для задачи разбиения [34]

Процесс реструктуризации иллюстрируется на Рис. 3 и на Рис. 4 для трех-стадийной
траектории решения разбиения исходного графа G (из Рис. 1):

Стадия 1: разбиение исходного графа на основе клик P1;
Стадия 2: трансформация разбиения на основе клик P1 в разбиение на основе клик P2;
Стадия 3: трансформация разбиения на основе клик P2 в разбиение на основе клик P23.

Рис. 3. Иллюстрация многостадийной траектории разбиения на основе клик
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Рис. 4. Иллюстрация реструктуризации разбиения графа на основе клик
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7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Данная статья описывает задачу разбиения графа на основе клик включая краткий об-
зор литературы (задачи, методы решения). Приведенены основные типы данной задачи и
предложены некоторые новые многокритериальные постановки.
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Можно указать следующие перспективные направления исследования: (1) исследование
описанных задач в условиях неопределенности (например, с использованием размытых мно-
жеств); (2) рассмотрение задачи разбиения графа на основе клик с использованием порядко-
вых оценок и оценок в виде мультимножеств; (3) рассмотрение задачи разбиения графа на
основе квази-клик; (4) рассмотрение динамических задач разбиения графа; (5) построение
новых составных схем решения для рассмотренных задач; (6) исследование приложений мно-
гокритериальной задачи разбиения графа на основе клик (в частности, для сетевых систем);
(7) использование данной задачи при обучении студентов.
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On graph partitioning based on cliques

Levin M.Sh.

The paper addresses clique based graph partitioning problem. The basic problem types are
examined: (a) maximum edge clique partitioning problem, (b) minimum edge clique partitioning
problem, (c) clique partitioning problem with bounded cardinality of cliques. The above-mentioned
problems correspond to a special class of combinatorial clustering. In addition multicriteria problem
formulations based on vector weights are proposed. Brief surveys on methods for clique design in
graphs and for clique based graph partitioning problem are presented. A problem as clique trajectory
over dynamic graph is briefly illustrated. Numerical examples illustrate the considered problems.

KEYWORDS: graph partitioning, clustering, clique, combinatorial optimization, combinatorial
clustering
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