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Аннотация—В статье рассмотрены задачи кластеризации с комбинаторной точки зре-
ния: (а) базовая задача кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров, (б)
задача централизованной кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров, (в)
задача кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров при наличии элемен-
тов нескольких типов, (г) связанные (близкие) задачи. Подход комбинаторной кластериза-
ции является основой для материала статьи. Приводится обзор задач, методов решения и
приложений. Рассмотрены оптимизационные модели для базовая задача кластеризации с
оптимизацией связей элементов кластеров и задача кластеризации с многокритериальной
оптимизацией связей элементов кластеров. Кратко описано приложение задаче кластери-
зации с оптимизацией связей элементов кластеров для задачи минимизации переключений
обслуживания в мобильных беспроводных сетях. Числовые примеры иллюстрируют зада-
чи и приложения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Последние годы особое внимание уделяется различным комбинаторным задачам кластери-
зации [12,26,39,41,42,48,61,77,79]. Данная статья посвящена задаче кластеризации с оптимиза-
цией связей элементов кластеров (capacitated clustering problem CCP) как специальному типу
задач комбинаторной кластеризации [4, 15,19,32,55,58,59,63]. Эта задача известна также как
специальный вид задачи разбиения графа [23, 62]. В данной работе задача рассматривается
как компонент инженерного подхода к комбинаторной кластеризации [48,49,50,51,52].

Рассматриваемая задача кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров (CCP)
заключается в формировании заданного числа кластеров (групп) элементов исходного мно-
жества так, чтобы суммы весов элементов каждого кластера удовлетворяли ограничениям и
суммы полезности пар элементов внутри кластеров максимизировались. Данная задача при-
надлежит к классу NP-трудных задач комбинаторной оптимизации [4,63]. На Рис. 1 представ-
лен иллюстративный пример для данной задачи (для 4-х кластеров).

Обычно исследуются следующие основные типы задачи кластеризации с оптимизацией свя-
зей элементов кластеров: (а) базовая постановка задачи [19,57,58,59,63]; (б) задача централизо-
ванной кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров (CCCP) [13,15,32,64,65,80];
(в) задача кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров при наличии элементов
нескольких типов (MCCP) [4,68]; (г)гетерогенная задача кластеризации с оптимизацией связей
элементов кластеров (HCCP) [66].
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Рис. 1. Иллюстрация для задачи
(а) исходные элементы
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В таблице 1 перечислены основные типы задач кластеризации с оптимизацией связей эле-
ментов кластеров, некоторые перспективные постановки и соответствующие литературные ис-
точники. Данная статья основана на предварительной публикации [53].

Таблица 1. Задачи кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров
Ном. Задача Источник

1. Основные задачи:
1.1. Обзор о задачах и методах решения [19]
1.2. Базовая задача кластеризации с оптимизацией связей [55,57,58,59,63]

элементов кластеров
1.3. Задача централизованной кластеризации [13,14,15,32,60]

с оптимизацией связей элементов кластеров [64,65]
1.4. Задача кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров [4, 68]

при наличии элементов нескольких типов
1.5. Гетерогенная задача кластеризации с оптимизацией связей [66]

элементов кластеров
1.6. Гетерогенная задача централизованной кластеризации [66]

с оптимизацией связей элементов кластеров
1.7. Задача кластеризации большой размерности с оптимизацией связей [32]

элементов кластеров
1.8. Задача кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров [31]

на дереве
2. Перспективные постановки:

2.1. Многокритериальная CCP [34], данная статья
2.2. Многокритериальные постановки всех версий задач
2.3. Постановки всех версий задач в условиях неопределенности

(стохастические модели, модели на основе размытых множеств)

2. ОПИСАНИЕ ОCНОВНЫХ ЗАДАЧ

В базовой задаче кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров (CCP) рас-
сматривается ненаправленный граф G = (A,E) (A - множество вершин/узлов, E - множество
дуг). Множество вершин разбивается на p различных (непересекающихся) групп (кластеров)
[19,55,57,58,63,83]. Таким образом решение кластеризации имеет вид X̂ = {X1, ..., Xk, ..., Xp}
(где Xk - кластер k) так что:

(1) сумма весов узлов в каждом кластере k ограничивается двумя ограничениями Q−
k и Q+

k

(Q−
k < Q+

k ),
(2) суммы весов дуг внутри всех кластеров максимизируются.
Задача централизованной кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров (CCCP)

исследуется с работах [13, 15, 32, 60, 64, 65, 80]. Здесь рассматривается множество n точек в
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пространстве Rλ размерности λ ≥ 2. Указанное множество точек разбивается на p различ-
ных групп (кластеров) с известной емкостью. Каждый кластер определяется цетройдом. В
качестве целевой функции используется минимизация общего различия (total dissimilarity) в
каждом кластере (т.е., сумма Евклидовых расстояний между точками и центром центройдом)
при выполнении заданного ограничения на емкость кластера.

На Рис. 2 представлена иллюстрация для централизованной кластеризации с оптимизацией
связей элементов кластеров (5 центройдов соответствуют кластерам). Центра для кластеров
1, 2, 3 выбраны на базе исходных элементов, центры для кластеров 4 и 5 определены допол-
нительно.

Рис. 2. Иллюстрация для централизованной задачи кластеризации

(а) исходные элементы
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Базовая CCCP (или p-CCCP) является нелинейной. Эта задача относится к классу NP-
трудных комбинаторных задач. В последние годы исследуется специальный тип задачи: задача
с p-центрами p-покупателями [10,36,70] (Таблица 2).

Таблица 2. Задачи с p-центрами и p-поставщиками при ограничениях
Ном. Задача

1. Задача p-поставщиков
2. Задача p-центров, p-поставщиков и с ограничениями
3. Задача с r-емкостью, p-поставшиками и p-центрами
4. Балансная задача с p-поставщиками
5. Хроматическая задача с p-поставщиками
6. Задача p-поставщиков с условием живучести системы
7. Задача с l-разнообразием и p-поставщиками

Балансная CCCP p-центрами исследуется в [20].
Задача кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров при наличии элементов

нескольких типов (multi-capacity clustering problem MCCP) была предложена в [4,68]. В данной
задаче исследуются несколько типов элементов и для каждого типа элементов используется
свой "ресурс"(емкость) и свое ограничение. В целом это усложняет задачу.

На Рис. 3 приведена упрощенная иллюстрация для MCCP (4 кластера и 4 типа элементов):
1. кластер 1: 6 элементов (4 элемента типа 1, 1 элемент типа 3, 1 элемент типа 4);
2. кластер 2: 7 элементов (5 элемента типа 2, 1 элемент 1, 1 элемент типа 4);
3. кластер 3: 8 элементов (1 элемент типа 1, 6 элементов типа 3, 1 элемент типа 4);
4. кластер 4: 8 элементов (1 элемент типа 1, 1 элемент типа 2, 6 элементов типа 4).

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ ТОМ 23 № 4 2023
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Рис. 3. Иллюстрация для MCCP
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3. СВЯЗАННЫЕ ЗАДАЧИ

3.1. Основные связанный задачи

В литературе указаны следующие основные связанные (т.е., близкие) задачи для CCP:
1. CCP очень близка к задаче разбиения графа (graph partition problem GPP) [4, 83].
2. Близкими являются различные задачи кластеризации с ограничениями: (i) задачи кла-

стеризации/разбиения графа с ограничениями [2,5,8,9,18,29,23,27,57,62]; (ii) кластеризация
с ограничением на размер кластеров [6, 38]; (iii) балансная кластеризация [3, 49,54,76].

3. CCP близка к задаче размещения оборудования с ограничениями [47].
4. CCP является эквивалентной задаче минимизации переключений обслуживания в мо-

бильных беспроводных сетях (Handover Minimization Problem HMP) [58,62].
5. Важной близкой задачей является задача максимизации разнообразий в группах (maxi-

mum diversity grouping problem MDGP) [46,57,72,73,75,82,83].

3.2. Задача максимизации разнообразий в группах

Задача максимизации разнообразий в группах (maximum diversity grouping problem MDGP)
активно исследуется [22,28,46,57,69,72,73,75,82]:

Найти назначение множества элементов (i ∈ A) в различные (непересекающиеся) группы
так, чтобы разнообразие между элементами в каждой группе (сумма парных расстояний ci1i2
∀i1, i2 ∈ A между всеми парами элементов в одной группе) было максимальным.

Здесь максимизируется разнообразие внутри групп. Очевидно, что MDGP представляет
собой специальный случай CCP. MDGP называют задачей p-разбиения [22].

Эта задача входит в семейство задач разнообразия (family of diversity problems) [21,28,69].

3.3. Некоторые приложения

В Таблице 3 приведены приложения задачи кластеризации с оптимизацией связей элемен-
тов кластеров в промышленности и системах сервиса [25,30,56,63,65].
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Таблица 3. Приложения
Ном. Приложение Источник

1. Кластеризация сети с ограничением на ретрансляционные узлы [16]
для беспроводных сенсорных сетей с многими ретрансляционными узлами

2. Разбиение узлов в рапределенных сетях связи [4]
3. Приложения в системах здравоохранения [4]

(например: распределение пациентов по больницам)
4. Маршрутизация движущихся объектов [24,40,83]
5. Проектирование городских зон сбора отходов [65]
6. Планирование доставки почты [7,30,63,65]
7. Размещение ИТ-бригад по организациям-разработчикам [66]
8. Проектирование интегральных схем (VLSI) [56,83]
9. Формирование групп/бригад студентов [4, 49,78]
10. Распределение продуктов в производственных системах переработки (очистки) [4]

4. ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ

Таблица 4 содержит список основные методов решения и соответствующие литературные
источники.

5. ОПТИМИЗАЦИОННЫЕ МОДЕЛИ

5.1. Модель базовой задачи

Рассматриваются следующие компоненты задачи (CCP) [19,55,57,58,63,83]:
(а) граф G = (A,E) где A - множество n вершин (узлов, элементов) (т.е., A = {1, ..., i, ..., n}

и E - множество дуг E = {(i1, i2)}, ∀i1, i2 ∈ A;
(б) вес вершины node wi ≥ 0 (∀i ∈ A);
(в) "полезность"(или вес) дуги cij (∀(i, j) ∈ E), следует отметить cij = 0 если дуга (i, j)∈E;
(г) заданное число p различных (непересекающихся) кластеров {X1 = (A1, E1), ..., Xk =

(Ak, Ek), ..., Xp = (Ap, Ep)} (т.е., k = 1, p, здесь |Ak1&Ak2 | = 0 ∀k1, k2 = 1, k и k1 ̸= k2);
(e) два ограничения для каждого кластера k = 1, p: (i) минимальная емкость (т.е., ограни-

чение) Q−
k и (ii) максимальная емкость (т.е., ограничение) Q+

k .
Математическая постановка для (CCP) обычно формулируется как модель квадратичного

целочисленного программирования [11,19,83] с бинарными переменными: xik = 1 если элемент
i помещен в кластер k и 0 в противном случае. Оптимизационная модель имеет вид:

max
p∑

k=1

n−1∑
i=1

n∑
j>i

cij xik xjk (1.1)

s.t.
p∑

k=1

xik = 1, i = 1, n, (1.2)

Q−
k ≤

n∑
i=1

wixik ≤ Q+
k , k = 1, p, (1.3)

xik ∈ {0, 1}, i = 1, n, k = 1, p (1.4)
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Таблица 4. Основные методы решения
Ном. Метод Источник

1. Обзоры, общие описания алгоритмов:
1.1. Обзор методов для CCP [19]
1.2. Библиографический обзор [43]
1.3. Обзор основных поисковых процедур [83]
1.4. Обзор эвристик и гибридных методов [57,58]
2. Эвристики:

2.1. Метод с запретами (tabu search) (для CCP) [83]
2.2. Гибридный метод (метод и отжига метод с запретами) (для CCP) [67]
2.3. Эвристический поиск на основе разброса (scatter search heuristic) для CCP [71]
2.4. Метод пересоединения путей (path-relinking) с методом запретов [64]

(tabu search) (для CCCP)
2.5. Интегрированный метод запретов (tabu search) [57]

и процедура случайного адаптивного поиска
(Greedy Randomized Adaptive Search Procedure GRASP) для CCP

2.6. Хаотичная (random) эвристика (для CCP) [58]
3. Специальные поисковые методы (например, локальный поиск, GRASP и др.):

3.1. Адаптивный генетический алгоритм с произвольным ключем [15]
и локальный поиск (для CCCP)

3.2. Параллельный поиск (для CCP) [60]
3.3. Кластеризация с ограниченем на основе двойственного локального поиска [33]
3.4. Жадный (greedy) случайный (random) адаптивный поиск (для CCP) [1]
3.5. Реактивный GRASP с пересоединением путей (для ССP) [19]
4. Методы поиска с чередующимися окрестностями

(Variable Neighborhood Search VNS):
4.1. VNS для CCP [11,45]
4.2. Итеративный VNS для CCP [44]
4.3. Декомпозиционный VNS для CCP [45]
4.4. Итеративный VNS для CCCP [80]
5. Эволюционные методы:

5.1. Генетический алгоритм для CCP [74]
5.2. Гибридный эволюционный алгоритм для CCCP [14]
5.3. Метод дифференциальной эволюции для кластеризации с ограничениями [35]
5.4. Меметический алгоритм с запретами для CCP [83]
5.5. Мембранный эволюционный алгоритм для CCP [56]
5.6. Меметический алгоритм с привелегиями на основе декомпозиции [34]

для многокритериальной CCP
6. Метаэвристики:

6.1. Мета-эвристическая схема (для HCCCP) [66]
6.2. Гибридная мета-эвристика (для CCCP) [13]
6.3. Гибридная метаэвристика (для MCCP) [4]
6.4. Mетаэвристика (для CCP большой размерности - large-scale) [32]
7. Гибридные методы:

7.1. Гибридный алгоритм для CCP [55]
7.2. Гибридная эвристика для MCCP [4]
7.3. Гибридный эволюционный алгоритм для CCCP [14]
7.4. Гибридная метаэвристика для CCCP [13]
7.5. Трех-фазный гибридный алгоритм с использованием динамического развития [82]

(dynamic population) для MDGP
8. Некоторые специальные методы:

8.1. Лагражева релаксация для многоразмерной версии CCP [81]
8.2. Математическая разрешимость с фиксированным параметром для CCP [17]
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Здесь целевая функция (1.1) соответствует общей "полезности"всех пар элементов, которые
находятся в одном кластере. В данной модели ограничения играют следующие роли:

(i) ограничение (1.2) соответствует назначению каждого элемента в некоторый единствен-
ный кластер,

(ii) ограничение (1.3) соответствует следующему: сумма весов элементов в каждом кластере
k (k = 1, p) находится между ограничениями: Q−

k и Q+
k (Q−

k < Q+
k ). Очевидно, что в упрощен-

ном случае могут использоваться одинаковые ограничения для всех кластеров k: Q−
k = Q−

(k = 1, p) и Q+
k = Q+ (k = 1, p).

5.2. Многокритериальная модель

Во-первых, в многоритериальной постановке вес дуги (т.е., "полезность") ci,j (∀(i, j) ∈ E)
трансформируется в вектор ci,j = (c1i,j , ..., c

γ
i,j , ..., c

µ
i,j). Получатся модель:

max
p∑

k=1

n−1∑
i=1

n∑
j>i

c1ijxik xjk, ...,max
p∑

k=1

n−1∑
i=1

n∑
j>i

cγijxik xjk, ...,max
p∑

k=1

n−1∑
i=1

n∑
j>i

cµijxik xjk; (2.1)

s.t.
p∑

k=1

xik = 1, i = 1, n (2.2)

Q−
k ≤

n∑
i=1

wixik ≤ Q+
k , k = 1, p, (2.3)

xik ∈ {0, 1}, i = 1, n, k = 1, p (2.4)

Здесь следует проводить поиск Парето-эффективных решений.
Во-вторых, вес узла wi (i ∈ A) может трансформироваться в вектор wi = (w1

i , ...w
ξ
i , ...w

η
i )

и соответствующее ограничение для каждого кластера k ∈ {1, ..., p} (т.е., ограничение (2.3))
меняется на набор η ограничений. Получается модель:

max
p∑

k=1

n−1∑
i=1

n∑
j>i

c1ijxik xjk, ...,max
p∑

k=1

n−1∑
i=1

n∑
j>i

cγijxik xjk, ...,max
p∑

k=1

n−1∑
i=1

n∑
j>i

cµijxik xjk; (3.1)

s.t.
p∑

k=1

xik = 1, i = 1, n (3.2)

Qξ−
k ≤

n∑
i=1

wξ
i xik ≤ Qξ+

k , k = 1, p, ξ = 1, η, (3.3)

xik ∈ {0, 1}, i = 1, n, k = 1, p (3.4)

Очевидно, что могут исследоваться и другие модификации многокритериальной модели.

6. О МИНИМИЗАЦИИ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЙ ОБСЛУЖИВАНИЯ В МОБИЛЬНЫХ
БЕСПРОВОДНЫХ СЕТЯХ

В последние годы рассматривается приложение задачи кластеризации с оптимизацией свя-
зей элементов кластеров к задач минимизации переключений обслуживания в мобильных бес-
проводных сетях [58,62]. Иллюстрация для данного приложения представлена на Рис. 4: мно-
жество мобильных конечных пользователей, базовые станции и контроллеры для радио сети
(RNC).
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Рис. 4. Иллюстрация мобильной беспроводной сети
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Контроллеры радио сетей осуществляют управление операциями базовых станций включая
трафик и переключение обслуживания. Переключение между базовыми станцимяи, которые
связаны с различными контроллерами (RNCs), приводит к нарушениям чаще, чем переклю-
чение между базовыми станциями связанными с одним контроллером. Задача минимизации
переключений обслуживания в мобильных беспроводных сетях заключается в подключении
(assignment) базовых станций к контроллерам. Множество базовых станций подключенных к
одному контроллеру можно рассматривать как кластер. Задача минимизация числа переклю-
чении между различными кластерами является эквивалентной задаче максимизации числа
переключений внутри кластеров.

Здесь используются следующие обозначения:
(i) множество базовых станций A = {1,...,i,...,n},
(ii) граф G = (A,E), E - множество дуг (т.е., парных связей между базовыми станциями)

G,
(iii) вес дуги cu (∀u ∈ E),
(iv) вес вершины/узла wi ≥ 0 (∀i ∈ A),
(v) ограничения на емкость для каждого кластера Q+ и Q+.
Рассматриваемая задача эквивалентна задаче CCP:

Найти разбиение множества A (базовые станции) на p кластеров (т.е., групп базовых стан-
ций, каждая группа подключатся к одному контроллеру) таким образом, что:

(а) сумма весов дуг (cu ∀u ∈ E) в кластере максимизируется,
(б) для каждого кластера сумма весов вершин ограничивается с двух сторон двумя огра-

ничениями (wi, ∀i ∈ A): Q− и Q+ (Q− < Q+).
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7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье рассмотрены версии задачи кластеризации с оптимизацией связей элементов кла-
стеров: (а) базовая задача кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров, (б) за-
дача централизованной кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров, (в) задача
кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров при наличии элементов нескольких
типов, (г) связанные (близкие) задачи, включая задачу максимизации разнообразий в груп-
пах. Приведен обзор задач, методов решения и приложений. Представлены оптимизационные
модели для базовой задачи кластеризации с оптимизацией связей элементов кластеров и зада-
чи кластеризации с многокритериальной оптимизацией связей элементов кластеров. Кратко
описана задача минимизации переключений обслуживания в мобильных беспроводных сетях
и показано ее сведение к рассматриваемой задачие кластеризации с оптимизацией связей эле-
ментов кластеров.

Представляются важными следующие перспективные направления: (1) исследование раз-
личных многокритериальных моделей для версий задачи кластеризации с оптимизацией свя-
зей элементов кластеров; (2) специальные рассмотрения версий задачи кластеризации с опти-
мизацией связей элементов кластеров в условиях неопределенности (например: стохастические
постановки, постановки на основе применения размытых множеств); (3) построение новых
стратегий решения (например, интегрированные гибридные методы); (4) дополнительные ис-
следования возможных приложений задачи кластеризации с оптимизацией связей элементов
кластеров; (5) использование задачи кластеризации с оптимизацией связей элементов класте-
ров в учебных курсах.
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On Capacitated Clustering Problem

Levin M.Sh.

The paper addresses capacitated clustering problems: (a) basic capacitated clustering problem,
(b) capacitated centered clustering problem, (c) multi-capacity clustering problem, and (d) related
problems. The paper material is based on combinatorial clustering viewpoint. A survey on the
problems, solving approaches, and some applications is presented. The optimization models of basic
capacitated clustering problem and multicriteria capacitated clustering problem are considered.
An application of capacitated clustering as the handover minimization problem in mobile wireless
networks is briefly described. Numerical examples illustrate problems and applications.
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