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Аннотация—Описываются новые алгоритмы согласования двух и нескольких деревьев с
вершинной разметкой. Первый алгоритм основан на вложении одного дерева в другое, вто-
рой – на построении консенсусного дерева T и локальном множественном выравнивании
деревьев, определяемом их вложениями в T .
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1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая статья является существенно переработанным и расширенным текстом тезисов
[1] 49-й междисциплинарной школы-конференции ИППИ РАН “Информационные технологии
и системы”.

Задача согласования двух филогенетических деревьев имеет длинную историю. В [2] опи-
сан алгоритм построения вложения одного дерева в другое, минимизирующий суммарную
цену событий дупликации, потери и горизонтального переноса. В нём деревья неравноправны:
вложение отражает эволюцию первого дерева (обычно это дерево генов) во второе (обычно,
дерево видов). С другой стороны, в [3] решалась задача выравнивания двух данных деревьев,
где задавалось сходство c(x, y) сопоставления каждой пары символов x, y и требовалось преоб-
разовать деревья заданными операциями (добавляющими новые вершины-делеции) к тополо-
гически изоморфным так, чтобы суммарное сходство символов в соответствующих вершинах
было максимальным. Для этой задачи в [3] предложен новый точный квадратичный по слож-
ности алгоритм. Там рассматривался набор из трёх операций: добавление вершин-делеций к
ребру или корню дерева и подъём вершины. Таким образом, исходные деревья равноправны,
но итоговое выравнивание не полностью определяет эволюционные события в их совместной
эволюции. Сейчас мы определим вложение одного дерева в другое так, что что эволюционные
события при вложении дерева T1 в T2 и при вложении T2 в T1 двойственны друг другу, что
обеспечивает равноправность T1 и T2. Из каждого вложения можно получить выравнивание
T1 и T2, при этом качества этих двух вложений (или их среднее арифметическое) позволяют
точнее определить степень согласованности деревьев, чем цена выравнивания из [3].

Если деревьев больше двух, задача их согласования усложняется. Например, задача мно-
жественного выравнивания данного набора деревьев является NP-трудной даже для деревьев-
строк, тем более нет надежды получить её точное решение (при любом разумном определении
целевой функции) для произвольных деревьев. Здесь мы опишем эффективный алгоритм,
строящий локальное множественное выравнивание на основе построения локального консен-
сусного дерева, т.е. дерева, отражающего “общий мотив” для данного набора. Он точен при
некотором естественном условии.
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2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ – СЛУЧАЙ ДВУХ ДЕРЕВЬЕВ

Размеченным деревом называется бинарное корневое дерево, каждая вершина которого по-
мечена символом, например, в биоинформатических приложениях это может быть клеточный
тип. В разметке исходных деревьев отсутствует делеция – специальный символ “–”, который мы
резервируем для указания их преобразований. Все деревья считаем растущими “сверху вниз”
и снабжёнными корневым ребром, т.е. ребром, входящим сверху в корень дерева. Верхний ко-
нец корневого ребра называем суперкорнем и обозначаем s. Нижний конец ребра e обозначим
e−, верхний – e+. Поддеревом дерева называем дерево, содержащее всё, что ниже некоторого
ребра e, обозначаем его Te или T (e), через |T (e)| обозначаем число вершин в T (e). Верхней
относительно ребра e вершиной в T назовём вершину, расположенную выше или несравнимо
с e. Вершину дерева, имеющую лишь одну дочернюю вершину, назовём одинарной, в исходных
деревьях таких вершин нет.

Модификацией T ⋆ дерева T назовём дерево, полученное в результате применения к нему
цепочки операций подъёма вершины (операция 3 на рис. 1 из [3]), помеченной не делецией. В
отличие от [3] у нас лист с делецией не возникает, т.е. операция имеет следующий вид, рис. 1.

Рис. 1. Операция подъёма вершины с пометкой x.

Таким образом, операция разбивает ребро e на два ребра: верхнее ребро по-прежнему обо-
значаем e, нижнее – e′. Отметим: в результате операции возникает нестрого бинарное дерево,
т.е. в нём есть одинарные вершины, помеченные не делецией. В частности, такова вершина x
на рис. 1 справа. Вершина, “заменившая” x, помечается делецией.

Частью дерева T называем дерево T ′, полученное из T удалением, во-первых, дополнения
до некоторого поддерева (первая часть преобразования), и, во-вторых, некоторых рёбер и
всего, что ниже них (вторая часть). Верхние концы этих рёбер остаются, таким образом,
часть – нестрого бинарное дерево.

Итак, даны два размеченных строго бинарных дерева T1 и T2 (в их разметках делеция
отсутствует). Для наглядности рёбра в T2 представляем в виде “труб” и называем трубами.
Вложением T1 в T2 назовём отображение f вершин из непустой части T ⋆′

1 модификации де-
рева T1 во множество вершин и труб некоторой модификации T ⋆

2 дерева T2, сохраняющее
(нестрогое) отношение предок-потомок и отображающее суперкорень s в некоторую трубу. В
трубу могут отображаться несколько вершин, образующих путь сверху вниз, в вершину – не
более одной вершины. Если в вершину u отображается вершина из T ⋆′

1 , имеющая две дочер-
ние вершины, то они отображаются в разные дочерние поддеревья вершины u. Делеционной
вершиной назовём вершину из T ⋆

2 , расположенную ниже f(s) и такую, что она и все верши-
ны и трубы ниже неё не имеют прообраза относительно f . Каждому вложению сопоставим
множество следующих событий, сумма цен которых определяет качество вложения.
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1) Корневое удаление – множество D вершин в T ⋆
1 , удалённых при первой части преобразо-

вания T ⋆
1 в T ⋆′

1 . Цена события – некоторая функция h1 от |D|.
2) Некорневое удаление – множество D вершин (максимального по включению) поддерева в

T ⋆
1 , удалённых при второй части преобразования T ⋆

1 в T ⋆′
1 . Цена события – некоторая функция

h2 от |D|.
3) Корневой проскок – множество D верхних относительно f(s) вершин в T ⋆

2 . Цена события
– некоторая функция h3 от |D|.

4) Некорневой проскок – множество D вершин (максимального по включению) поддерева в
T ⋆
2 , состоящего из делеционных вершин. Цена события – некоторая функция h4 от |D|.

5) Соответствие “вершина-вершина”, “вершина-труба” и “ребро-вершина”. Цена события
равна цене c(·, ·) сопоставления соответствующих символов, при этом символом вершины счи-
таем её пометку, символом трубы – “#”, символом ребра – “∼”. Соответствия “вершина v –
вершина u” и “вершина v – труба t” имеют место, если f(v) = u и f(v) = t, соответственно,
соответствиe “ребро e – вершина u” – если f(e+) лежит выше u, а f(e−) – ниже u.

Цены событий 1–4 и соответствий “вершина-труба”, “ребро-вершина” и “делеция-делеция”,
как правило, отрицательные или нулевые (тогда модули этих цен иногда называем штрафа-
ми), цена соответствия “вершина-вершина” при равных символах (не делециях) строго поло-
жительна, а при неравных может быть любой. Цену соответствия суперкорня трубе полагаем
нулевой, далее это соответствие событием не считаем. Отметим, что функция c(·, ·) может
быть несимметричной. Задача состоит в построении вложения f : T1 −→ T2 максимального
качества.

3. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА

Опишем алгоритм построения искомого вложения f : T1 −→ T2. Перебираем пары: ребро e
из T1, труба t из T2. Они перебираются от листьев к корню в лексикографическом порядке,
т.е. при фиксированном e перебираем все t, затем меняем e и опять перебираеи t и т.д. Для
каждой пары (e, t) вычисляем её качество q(e, t), равное максимальному качеству вложения
fe,t поддерева Te в поддерево Tt при условии, что fe,t(e+) = t. Кроме q(e, t) вычисляем ещё три
величины: q(e′, t′), q(e′, t) и q(e, t′), которые вычисляются перед q(e, t) в указанном порядке.
Они имеют тот же смысл, что и q(e, t), но с условием, что вершины e′− и t′− помечены деле-
цией; соответствующие вложения обозначим fe′,t′ , fe′,t и fe,t′ . Эти величины вычисляются по
индукции. Базисом является случай листового ребра e и листовой трубы t, это частный случай
в п. 12 ниже. Опишем шаг индукции.

Итак, ребро e (или e′) начинается в трубе t (или t′). Вершины e− (или e′−) и t− (или t′−)
помечены символами, соответственно, x и y, которые в случае e′− или t′− являются делециями.
Если e и t не листовые, обозначим их дочерние рёбра, соответственно, e1, e2 и t1, t2. Выбираем
случай с максимальным качеством q(e, t) из следующих.

1. Одинарный x-подъём (рис. 2.1): в результате подъёма вершины e− ребро e распадает-
ся на два ребра, и нижнее ребро e′ продолжается в трубе t (случай применяется только для
q(e, t) и q(e, t′)). Имеем: q(e, t) = q(e′, t) + c(x,#), q(e, t′) = q(e′, t′) + c(x,#). Отображение fe,t
– объединение отображения fe′,t (построенного по предположению индукции) и соответствий
fe,t(e+) = t и fe,t(e

′
+) = t. Событие: соответствие “вершина-труба”. Отображение fe,t′ – объеди-

нение отображения fe′,t′ и соответствий fe,t′(e+) = t′ и fe,t′(e
′
+) = t′. В дальнейшем формулы

для “штрихованных” величин q(e′, t′), q(e′, t) и q(e, t′), как и определения соответствующих
отображений, не приводим, они формулируются по аналогии.

2. Одинарный y-подъём (рис. 2.2): в результате подъёма вершины t− труба t распадается на
две трубы, и ребро e продолжается в трубе t′ (применяется только для q(e, t) и q(e′, t)). Имеем:
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q(e, t) = q(e, t′) + c(∼, y). Отображение fe,t – объединение отображения fe,t′ и соответствия
fe,t(e+) = t. Событие: соответствие “ребро-вершина”.

3. Двойной подъём (рис. 2.3): в результате подъёмов вершин e− и t− ребро e и труба t
распадаются на две части, границы между которыми соответствуют друг другу (применяется
только для q(e, t)). Имеем: q(e, t) = q(e′, t′)+c(x, y). Отображение fe,t – объединение отображе-
ния fe′,t′ и соответствий fe,t(e+) = t и fe,t(e

′
+) = t′+. Событие: соответствие “вершина-вершина”.

4. Удаление в трубе без подъёма (рис. 2.4): ребро e теряет в трубе t дочернее e2-поддерево
(симметричный случай: e1-поддерево), ребро e1 продолжается в t (применяется, когда e не
листовое). Имеем: q(e, t) = q(e1, t) + c(x,#) + h2(|T1(e2)|). Отображение fe,t – объединение
отображения fe1,t и соответствий fe,t(e+) = t, fe,t(e−) = t. События: некорневое удаление и
соответствие “вершина-труба”.

5. Удаление в трубе с подъёмом (рис. 2.5): в результате подъёма вершины t− труба t рас-
падается на две трубы, ребро e теряет в вершине t′+ дочернее e2-поддерево (симметричный
случай: e1-поддерево), а ребро e1 продолжается в t′ (применяется, когда e не листовое и толь-
ко для q(e, t) и q(e′, t)). Имеем: q(e, t) = q(e1, t) + c(x, y) + h2(|T1(e2)|). Отображение fe,t –
объединение отображения fe1,t′ и соответствий fe,t(e+) = t, fe,t(e−) = t′+. События: некорневое
удаление и соответствие “вершина-вершина”.

6. Обрыв в трубе без подъёма (рис. 2.6): ребро e теряет в трубе t оба дочерних поддерева
(если e не листовое) или оканчивается листом (иначе). Имеем: q(e, t) = c(x,#)+ h2(|T1(e1)|) +
h2(|T1(e2)|)+h4(|T2(t)|). Отображение fe,t – соответствия fe,t(e+) = t, fe,t(e−) = t. События: два
некорневых удаления (если e не листовое), один некорневой проскок и соответствие “вершина-
труба”.

7. Обрыв в трубе с подъёмом (рис. 2.7): в результате подъёма вершины t− труба t рас-
падается на две трубы, ребро e теряет в вершине t− оба дочерних поддерева (если e не
листовое) или оканчивается листом (иначе) (применяется только для q(e, t) и q(e′, t)). Име-
ем: q(e, t) = c(x, y) + h2(|T1(e1)|) + h2(|T1(e2)|) + h4(|T2(t)|). Отображение fe,t – соответствия
fe,t(e+) = t, fe,t(e−) = t−. События: два некорневых удаления (если e не листовое), один
некорневой проскок и соответствие “вершина-вершина”.

8. Синхронное ветвление (рис. 2.8): ребро e доходит до развилки в трубе t и разветвляется
на ней (применяется, когда e и t не листовые). Имеем: q(e, t) = q(e1, t1)+ q(e2, t2)+ c(x, y) (или
q(e, t) = q(e1, t2)+ q(e2, t1)+ c(x, y), в дальнейшем такие симметричные случаи не упоминаем).
Отображение fe,t – объединение отображений fe1,t1, fe2,t2 и соответствий fe,t(e+) = t, fe,t(e−) =
t−. Событие: соответствие “вершина-вершина”.

9. Удаление на развилке (рис. 2.9): ребро e доходит до развилки в трубе t, ребро e1 свора-
чивает в t1, e2-поддерево удаляется (применяется, когда e и t не листовые). Имеем: q(e, t) =
q(e1, t1)+c(x, y)+h2(|T1(e2)|)+h4(|T2(t2)|). Отображение fe,t – объединение отображения fe1,t1
и соответствий fe,t(e+) = t, fe,t(e−) = t−. События: некорневое удаление, некорневой проскок
и соответствие “вершина-вершина”.

10. Проскок без подъёма (рис. 2.10): ребро e доходит до развилки в трубе t и сворачивает в t1
(применяется, когда t не листовое). Имеем: q(e, t) = q(e, t1)+c(∼, y)+h4(|T2(t2)|). Отображение
fe,t – объединение отображения fe,t1 и соответствия fe,t(e+) = t. События: некорневой проскок
и соответствие “ребро-вершина”.

11. Проскок с подъёмом (рис. 2.11): ребро e доходит до развилки в трубе t, куда поднимается
вершина x, e′ сворачивает в t1 (применяется, когда t не листовое и только для q(e, t) и q(e, t′)).
Имеем: q(e, t) = q(e′, t1) + c(x, y) + h4(|T2(t2)|). Отображение fe,t – объединение отображения
fe′,t1 и соответствий fe,t(e+) = t и fe,t(e−) = t−. События: некорневой проскок и соответствие
“вершина-вершина”.
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12. Обрыв в вершине (рис. 2.12): ребро e теряет в развилке или в листе трубы t оба дочерних
поддерева (если e не листовое) или оканчивается листом (иначе). Имеем: q(e, t) = c(x, y) +
h2(|T1(e1)|)+h2(|T1(e2)|)+h4(|T2(t1)|)+h4(|T2(t2)|). Отображение fe,t – соответствия fe,t(e+) =
t, fe,t(e−) = t−. События: два некорневых удаления (если e не листовое), два некорневых
проскока (если t не листовая) и соответствие “вершина-вершина”.

Рис. 2. Случаи, рассматриваемые алгоритмом. Чёрные линии – границы труб T2, красные – рёбра T1.
Чёрным пунктиром обозначен раздел между двумя частями трубы, красным пунктиром – ветви, уда-
лённые из T1.

Вычислим “поправленные” качества q′(e, t) вложений fe,t, вычтя из каждого качества q(e, t)
штраф |h1(|D1|)| за корневое удаление, где D1 – множество верхних относительно e вершин
в T1, и штраф |h3(|D2|)| за корневой проскок, где D2 – множество верхних относительно t
вершин в T2. Максимальное (по e и t) q′(e, t) определяет итоговое вложение. Оно строится
обратным ходом от начальной пары (e, t) по ссылкам, указывающим на случай с максималь-
ным качеством. Каждый раз переходим к одной или двум парам, присутствующим в формуле
вычисления цены в том случае, на которй указывает ссылка. В этой формуле отдельными
слагаемыми являются цены событий, имеющих место при переходе. Таким образом, качество
итогового вложения равно сумме цен событий в нём, максимальность этого качества вытекает
из максимальности качества выбираемого случая.

Легко заметить связь между выравниванием деревьев T1 и T2 в смысле [3] и их вложени-
ями друг в друга. Действительно, если к T1 добавить части, соответствующие делеционным
вершинам и верхним относительно f(s) вершинам в T2 (в местах, определяемых вложением
T1 −→ T2), а в T2 добавить части, соответствующие вершинам, удалённым из T1, получим ана-
логи достроенных и выравненных друг с другом по [3] деревьев T1 и T2. И наоборот, каждое
их выравнивание индуцирует вложения T1 −→ T2 и T2 −→ T1. Действительно, операции 1–3
из [3], применённые к T1, добавляют в T1 поддеревья, помеченные делециями, они соответству-
ют модификациям T1 и проскокам при вложении T1 −→ T2. Эти же операции, применённые
к T2, добавляют в T2 поддеревья, помеченные делециями, они соответствуют модификациям
T2 и удалениям из T1. При этом вложения T1 −→ T2 и T2 −→ T1, соответствующие одно-
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му и тому же выравниванию, двойственны в следующем смысле. События удаления в одном
из них взаимно-однозначно соответствуют событиям проскока в другом. Кроме того, имеется
взаимно-однозначное соответствие событий сопоставления ребра вершине и вершины трубе,
а также сопоставлений “символ-делеция” и “делеция-символ”. Соответствие (x, y) символов
двойственно соответствию (y, x).

4. ТОЧНОСТЬ И ВРЕМЯ АЛГОРИТМА, ПРИМЕР ЕГО РАБОТЫ

Легко проверить, что если ребро e начинается в трубе t, вышеописанные 12 случаев исчер-
пывают все возможности его дальнейшей эволюции. Таким образом, случай, имеющий место
в некотором оптимальном вложении, рассматривается алгоритмом. Отсюда, с учётом индук-
тивного предположения о точности для пар, предшествующих паре (e, t), следует точность
алгоритма. Прямой ход алгоритма, т.е. перебор пар (e, t), выполняется за квадратичное вре-
мя, поскольку число пар квадтатично, а обработка каждой пары занимает константное время.
Легко видеть, что обратный ход выполняется за линейное время. Таким образом, время алго-
ритма квадратичное.

В качестве примера работы алгоритма рассмотрим тот же пример, на котором иллюстри-
ровался алгоритм в [3]. Для этого примера на рис. 3a показаны исходные деревья, на рис. 3b
– их выравнивание при единичных сходствах и штрафах за сопоставление символа делеции, а
на рис. 3c – их выравнивание при цене 4 сопоставления равных символов, минус 3 – неравных
и штрафа 2 за сопоставление символа делеции.

Покажем результат нашего алгоритма – вложения T1 −→ T2 и T2 −→ T1. Если задать
единичную цену соответствия всех пар символов (кроме c(−,−) = 0) и значения всех функций
h1–h4 равными минус мощности аргумента, получаем пару вложений, показанных на рис. 4.

Как видим, оба вложения содержат 9 соответствий пар символов, два некорневых удаления
и два некорневых проскока; во всех четырёх случаях |D| = 1. Качество каждого вложения
равно 5. Можно заметить, что любое из двух вложений соответствует выравниванию, пока-
занному на рис. 3b.

Теперь зададим цену соответствия двух равных символов равной 4 (кроме c(−,−) = 0), двух
неравных символов (не делеций) – минус 3, цену соответствий “символ-делеция”, “делеция-
символ”, “ребро-вершина” и “вершина-труба” – минус 2 и значения всех функций h1–h4 равны-
ми минус мощности аргумента, умноженной на 2. Получаем пару вложений, показанных на
рис. 5.

Как видим, оба вложения содержат 6 соответствий пар равных символов и одну пару нерав-
ных. Первое вложение содержит одно соответствие “символ-делеция” и одно “ребро-вершина”,
а второе – одно “делеция-символ” и одно “вершина-труба”. Также, первое вложение имеет три
одноэлементных некорневых проскока и одно трёхэлементное некорневое удаление. В свою
очередь, второе вложение имеет три одноэлементных некорневых удаления и один трёхэле-
ментный некорневой проскок. Качество каждого вложения равно 5. Снова заметим, что любое
из двух вложений соответствует выравниванию, показанному на рис. 3c.

Если цены двойственных событий различаются, вложения не обязательно будут порождать
одно и то же выравнивание. Таким образом, пара вложений может дать больше информации
по согласованию деревьев, чем их любое выравнивание. Ещё одной причиной этого являет-
ся возможность задавать аффинные и нелинейные функции h1–h4, что не предусмотрено в
алгоритме выравнивания из [3]. Также заметим: деревья, достроенные до топологически изо-
морфных, могут содержать вершины с тремя или четырьмя дочерними вершинами, что часто
делает выравнивание более компактным, чем в [3], где все деревья бинарные.
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Рис. 3. Исходные деревья (a) и результаты их выравнивания (b)-(c) для примера из [3].
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Рис. 4. Вложение T1 −→ T2 (слева) и T2 −→ T1 (справа) при единичных ценах соответствия всех пар
символов (кроме c(−,−) = 0) и значениях всех функций h1–h4, равных минус мощности аргумента.

Рис. 5. Вложение T1 −→ T2 (слева) и T2 −→ T1 (справа) при цене соответствия двух равных символов
равной 4 (кроме c(−,−) = 0), двух неравных символов (не делеций) – минус 3, цене соответствий “символ-
делеция”, “делеция-символ”, “ребро-вершина” и “вершина-труба” – минус 2 и значениях всех функций
h1–h4 равных минус мощности аргумента, умноженной на 2.
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5. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ – СЛУЧАЙ НЕСКОЛЬКИХ ДЕРЕВЬЕВ

Дан набор N размеченных деревьев (их разметка не содержит делеций). Множество симво-
лов, встречающихся в разметке, обозначим S. Локальным множественным выравниванием A
этого набора назовём набор попарно непересекающихся множеств вершин деревьев из N , где
каждое множество M ∈ A может в каждом дереве T ∈ N содержать одну вершину, множество
вершин некоторого пути в T , идущего сверху вниз, или ничего не содержать. Таким образом,
M задаёт соответствие вершин или путей в деревьях из N .

Пусть дано бинарное размеченное дерево T , вершины которого помечены символами из
S (будем называть это дерево консенсусным). Набор вложений (определённых в разделе 2)
деревьев из N в T назовём согласованным с выравниванием A, если множества вершин, отоб-
ражающихся в одну и ту же вершину или трубу, являются в точности множествами из набора
A. В свою очередь, по дереву T строятся (как в разделе 3) вложения в него деревьев из N , ин-
дуцирующие набор A, в котором множества – прообразы каждой вершины или трубы. Задача
состоит в том, чтобы построить дерево T , для которого суммарное качество Q(T ) вложений в
него деревьев из N максимально. Таким образом, будет построено и локальное множественное
выравнивание этих деревьев.

Консенсусное дерево, построенное алгоритмом, описанным в следующем разделе, имеет
максимальное качество при некотором условии, отражающем хорошую обусловленность ис-
ходных данных. Отметим, что до сих пор методы согласования деревьев разрабатывались
в основном для филогенетических деревьев, т.е. таких, у которых помечены только листья.
Отметим работы [4] и [5], в которых строится, соответственно, супердерево и консенсусное де-
рево, и статьи [6] и [7], где приводятся алгоритмы согласования набора деревьев, основанные
на MAF-расстоянии.

6. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА

Для дальнейшего нам потребуются понятия расширений модификаций деревьев T1 и T2,
соответствующих вложению f : T1 −→ T2. Каждое связное максимальное по включению мно-
жество D делеционных вершин в T ⋆

2 имеет единственную трубу, связывающую его с дополне-
нием. Её противоположный конец обозначим u. Обобщённым прообразом вершины u считаем
её прообраз относительно f , если он есть, а иначе такое ребро e из T ⋆

1 , что f(e+) лежит выше
u, а f(e−) – ниже u (очевидно, оно существует и единственно). Расширение T#

1 получается
из T ⋆

1 , во-первых, добавлением для каждого указанного D поддерева, изоморфного дереву с
вершинами из D, суперкорень которого расположен в обобщённом прообразе вершины u (изо-
морфизм включает и пометки в вершинах). И, во-вторых, к суперкорню s ∈ T ⋆

1 подсоединяем
дерево, изоморфное дереву, вершины которого составляют множество верхних вершин (под-
соединение происходит в верхнем конце трубы, в которой расположен s). Заметим, что в T#

1

могут быть вершины с тремя или четырьмя дочерними вершинами.
Аналогично, каждое связное максимальное по включению множество D вершин, удалённых

из T ⋆
1 при некорневом удалении, имеет единственное ребро, связывающее его с дополнением.

Его противоположный конец обозначим v. Расширение T#
2 получается из T ⋆

2 добавлением
для каждого указанного D поддерева, изоморфному дереву с вершинами из D, суперкорень
которого расположен в f(v). Заметим, что в T#

2 могут быть вершины с тремя или четырьмя
дочерними вершинами.

Например, вложению T1 −→ T2, показанному на рис. 5 слева, соответствует расширение
дерева T ⋆

1 , полученное из него добавлением к листу c двух дочерних e-вершин, и добавлением
на ребро bf e-вершины с дочерним e-листом. Этому же вложению соответствует расширение
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дерева T ⋆
2 , полученное из него добавлением к b-вершине дочернего трёхвершинного поддерева

с b-вершинами и c-вершины на ребро df , соединённой с c-листом.
Определим кладу в дереве, как мультимножество пометок листьев некоторого поддерева

(мультимножество – множество, в котором элементы могут повторяться). Рассматриваем нашу
задачу в условном варианте: построить консенсусное дерево T , имеющее клады только из
данного множества K клад и такое, что сумма качеств вложений в него деревьев из данного
набора N максимальна.

Дерево T строится несколькими итерациями. После каждой итерации множество K воз-
можных клад расширяется и построение осуществляется заново. Для первой итерации K со-
стоит из всех клад в данных деревьях из N . Построение осуществляется по индукции. Клады
перебираются в порядке возрастания их мощностей, для равных мощностей порядок произ-
вольный. Для очередной клады C рассмотрим все её разбиения на две клады C1 и C2 из K.
По предположению индукции известны оптимальные деревья T (C1) и T (C2), с мультимно-
жествами листьев, соответственно, C1 и C2. Рассмотрим соединение этих деревьев под общий
корень, помеченный символом из s ∈ S. Для каждого s вычисляем качество Q(T ) полученного
дерева T = T (C1, C2, s), строя вложения в него деревьев из N . Выбираем тройку (C1, C2, s),
порождающюю дерево T (C) с максимальным качеством, называемым качеством Q(C) клады
C. Среди деревьев T (C) для разных C выбираем дерево с максимальным Q(C) и обозначаем
его I1, это итоговое дерево первой итерации.

Строим вложение каждого дерева T ∈ N в I1 и перебираем клады расширенного дерева T#.
Добавляем в K те из этих клад, которые там отсутствовали. Аналогично, перебираем клады
расширенного дерева I#1 и добавляем в K отсутствующие там клады. После этого повторяем
итерацию всего процесса с новым K, получая дерево I2 и т.д. Итерации повторяем до тех
пор, пока K не перестанет расширяться. В качестве итогового консенсусного дерева T берём
последнее дерево Ii – оно имеет максимальное качество из всех построенных деревьев. Как
отмечалось, это дерево определяет локальное множественное выравнивание деревьев из N .

Для наглядного представления этого выравнивания каждую часть T ⋆′ модификации дерева
T ∈ N , определённую в построенных вложениях, расширяем так, чтобы итоговые делецион-
ные деревья-расширения были (после стирания одинарных вершин, отображающихся в трубы)
топологически изоморфны консенсусному дереву T . Одновременно строим расширения имею-
щихся вложений T ⋆ −→ T на добавленные вершины. А именно, добавляем в T ⋆′ делеционные
поддеревья и верхнее дерево так же, как добавляли их при определении дерева-расширения
T#, но добавленные вершины помечаем делециями. Отображаем добавленные вершины по
изоморфизму с делеционными поддеревьями и верхним деревом.

Теперь в локальном выравнивании каждое множество M соответствующих друг другу вер-
шин в деревьях из N состоит из вершин, отображающихся по изоморфизму в одну и ту же
вершину из T . Одинарные вершины и листья, не имеющие образа в вершине из T , распада-
ются на пути, идущие в T ∈ N сверху вниз, где вершины каждого пути отображаются в одну
и ту же трубу в T .

7. ТОЧНОСТЬ И ВРЕМЯ АЛГОРИТМА, ПРИМЕР ЕГО РАБОТЫ

Сформулируем свойство, достаточное для точности алгоритма. Неформально, оно отражает
хорошую обусловленность исходных данных.

Теорема. Пусть существует дерево T , множество клад которого ограничено последним
множеством K, построенным алгоритмом, обладающее следующим свойством. Каждое его
поддерево (включая само T ) доставляет единственный максимум качества на своей кладе
при том же K. Тогда алгоритм выдаст T в качестве итогового консенсусного дерева T .
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Доказательство. Доказываем по индукции, что каждое поддерево T ′ дерева T строится
алгоритмом в качестве дерева T (C), где C – мультимножество листьев в T ′. Дерево с кладой C
строилось алгоритмом объединением двух деревьев под общий корень. Перебирая варианты
объединения, алгоритм выберет вариант с максимальным качеством, который, по условию,
единственен и, по предположению индукции, соответствует объединению двух дочерних под-
деревьев в T ′ под общий корень. Так дойдём до T , доказав требуемое. □

Оценим время работы алгоритма в зависимости от размера n набора N . Тестирование по-
казало (данные не приводятся), что число итераций алгоритма имеет линейный от n порядок
и такой же порядок у размера итогового дерева и последнего множества K. Объяснить это
можно тем, что когда размер консенсусного дерева значительно превышает размер деревьев
из N , штрафы за верхние и удалённые вершины уменьшают суммарное качество вложений, и
такое большое дерево не может быть оптимальным. Перед каждой итерацией за время порядка
n3 строятся все разбиения каждой клады. На самой итерации для каждой клады перебирает-
ся порядка n вариантов построения дерева с этой кладой, и для каждого варианта за время
порядка n2 вычисляется его качество. Таким образом, имеем верхнюю оценку времени всего
алгоритма порядка n4. Однако, поскольку вычислять качество требуется только для новых ва-
риантов (не встречавшихся на предыдущих итерациях), реальное время значительно меньше
– порядка n3.

Заметим, что цены соответствий символов и функции h1–h4 определяют, насколько ло-
кальным будет консенсусное дерево. Как правило, увеличение приза за соответствие равных
символов и уменьшение штрафа за соответствие неравных увеличивает его размер. Продемон-
стрируем этот эффект и всю работу алгоритма на примере.

Пример. Дан набор N из пяти деревьев (рис. 6), которые записываем в скобочной запи-
си, указывая перед каждой скобкой символ, которым помечена соответствующая вершина:
T1 = a(b(a, b), a); T2 = a(c(a, c), a); T3 = b(c(a, a), b); T4 = c(b(a, a), c); T5 = a(a(a, a), a). Алфа-
вит символов S = {a, b, c}. Пусть цена соответствия неравных символов равна минус 3, цены
соответствия “ребро-вершина”, “вершина-труба”, “символ-делеция” и “делеция-символ” равны
минус 2, h1(D) = h2(D) = −|D|, h3(D) = h4(D) = c(−,−) = 0. Цену соответствия равных сим-
волов (не делеций) обозначим x ≥ 2, чтобы было удобнее следить за изменением результата
при изменении x.

Рис. 6. Исходный набор N из пяти деревьев.

Начальное множество клад (указываем только неодноэлементные клады): {a, b}, {a, b, a},
{a, c}, {a, c, a}, {a, a}, {a, a, a}.

1) Клада {a, b}. Имеем три случая пометки корня. Легко проверить, что максимальное
качество даёт пометка b, т.е. T (a, b) = b(a, b). Вложение в него дерева T1 имеет качество 3x – три
соответствия вершин изоморфного поддерева (напомним: удаление ветвей сейчас бесплатное);
для T2 получаем x − 2: удаляем всё, кроме a-листа, вкладываем его суперкорень в a-трубу и
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получаем одно соответствие равных символов, одну делеционную и одну верхнюю вершины;
для T3 получаем 3x − 2 – удаляем a-лист и получаем три соответствия равных символов и
одно соответствие “вершина-труба”; для T4 получаем 2x − 1 – удаляем всё кроме ребра ba и
получаем два соответствия равных символов и одну делеционную вершину; для T5 получаем
x− 2 таким же образом, как для T2. Итак, Q(a, b) = 10x− 7.

2) Клада {a, c}. Всё аналогично (симметрично) кладе {a, b}, T (a, c) = c(a, c), Q(a, c) =
10x− 7.

3) Клада {a, a}. Легко проверить, что из трёх пометок корня максимальное качество даёт
пометка a, т.е. T (a, a) = a(a, b). Вложение в него дерева T1 имеет качество 3x − 2 – удаляем
b-лист и получаем три соответствия равных символов и одно соответствие “вершина-труба”;
для T2 то же самое; для T3 получаем 2x− 3 – вложение поддерева c(a, a); для T4 то же самое;
для T5, очевидно, 3x. Итак, Q(a, a) = 13x− 10.

4) Клада {a, b, a}. Под общий корень объединяем T (a, b) и лист a. Легко проверить, что из
трёх корневых пометок максимальное качество даёт пометка a, т.е. T (a, b, a) = T1. Вложение в
себя дерева T1 имеет качество 5x; для T2 получаем 3x−4 – рис. 7a; для T3 тоже получаем 3x−4
– рис. 7b; для T4 получаем 2x− 3 – удаляем всё кроме ребра ba и получаем два соответствия
равных символов, две делеционных и одну верхнюю вершины; для T5 получаем 3x− 4 таким
же образом, как для T2. Итак, Q(a, b, a) = 16x− 15.

5) Клада {a, c, a}. Всё аналогично кладе {a, b, a}, T (a, c, a) = T2, Q(a, c, a) = 16x− 15.
6) Клада {a, a, a}. Под общий корень объединяем T (a, a) и лист a. Легко проверить, что из

трёх корневых пометок максимальное качество даёт пометка a, т.е. T (a, a, a) = T5. Вложения
в T5 деревьев T1 и T2 имеют качество 3x − 4 – аналогично вложению T2 в T1; для T3 и T4

получаем 2x − 5 за счёт топологического изоморфизма левых поддеревьев; для T5 имеем 5x.
Итак, Q(a, a, a) = 15x− 18.

Рис. 7. (a) Вложение T2 в T1. (b) Вложение T3 в T1.

Видим, что при x ≥ 2 максимальное качество имеют деревья T1 и T2. Выберем I1 = T1

(заметим, что символы b и c входят в N симметричным образом, так что при выборе I1 = T2

результат получается переменой их местами). Для расширения множества K допустимых клад
строим расширенные деревья T#

i , i ∈ {1, . . . 5} и I#1 , соответствующие вложениям Ti −→ I1.
Для T1 вложение тождественно, T#

1 = I#1 = T1 и новых клад не возникает. Вложение T2 −→ I1
(рис. 7a) даёт T#

2 = a(c(a, b, c), a), I#1 = a(b(a, b, c), a) и новые клады {a, b, c} и {a, b, c, a}.
Единственное представление клады {a, b, c} в дизъюнктное объединение меньших клад {a, b}
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и {c} даёт дерево a(b(a, b), c) с качеством 13x − 14, что меньше качества I1 = T1. Для клады
{a, b, c, a} имеем представления {a|abc}, {b|aca}, {c|aba} и {ab|ac}. Нетрудно проверить, что
первые три из них при x ≥ 2 не улучшают качество I1.

Последнее разбиение объединяет под общий корень деревья T (a, b) и T (a, c). Легко прове-
рить, что максимальное качество даёт пометка a, т.е. T (a, b, c, a) = a(b(a, b), c(a, c)). Вложение
в это дерево дерева T1 имеет качество 5x − 3 (рис. 8a), такое же качество даёт T2 (заметим,
T (a, b, c, a) переходит в себя при перемене местами символов b и c), T3 и T4 дают качество
3x − 6 (рис. 8b), а T5 – качество 3x − 7 (рис. 8c). Итак, Q(a, b, c, a) = 19x − 25. Поскольку
19x− 25 > 16x− 15 при x > 10/3, то при x < 10/3 имеем I2 = I1 = T1 (или T2), при x = 10/3
I2 может быть выбрано равным T1, T2 или T (a, b, c, a), а при x > 10/3 имеем единственное
I2 = T (a, b, c, a). Легко проверить, что при рассмотренных значениях x третья итерация даёт
I3 = I2 и, следовательно, является последней. Таким образом, T = I2.

Рис. 8. (a) Вложение T1 в T (a, b, c, a). (b) Вложение T3 в T (a, b, c, a). (c) Вложение T5 в T (a, b, c, a).

Каждому консенсусному дереву соответствует своё локальное выравнивание. Консенсусно-
му дереву T = T1 = a(b(a, b), a) соответствует выравнивание, показанное на рис. 9. Обозначив
в деревьях из N корень как 1, некорневую нелистовую вершину как 2 и листья (слева направо)
как 3, 4 и 5, имеем следующие множества соответствующих вершин, упорядоченных с 1 до 5
в соответствии с их образами в консенсусном дереве (если у вершины нет прообраза, ставим
делецию): (1, 1,−,−, 1); (2, 2, 1, 2, 2); (3, 3, 3, 3, 3); (4,−, 5,−,−); (5, 5,−,−, 5).

Рис. 9. Локальное выравнивание пяти деревьев с рис. 6, соответствующее консенсусному дереву T = T1.
Деревья-расширения T ′

i (после стирания одинарной вершины в T ′
3) топологически изоморфны друг другу

и дереву T .

Консенсусному дереву T = a(b(a, b), c(a, c)) соответствует выравнивание, показанное на
рис. 10. В тех же обозначениях имеем следующие множества упорядоченных соответствую-
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щих вершин: (1, 1,−,−, 1); (2,−, 1,−, 2); (−, 2,−, 1,−); (3, 5, 3,−, 3); (4,−, 5,−,−); (5, 3,−, 3, 5);
(−, 4,−, 5,−).

Рис. 10. Локальное выравнивание пяти деревьев с рис. 6, соответствующее консенсусному дереву T =
a(b(a, b), c(a, c)). Деревья-расширения T ′

i (после стирания одинарных вершин в T ′
3 и T ′

4) топологически
изоморфны друг другу и дереву T .

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы описали эффективный алгоритм, минимизирующий суммарную цену событий в эволю-
ции двух деревьев друг относительно друга. В качестве показателя степени согласованности
деревьев T1 и T2 можно взять среднее арифметическое качеств вложений T1 −→ T2 и T2 −→ T1.
Если поменять знаки цен событий на противоположные и прибавить к ним константу так,
чтобы они стали неотрицательными, получим вместо качества вложения (которое требуется
максимизировать) цену вложения (которую требуется минимизировать). Тогда среднее мини-
мальных цен вложений T1 −→ T2 и T2 −→ T1 естественно рассматривать как расстояние между
T1 и T2. Определение другого, по-видимому, более точного расстояния (MAF-расстояния) да-
но, например, в [8]. Задача его вычисления NP-трудна, для неё в [8] описан приближённый
алгоритм квадратичного времени, у которого мультипликативная ошибка не превышает 2.
Представляет интерес задача уменьшения ошибки алгоритма или определения других эффек-
тивно вычислимых расстояний.

Также, мы описали алгоритм согласования нескольких размеченных деревьев. Задача мно-
жественного выравнивания деревьев является одной из самых сложных в комбинаторной оп-
тимизации. Описанный алгоритм локального множественного выравнивания точен при опре-
делённом условии. Дальнейшие исследования могут быть направлены на расширение этого
условия и поиск аналогичного условия и алгоритма для глобального выравнивания. Такое вы-
равнивание фактически позволило бы строить супердерево, т.е. дерево, в определённом смысле
включающее в себя каждое дерево данного набора с небольшими модификациями.

Работа выполнена в рамках государственного задания ИППИ РАН, утверждённого Мино-
брнауки России.
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Algorithms for Reconciliation of Marked Trees

K. Yu. Gorbunov

We describe new algorithms for reconciling two or more trees with vertex labeling. The first algorithm is
based on embedding one tree into another, the second one is based on constructing a consensus tree T and
local multiple alignment of trees determined by their embeddings in T .

KEYWORDS: discrete optimization, tree reconciliation, exact quadratic algorithm, marked
tree, evolutionary tree, evolutionary events.
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