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Аннотация—Лидером в развитии современной беспроводной связи (5G, B5G, WiFi7) яв-
ляется технология Massive MIMO. Для дальнейшего стабильного сохранения конкурент-
ных преимуществ, требуются все более высокоэффективные с приемлемой вычислитель-
ной сложностью алгоритмы демодуляции. Поэтому интерес к этой сфере научных иссле-
дований только растет. Ранее была предложена успешная конструкция демодуляторов на
основе использования негауссовкой аппроксимации априорного распределения информа-
ционных символов совместно с итерационными методами. Однако, негауссовкая аппрокси-
мация была получена при равенстве первых двух моментов на основе непрерывного рав-
номерного распределения, которое в свою очередь аппроксимирует дискретное априорное
распределение. Основной целью данной статьи является сравнение априорных распределе-
ний с параметрами, полученных разными методами оценки. Рассматриваются а) критерий
минимума дивергенции Кульбака – Лeйблера б) совпадения первых двух моментов.
Вклад работы заключается в демонстрации преимуществ подхода с использованием кри-
терия минимума дивергенции Кульбака – Лeйблера. Результаты показывают, что предло-
женный вид аппроксимации с оптимальным параметром приводит к достаточно простым
выражениям, обеспечивает наилучшую функциональность и оказался лучшим решени-
ем в целом. Получено аналитически и подтверждено экспериментально, что оптимальные
значения параметров аппроксимирующего распределения зависят от вида модуляции, в
отличие от предыдущего подхода. Для доказательства эффективности было проведено мо-
делирование для различных видов модуляции и антенных конфигураций системы Massive
MIMO.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: Massive MIMO, QAM, демодулятор, аппроксимация, обобщённое
нормальное распределение, минимум дивергенции Кульбака-Лейблера.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Технология Massive MIMO является ключевой и наиболее эффективной в развитии много-
пользовательских систем беспроводной связи [1], [2], [3], [4]. Однако увеличение числа антенн
в системе MIMO повлекло резкий рост сложности обработки [5], [6], [7]. Не смотря на бога-
тую палитру всевозможных алгоритмов, необходимость в высокоэффективных с приемлемой
сложностью демодуляторах не угасает [8], [9], [10], [11], [12].

На Рисунке (1) представлена структурная схема рассматриваемой в данной статье системы
Massive MIMO с Ntr. передающих с Nrx приемными антеннами (Nrx ≥ Ntr).

Биты от источника информации поступают на демультиплексор и делятся на потоки. В
блоках модуляторов осуществляется модуляция подпотоков данных, и образуются информа-
ционные символы ẋ, которые передаются с помощью Ntx антенн. Отображение данных в
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Рис. 1. Структурная схема системы Massive MIMO

информационные символы осуществляется квадратурной амплитудной модуляцией (QAM).
Для помехоустойчивого кодирования используется турбокодирование. Базовая станция име-
ет блок демодулятора Massive MIMO, в котором осуществляется одновременное оценивание
QAM-символов всех пользователей. Далее происходит разделение общего вектора оценок сим-
волов x̂ на индивидуальные векторы оценок QAM-символов каждого пользователя для их
раздельной демодуляции. Демодулированные биты каждого пользователя объединяются в со-
ответствующие потоки и декодируются [1], [6].

Математическая модель сигнала на входе демодулятора Massive MIMO имеет следующий
вид:

ẏ = Ḣẋ+ η̇, (1)

где ẏ – комплексный вектор принимаемых сигналов размерности Nrx × 1; Ḣ – комплексная
матрица радиоканала MIMO размерности Nrx × Ntx; ẋ – вектор переданных комплексных
информационных символов размерности Ntx × 1 ; η̇ – комплексный гауссовский случайный
вектор шума размерности Nrx × 1.

Для дальнейшего рассмотрения предпочтительна эквивалентная действительная модель
[13]:

y = Hx+ η, (2)

где H – действительная матрица радиоканала MIMO размера 2Nrx×2Ntx, полученная из ком-
плексной матрицы Ḣ, составленной из комплексных гауссовских случайных величин ḣij – ко-
эффициентов передачи от j-й передающей антенны к i-й приемной антенне; x ≜ [x1x2 . . . x2Ntx ]

T

– вектор размерности 2Ntx×1 оцениваемых действительных квадратурных составляющих M -
мерного комплексного вектора переданных информационных символов ẋm = xm,r + jxm,i,
m = 1, . . . , Ntx, модулированных с помощью квадратурной амплитудной модуляции (QAM);
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также в действительной модели используется полученный из комплексного вектора шума на-
блюдения η действительный гауссовский случайный вектор размерности 2Nrx × 1 с корреля-
ционной матрицей Rη = σ2

ηI2Nrx .
Задача демодуляции MIMO состоит в том, чтобы оценить переданный вектор информа-

ционных символов (QAM-символов), на основе вектора наблюдений (принятых сигналов) y
и матрицы канала H. Сложность решения задачи состоит в том, что вектор x принимает
дискретное множество значений, что, строго говоря, требует перебора всех комбинаций. При
большом числе антенн и высоком порядке модуляции QAM это становится не реализуемым.

Одним из способов упрощения является аппроксимация дискретных априорных распреде-
лений непрерывными. Наиболее известным подходом в этом направлении является аппрокси-
мация гауссовским распределением с одинаковыми первыми и вторыми моментами исходного
априорного и аппроксимирующего распределений. Такие демодуляторы известны как MMSE-
демодуляторы [6], [14], [15]. Они обладают простотой, но по сравнению с оптимальными алго-
ритмами имеют большие потери.

Известны подходы, использующие негауссовские аппроксимирующие распределения, так-
же основанные на равенстве первых моментов распределений [16], [17], [18], [19], которые по
сравнению с MMSE-демодуляторами обеспечивают существенный выигрыш.

В данной статье предлагается в качестве аппроксимирующего распределения использовать
обобщённое нормальное распределение [20], [21] с параметрами, оптимальными по критерию
минимума дивергенции Кульбака – Лейблера (Minimum of the Kullback-Leibler Divergence –
MKLD) [22], [23], [24]. Особенность этого аппроксимирующего семейства состоит в том, что оно
охватывает такие известные распределения, как распределение Лапласа, гауссовское распреде-
ление, равномерное распределение с разной степенью приближения. Использование критерия
MKLD позволяет связать параметры аппроксимации с параметрами модуляции, что приво-
дит к повышению точности аппроксимации и улучшению качества демодуляции. Особенность
используемого распределения – простота вычисления оптимальных параметров для любого
порядка модуляции и любого вида распределения из данного семейства.

Путем моделирования показано, что характеристики помехоустойчивости алгоритма на ос-
нове аппроксимации обобщённым нормальным распределением с оптимальными параметрами,
позволяют улучшить характеристики помехоустойчивости по сравнению как с алгоритмами
MMSE, так и с алгоритмами, использующими аналогичную аппроксимацию при равенстве
первых моментов распределений.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В байесовской теории оценивания одной из наиболее полезных является оценка максимума
апостериорной плотности вероятности (MAP), значения которой определяются путем макси-
мизации условной плотности [25]:

x̂MAP = argmax
x∈Ωx

p(x |y) . (3)

Согласно формуле Байеса, выражение апостериорной плотности вероятности:

pps (x |y ) = L (y |x) ppr (x)∫
ΩX

p (y |x) ppr (x) dx
, (4)

где функция правдоподобия для модели (2) записывается следующим образом:
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L (y |x) = 1(
2πσ2

η

)N exp

(
− 1

2σ2
η

(y −Hx)T (y −Hx)

)
. (5)

Индексы ps и pr у плотностей означают апостериорная и априорная, соответственно.
Итак, чтобы получить оценку необходимо знание априорного распределения, плотности.

Полагая

ppr (x) =
2M∏
m=1

ppr (xm), (6)

MAP оценка ищется следующим образом:

x̂MAP = argmax (L (y |x) ppr (x)) =
= argmax (log (L (y |x)) + log (ppr (x))) =

= argmax

(
− 1

2σ2
η

(y −Hx)T (y −Hx) +
2M∑
m=1

log (ppr (xm))

). (7)

В итоге для поиска максимума получается в общем случае нелинейное уравнение:

− 1

σ2
η

HTHx̂MAP +
1

σ2
η

HTy +
d

dx̂MAP

(
2M∑
m=1

log
(
ppr
(
x̂MAP,m

)))
= 0. (8)

Знак d
dxf (x) означает производную от скалярной функции f (x) векторного аргумента x

по векторному аргументу x. Эта производная является векторной функцией.
Правильность выбора априорной плотности распределения определяет успех в нахождении

MAP оценки [26]. Очевидно, выражение плотности должно быть дифференцируемой функци-
ей.

На Рисунке (2) показан вид информационных символов в виде сигнального созвездия 16QAM.
На Рисунке (2) сплошными линиями показано распределение дискретной случайной величины
xk с K состояниями (k = 0,K − 1).
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Рис. 2. Созвездие 16QAM Рис. 3. Дискретное равномерное распределение
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Все состояния равновероятны.

P (k) =
1

K
, k = 0,K − 1. (9)

Значения случайной величины xk равномерно распределены на интервале [−Bd; Bd], где
Bd – крайние значения состояний дискретной (discrete) случайной величины. Это распределе-
ние описывает исходное априорное распределение. Но демодулятор на его основе приводит к
высокоэффективному алгоритму максимального правдоподобия (Maximum Likelihood, ML) с
недопустимо высокой вычислительной сложностью, что делает его непригодным для Massive
MIMO [27].

Непрерывным равномерным распределением можно аналитически описать априорное рас-
пределения квадратурных составляющих QAM символа, однако использовать его из-за не
дифференцируемости для оптимизации и решения уравнения (8) не возможно. Поэтому надо
применять другие виды аппроксимации.

Итак, задача состоит в том, чтобы использовать некое непрерывное распределениеq (x) вме-
сто исходного дискретного равномерного распределения с равномерной сеткой значений слу-
чайной величины xk

xk = −Bd + k
2Bd

(K − 1)
k = 0,K − 1, (10)

где число состояний равноK = 2Mbit/2для сигнала с квадратными QAM-созвездиями с чис-
лом битов Mbit.

Будем использовать обобщенное нормальное распределение [20], [21] вида:

q (x) = ppr (x) =
pe

− x2p

(2d2)p

√
2dΓ

(
1
2p

) , (11)

где d – параметр распределения, который нужно оптимизировать.
Математическое ожидание этого распределения равно 0, а дисперсия определяется выра-

жением:

E
{
x2
}
=

∫ ∞

−∞
x2

pe
− x2p

(2d2)p

√
2dΓ

(
1
2p

)dx =
(√

2d
)2 Γ( 3

2p

)
Γ
(

1
2p

) . (12)

Ранее, в статьях [16], [19] использовалось аналогичное распределение (11), в котором пара-
метр d находился из условия равенства первых двух моментов. Дисперсия исходного дискрет-
ного распределения, дисперсия квадратурных составляющих нормированных QAM символов
(одной квадратуры) равна σ2

x = 1
2 . Поэтому параметр определяется формулой:

d2 =
1

2
σ2
x

Γ
(

1
2p

)
Γ
(

3
2p

) =
1

4

Γ
(

1
2p

)
Γ
(

3
2p

) . (13)
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Обозначим априорное распределение и его параметр, полученный при равенстве первых
двух моментов как Old, т.е. dOld:

qOld (x) = ppr (x) =
pe

− x2p

(2d2Old)
p

√
2dOldΓ

(
1
2p

) , (14)

d2Old =
1

4

Γ
(

1
2p

)
Γ
(

3
2p

) . (15)

При аппроксимации одного распределения другим могут использоваться разные критерии
аппроксимации [28], [29], но в данном случае лучше подходит критерия минимума дивергенции
Кульбака – Лeйблера (Kullback-Leibler divergence). Как будет показано далее, в этом случае
нет проблем с вычислением метрик при аппроксимации дискретного распределения непрерыв-
ным, получаются точные аналитические выражения для оптимальных параметров, поэтому
не нужно использовать численные методы оптимизации.

3. АППРОКСИМАЦИЯ ПО КРИТЕРИЮ МИНИМУМА ДИВЕРГЕНЦИИ КУЛЬБАКА –
ЛЕЙБЛЕРА (MKLD)

Пусть дана исходная функция плотности вероятности p (x) . Допустим, что вместо исход-
ного распределения p (x)удобнее, с точки зрения простоты решения какой-либо задачи, ис-
пользовать аппроксимацию этого распределения другим из семейства q (x, a) с параметром a.
Задача состоит в выборе параметра a.

При аппроксимации по критерию минимума дивергенцииDKL(P ||Q)) Кульбака – Лeйблера
[24] нужно минимизировать следующий функционал:

min
a

{DKL(P ||Q)} = min
a

{∫
X
p(x) log

p(x)

q(x, a)
dx

}
=

= min
a

{∫
X
p(x) log p(x)dx−

∫
X
p(x) log q(x, a)dx

} . (16)

Поскольку
∫
X p (x) logp (x)dx от параметра a не зависит, то этот член не влияет на оптималь-

ное значение параметра a, поэтому его можно исключить. Таким образом, задача сводится к
минимизации следующего выражения:

min
a

{
−
∫
X
p(x) log q(x, a)dx

}
. (17)

Поскольку предстоит аппроксимировать дискретное распределение – непрерывным, то для
этого, вместо дискретного распределения вида (9) нужно ввести непрерывное с использовани-
ем дельта-функций:

p (x) =
1

K

K−1∑
k=0

δ (x− xk) . (18)
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В результате выражение (17) будет описываться следующей целевой функцией:

min
a

{
−
∫
X
p(x) log q(x, a)dx

}
= min

a

{
− 1

K

K−1∑
k=0

log q(xk, a)

}
. (19)

Пусть для используемой аппроксимации (11) параметрa = d2. Будем использовать нату-
ральный логарифм loge(•), не меняя обозначений логарифма log(•). В (19) подставим аппрок-
симирующее распределение (11) получим:

min
a

{
− 1

K

K−1∑
k=0

log q(xk, a)

}
= min

a

− 1

K

K−1∑
k=0

log
pe

−
x
2p
k

(2a)p

√
2aΓ

(
1
2p

)
 . (20)

Путем преобразований приходим к выражению:

min
a

{
− 1

K

K−1∑
k=0

[
log e

−
x
2p
k

(2a)p

]
− log p+ log

√
2aΓ

(
1

2p

)}
. (21)

Введем обозначение момента 2p порядка аппроксимируемого распределения:

µ2p =
1

K

K−1∑
k=0

x2pk . (22)

Получаем уравнение для оптимума:

−2p · µ2p · (2a)
−p−1 +

1

2a
= 0. (23)

Окончательно, оптимальное значение параметра d2 будет определяться выражением:

d2
MKLD

=

(
2p · µ2p

) 1
p

2
= p

√
p

2p−1
µ2p . (24)

Выражение аппроксимирующего распределения по критерию MKLD:

qMKLD (x) =
pe

− x2p

2pµ2p

(2pµ2p)
1
2pΓ

(
1
2p

) . (25)

Для распределения вида (11) центральный момент 2p-го порядка будет определяться вы-
ражением [20]:

E
{
x2p
}
=

2pd2pΓ (1 + 1/2p)

Γ (1/2p)
=

2pd2p

2p
. (26)
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Подставляя (24) в (26) получим:

E
{
x2p
}
=

2p
(
d2
MKLD

)p
2p

= µ2p . (27)

Отсюда следует, что применение критерия минимума дивергенции Кульбака – Лейблера
к аппроксимирующей плотности вида (11) с показателем степени 2p привело к условию ра-
венства центральных моментов 2p-го порядка. Это полностью согласуется с аппроксимацией
гауссовским распределением (p = 1), при котором условием аппроксимации является равен-
ство дисперсий. Таким образом, это подтверждает правомерность и обоснованность использо-
вания критерия MKLD.

Приведем формулу для момента порядка p исходного распределения вида (9)-(10):

µp = Mp[X] =
K−1∑
i=0

(xi)
ppi =

K−1∑
i=0

[(−Bd + i
2Bd

(K − 1)
)p

1

K
], (28)

где K = 2Mbit/2, Bd определяет границы диапазона значений xk (Рисунок (2)).
Второй момент имеет вид:

D[X] =

K−1∑
i=0

(xi)
2pi =

K−1∑
i=0

[(−Bd + i
2Bd

(K − 1)
)2

1

K
] = B2

d

(
(K + 1)

3(K − 1)

)
. (29)

При выводе (29) использовались формулы суммы:

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
,

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

(30)

Основываясь на том, что дисперсия одной квадратуры QAM равна 1
2 и K = 2Mbit/2 из

(29) получаем выражение для Bd граничных точек дискретного исходного аппроксимируемого
распределения:

1

2
= B2

d

(
(K + 1)

3(K − 1)

)
Bd =

√
3(2Mbit/2 − 1)√
2(2Mbit − 1)

. (31)

На Рисунке (2) представлен вид априорного распределения со значениями p = 1, p = 6 для
старой аппроксимации (14) Old (пунктирная линия) и новой (MKLD) по критерию минимума
дивергенции Кульбака – Лeйблера (25) (сплошные линии) для разного порядка модуляции. На
графике распределение MKLD аппроксимации обозначено названием соответствующей моду-
ляции QPSK, 16QAM, 64QAM.

Из Рисунке (2) хорошо видно совпадение аппроксимирующих распределений между собой
и с видом гауссовского распределения при p = 1. С ростом p распределения стремятся к
равномерному распределению.
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Рис. 2. Вид априорного распределения Old (14) и MKLD (25) для разного порядка модуляции и для
разных значений p

На Рисунке (3) показаны зависимости параметра d2 от числа бит в QAM-созвездии при
новой аппроксимации MKLD вида (25) и старой аппроксимации Old (14) при разных значениях
p = 1; 3; 4; 6; 8; 16; 32.
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Рис. 3. Зависимости параметра d2 от числа бит в QAM-созвездии при новой аппроксимации вида (25)
и старой аппроксимации (14)

Легко видеть, что значения параметра d2 для нового вида аппроксимации MKLD изменя-
ются и зависят от p и от вида модуляции. Отметим, что при p = 1 значение параметра d2

для обоих видов (MKLD, Old) аппроксимации постоянно, т.е. одинаково и неизменно при всех
значениях Mbit, и равно значению дисперсии одной квадратуры QAM символа.

Рисунке (3) иллюстрирует зависимости дисперсий априорных аппроксимирующих распре-
делений с новой аппроксимацией MKLD вида (25) и старой Old (14) при переменном значении
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p для разного порядка модуляции. Здесь хорошо проявляется особенность модуляций низко-
го порядка с оптимальными параметрами аппроксимации. Так, например, для QPSK видно,
что дисперсия априорного аппроксимирующего распределения существенно меньше дисперсии
исходного распределения, особенно при больших значениях параметра p.

Напомним, что QPSK соответствует Mbit = 2; 16QAM – Mbit = 4; 64QAM – Mbit = 6;
256QAM – Mbit = 8; 1024QAM – Mbit = 10.

1234 6 8 16 32

p

0.2

0.3

0.4

0.5

D
is

MKLD, M
bit

=2

MKLD, M
bit

=4

MKLD, M
bit
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MKLD, M
bit

=8

MKLD, M
bit

=10

Old

Рис. 4. Зависимости дисперсий априорных аппроксимирующих распределений от порядка p для разной
модуляции при новой аппроксимации MKLD вида (25) и старой аппроксимации Old (14)

На Рисунке (4) видно, что для высокого порядка модуляции и с ростом значения пара-
метра p дисперсия аппроксимации MKLD становится близкой к значению дисперсии старой
аппроксимации, которая в свою очередь равна дисперсии квадратурной составляющей норми-
рованного QAM символа. Что подтверждает известное утверждение о том, что при больших
порядках модуляции дискретное распределение хорошо описывается равномерным распреде-
лением. Также Рисунок (4) является убедительной иллюстрацией того, что дисперсия априор-
ного распределения с новой аппроксимацией по критерию минимума дивергенции Кульбака –
Лeйблера (25) зависит от вида модуляции.

Далее выполним анализ влияния параметра d2 на выражение оценки переданного символа
по критерию максимума апостериорной плотности.

Уравнение MAP оценки (8) с обобщенным нормальным распределением (11) в качестве
априорного, записывается следующим образом:

− 1

σ2
η

HTHx̂MAP +
1

σ2
η

HTy − 2p

(2d2)p
[x̂MAP ]

2p−1 = 0. (32)

Представим это нелинейное уравнение в удобной матричной форме:

Ax̂MAP +By − c [x̂MAP ]
2p−1 = 0, (33)

где введены обозначения:
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A = −HTH,B = HT, c =
2σ2

ηp

(2d2)p
.

Коэффициент c для старой аппроксимации (14) Old представляет собой выражение:

c
Old

=
2σ2

ηp(
2d2Old

)p =
2σ2

ηp(
2
Γ
(

1
2p

)
Γ
(

3
2p

)
)p . (34)

Уравнение соответственно:

Ax̂MAP +By −
2σ2

ηp(
2
Γ
(

1
2p

)
Γ
(

3
2p

)
)p [x̂MAP ]

2p−1 = 0. (35)

При использовании нового вида аппроксимации (25) с оптимальным параметром d2MKLD(24)
коэффициент c описывается более просто:

cMKLD =
σ2
η

µ2p

. (36)

Как мы видим, для новой аппроксимации по критерию минимума дивергенции Кульбака –
Лeйблера (25) выражение MAP оценки стало лаконичным и связанным с видом модуляции:

Ax̂MAP +By −
σ2
η

µ2p

[x̂MAP ]
2p−1 = 0. (37)

Обратим внимание на то, что при p = 1 для обоих видов аппроксимации параметр d2 оди-
наковый и равен дисперсии символа d2 = σ2

x, а уравнения MAP оценок становятся линейными
и полностью совпадают с уравнением линейной оценки MMSE [15], [26]

x̂MMSE = (H′H+ 2σ2
η · 1)−1H′y. (38)

Теперь проведем имитационное моделирование для получения характеристик помехоустой-
чивости демодуляторов на основе рассматриваемых априорных распределений.

4. МОДЕЛИРОВАНИЕ И АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ

Для проверки эффекта при использовании предложенной MKLD аппроксимации априор-
ного распределения в алгоритме для MAP оценок (37) было выполнено статистическое мо-
делирование на ЭВМ, имитирующее работу демодуляторов в условиях близких к реальным.
Реализовано совместное экспериментальное наблюдение алгоритмов MKLD(37), Old(35) и из-
вестного оптимального алгоритма MMSE (38) с целью оценки адекватности модели, сравнения
и анализа характеристик помехоустойчивости.

Моделирование проводилось со следующими параметрами.
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Параметр Значение
Конфигурация системы MIMO (число
передающих/приемных антенн)

8× 8, 64× 64

Вид модуляции QPSK, 16QAM, 64QAM
Режим передачи пространственное мультиплексирование
Замирания в радиоканале MIMO релеевские некоррелированные
Вид помехоустойчивого кодирования турбокодирование (скорость 3/4; длина кадра

576 битов)
Алгоритм приема демодулятор QAM и турбо-декодер, (стандарт

LTE-Advanced)

В качестве характеристик помехоустойчивости выбраны зависимости коэффициента оши-
бок на кадр (FER) от значения отношения энергии одного бита и спектральной плотности
мощности шума Eb

N0
в дБ для систем MIMO с различным числом антенн и порядком модуля-

ции.
В Таблице 1 приводится краткое описание и обозначения алгоритмов демодуляции, харак-

теристики которых приведены на графиках ниже по тексту.
Таблица 1. Исследуемые алгоритмы демодуляции

Обозначение Описание
MMSE-LTE Линейный алгоритм, оптимальный по критерию минимума среднеквадра-

тической ошибки, формула (38)
nsol − T − p2 Алгоритм Old вычисления оценок (35) с помощью функции fsolve
nsol −Ku− p2 Алгоритм MKLD вычисления оценок (37) с помощью функции fsolve

В названиях алгоритмов в виде последовательной записи буквы p и числа указывается
значение параметра p априорного распределения с негауссовской аппроксимацией например,
p2 означает, что в соответствующем алгоритме используется распределение (14) или (25) с
параметром p = 2.

В титуле графиков дается следующая информация: число Ntx передающих и число Nrx

приемных антенн; вид модуляции QPSK, 16QAM, 64QAM; скорость турбокодирования 3/4
(параметр Code Rate), при этом длина кадра составляет 576 битов (Frame=576 (bit)).

Стоит отметить, что для решения систем нелинейных уравнений (35) и (37) использовалась
стандартная функция fsolve пакета Matlab с фиксированным числом итераций Nit = Ntx.
Это позволяет исключить влияние сложности вычисления на сопоставление характеристик
исследуемых подходов.

На Рисунке (5) приведены характеристики алгоритмов со старой аппроксимацией с пара-
метром p = 2 Old (nsol−T −p2) (35) и новой – MKLD (37) (nsol−Ku−p2) выигрыш которых
по помехоустойчивости на уровне FER = 10−2 относительно значений MMSE составляет 2 дБ
и 2,6 дБ соответственно. Таким образом, выигрыш от использования оптимального параметра
MKLD составил 0, 6 дБ по сравнению с Old для модуляции QPSK при антенной конфигурации
MIMO 8× 8. При p = 4 MKLD лучше MMSE на 3,1 дБ.

На Рисунке (6) показаны характеристики помехоустойчивости для антенной конфигурации
16× 16 с сохранением вида модуляции QPSK. Преимущество алгоритмов MKLD (37) над Old
(35) видно также отчетливо. Укажем, что выигрыш MKLD (37) при p = 2 относительно MMSE
(38) на уровне FER = 10−2 составляет 2,4 дБ. А при p = 6 более 3 дБ (3,1 дБ).

На Рисунке (7) показаны результаты моделирования для системы MIMO антенной кон-
фигурации 64 × 64 модуляцией 16QAM. На этом рисунке приводятся характеристики поме-
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Рис. 5. Характеристики FER для конфигурации 8× 8 QPSK алгоритмов Old (35), MKLD (37) и MMSE (38)
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Рис. 6. Характеристики FER для конфигурации 16×16 QPSK алгоритмов Old (35), MKLD (37) и MMSE
(38)
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хоустойчивости алгоритмов MKLD, Old с различными значениями p = 2; 4; 6; 8 параметрами
распределения, совместно с MMSE.

Мы видим, что увеличение порядка с p = 2 до p = 8 эффект от аппроксимации MKLD
соответственно составляет 0,2 дБ до 2 дБ, при этом энергетический выигрыш алгоритма с
новой аппроксимацией MKLD относительно MMSE увеличивается с 4,3 дБ при p = 2 до 7,3
дБ при p = 8, т.е. на 3дБ на уровне FER = 10−2.
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Рис. 7. Характеристики FER для конфигурации 64 × 64 16QAM алгоритмов Old (35), MKLD (37) и
MMSE (38)

Ниже представлены результаты работы демодуляторов MMSE, Old и MKLD в системе
MIMO антенной конфигурации 64 × 64 (Рисунок (8)) с еще большим порядком модуляции,
теперь 64QAM. Можем видеть, что алгоритм MKLD при значении параметра распределения
(25) p = 8 по сравнению с MMSE по помехоустойчивости эффективнее более чем на 14,5 дБ по
уровню FER = 10−2, а алгоритм на основе распределения со старым параметром (15) уступает
почти на 1,4 дБ.

Значения выигрыша демодуляции алгоритмов Old (nsol−T ) и MKLD (nsol−Ku) по срав-
нению с MMSE для системы Massive MIMO 64×64 64QAM приведены в Таблице 2. На Рисунке
(9) иллюстрируются данные таблицы. Для аппроксимации со старым параметром Old стол-
бики окрашены голубым цветом, а для алгоритма на основе негауссовской аппроксимации с
новым MKLD параметром – фиолетовым.

Таблица 2. Выигрыши OlD и MKLD, по сравнению с алгоритмом MMSE

64× 64, 64QAM p = 3 p = 4 p = 6 p = 8

nsol −Ku 11,1 дБ 12,7 дБ 13,9 дБ 14,6 дБ
nsol − T 10,6 дБ 12 дБ 12,8 дБ 13,1 дБ
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На Рисунке (9) очень хорошо видно преимущество алгоритма с оптимальным параметром
по критерию минимума дивергенции Кульбака – Лeйблера.

Таким образом, мы получили экспериментальное подтверждение того, что использование
оптимального параметра, полученного по критерию минимума дивергенции Кульбака – Лeй-
блера, в априорном распределении приводит к улучшенным результатам помехоустойчиво-
сти алгоритма нахождения оценки максимума апостериорной плотности в системах MIMO,
Massive MIMO.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе рассматривался распространённый сценарий многопользовательской си-
стемы MIMO в режиме пространственного мультиплексирования для анализа алгоритмов
демодуляции на основе аппроксимации априорного распределения обобщённым нормальным
распределением с различными параметрами. Один – оптимальный по критерию минимума ди-
вергенции Кульбака – Лeйблера, второй – из равенства первых двух моментов распределения.
Сравнение характеристик помехоустойчивости рассматриваемых алгоритмов проводилось с
известным алгоритмом минимума среднеквадратического отклонения MMSE.

Результаты исследований доказали, что алгоритм MKLD с предложенным оптимальным
по критерию минимума дивергенции Кульбака – Лeйблера параметром, дает лучшие резуль-
таты помехоустойчивости по сравнению со старым – при равенстве первых двух моментов,
параметром априорного распределения.

В отличие от предыдущего подхода оптимальные значения параметров аппроксимирую-
щего распределения зависят от вида модуляции. Аналитически выведено, что по критерию
минимума дивергенции Кульбака – Лeйблера (MKLD) для неауссовской аппроксимации па-
раметр d2 определяется 2n-го порядка моментом исходного дискретного распределения. Учет
вида модуляции в априорном непрерывном распределении, приводит к улучшению характе-
ристик помехоустойчивости алгоритмов демодуляции по сравнению с Old, причем сильнее с
увеличением p и это подтверждено экспериментально.

Эмпирически доказана эффективность работы алгоритма на основе MKLD при различных
антенных конфигурациях систем Massive MIMO для разных порядков модуляции. Следует
также отметить, что улучшение характеристик не является следствием усложнения алгорит-
ма, а есть результат только более правильной оптимизацией параметров аппроксимирующих
обобщённых нормальных распределений.
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Massive MIMO demodulator using generalized normal distribution
approximation with optimal parameters

M. G. Bakulin, V. B. Kreyndelin, D. Y. Pankratov, A. G. Stepanova

Massive MIMO technology is leading the development of modern wireless communications (5G, B5G,
WiFi7). To further sustain competitive advantages, increasingly efficient demodulation algorithms with
acceptable computational complexity are required. Therefore, interest in this area of scientific research is
only growing. A successful demodulator design was previously proposed using a non-Gaussian approximation
of the prior distribution of information symbols in conjunction with iterative methods. However, the non-
Gaussian approximation was obtained with equality of the first two moments based on a continuous uniform
distribution, which in turn approximates a discrete prior distribution. The main goal of this article is to
compare prior distributions with parameters obtained by different estimation methods. We consider (a) the
Kulbach-Leibler minimum divergence criterion and (b) the coincidence of the first two moments.

The contribution of this work is to demonstrate the advantages of the approach using the Kulbach-
Leibler minimum divergence criterion. The results show that the proposed approximation method with the
optimal parameter leads to fairly simple expressions, provides the best functionality, and turns out to be
the best solution overall. It was obtained analytically and confirmed experimentally that the optimal values
of the parameters of the approximating distribution depend on the type of modulation, in contrast to the
previous approach. To prove the effectiveness, simulations were conducted for different types of modulation
and antenna configurations of the Massive MIMO system.

KEYWORDS: Massive MIMO, QAM, demodulator, approximation, generalized normal distri-
bution, Kullback-Leibler divergence minimum, KL-divergence.
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